
C O N S T R U I R E A UNOR F O R M U L E P R A C T I C E 
D E C V A D R A T U R A 

DE 

IX V. IONESCU 

într-o lucrare recentă [2], am determinat resturile în cîteva formule 
practice de cvadratură pe care le-am numit formulele lui O. Coulmy [1) 
şi Durând [3]. In această lucrare, vom arăta o metodă pentru a construi 
aceste formule şi altele similare. 

1. Să considerăm o formulă de cvadratură de forma 

['n f (x) dx = A0[f (*0) + / (xH)J +Al[J(xi)+f + ... 
• 

+ A, [/(*,) +/(<0] + h [f(x^x) +... + /(*„-,-0] + R (1) 
care depinde de parametrii A0f Alf ...yAv şi care este considerată pe 
nodurile x09 xl} ..., xn în progresie aritmetică cu raţia h. Se pot deter-
mina relaţiile dintre aceşti parametri, astfel ca gradul de exactitate al 
formulei (1) să fie q. în acest caz presupunînd că funcţia / (x) este de 
clasa Cq+l pe intervalul [x0) xn], restul R, al formulei (1), se poate 
pune sub forma 

R 9 ( x ) r i i)(x)ăx. (2) 

Este evident că şi funcţia 9 (a?) depinde de parametrii A01 Aly ... 
Deoarece formula (1) şi restul ei sînt determinate de funcţia 9 (x), para-
metrii A0, Aly ...,AP pot fi toţi determinaţi dacă în afară de relaţiile 
dintre parametrii, care fac ca gradul de exactitate să fíe q, se mai adaugă 
noi condiţii pe care să le îndeplinească funcţia 9 (z). Condiţiile care se 
vor adăuga pentru funcţia 9 (x), vor fi totdeauna legate de o evaluare 
cît mai convenabilă a restului R, dat de formula (2). Felul de condiţii 
noi pe care le vom impune, va fi văzut din exemplele po care le vom 
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trata. îsTe vom mărgini în aceasta lucrare la formule cu gradul de exacti-
tate 1, urmînd ca în alte lucrări să t ra tăm despre formule cu gradul de 
exactitate mai mare ca 1. 

2. Să presupunem mai întîi că în formula (1) avem un singur para-
metru A0 şi că gradul de exactitate al formulei este 1. î n acest caz avem 
A <> = — şi formula este 0 2 

[*uf(x)dx [f(x0) +/(*„)] + h [fix,) + ... +f(xtt x)] + 

f*. ( 3 ) 
+ ^ <p(*)/"(a) a*. 

Aceasta este formula care se deduce de obicei din formula trape-
zului. Funcţia <p (x) coincide pe intervalele [®0, «,], [x„ x2], . . . cu poli-
noamele <px (x), <p2 (x), . . . undo 

<Pi (®) = - J - - ®o) - 92 («) = -J- - - ®2)>- • • W 

>;P6ntru restul formulei (3) avem evaluarea 

| R | < M t A», ' (5) 
xZ 

unde 
= sup \ f " ( x ) \ . (6) 

3. Să presupunem că în formula (1) avem doi parametr i Aoy jIl 
şi că gradul de exactitate al formulei este 1. î n acest caz parametrii 
Ax nil.sint determinaţi, ci sînt legaţi prin relaţia 

i 
+ (7) 

Restul li este dat de formula (2) în care q = 1 şi funcţ ia <p (#) coin-
cide pe intervalele [®0, *,], [xlt x2], . . . cu polinoamele <?, <?2 («), . • • 
Fără greutate se găseşte că 

9l (x) = - A 0 ( x - xa), 

_ , (8) 
?2 (®) = + (h - A 0 - A,) (x - xt) + ^ - A0 ftj-

Din condiţiile la limită -care determină polinoamele <pA. (x) şi anumo 

• <Pi («*-i) - ?*-i( ®4+i) = o 
9*-i 1) ~ f i = h (fc = 3, 4, . . . ) 
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fie deduce că 

9 * = ? i - i - h . 

Pentru k = 3, se deduce, ţinînd seamă de ecuaţiile (8), că 
<PA (x2) = 2h2 — /T — 
?a (®2) = ^ - ^o - ¿ i 

şi din cauza ecuaţiei (7), vom avea 

(9) 

(10») 

h2 
? 3 ( « 2 > = — - J*" (10,) 2 ' 

(10,) 

(104) 

Rezultă astfel că 

?3 (®) = + (* - A0 - (0 - + - A0 *) 

şi refăcînd aceleaşi calcule pentru k = 4, se găseşte 

şi aşa mai departe. ; . 
Pentru determinarea parametrilor A0f Al mai introducem : condiţia 

(a), prin formula 
^ <?2(x)dx = 0 (11) 
•
 xi 

şi din cauza formulelor (103), (104), vom avea de asemenea 

r 93 (*) = 0, ^ 94 (*) &X = 0, ... 
)*t - ** 

Condiţia (11) conduce la ecuaţia 

' + (12) 

şi rezolvind sistemul format dc ecuaţiile (7) şi (12) se deduce c i 5 h . m 

Formula de cvadratură (3) devine 

+ h [f{x2) + ... +/(».-«)] + R-
(13) 



D. V. IONBSCU 
7FI0 

Aceasta este formula lui Durând, caracterizată deci de gradul & 
exactitate al ei egal cu 1 fi de condiţia (a) exprimată prin formula (uŢ 
Pentru aceasta formulă, avem 

?1 (®) = 2 1 2 
( X - Xo) 

9» (®) = 
(® -

2 2 
( X - *,) + 

1 2 

9a («) = 2 2 
( X - ® 2 ) + 

A» 
1 2 

(14) 

şi eîntem conduşi la evaluarea 
\R\^KdM2 h\ 

unde 

* . - ( - I , M I « - = + = .,07749 . . . + " - § . ,15, 
Jt, 648 54 64 

4. Să presupunem că în formula (1) avem trei parametri A0} A„ 
Scriind că formula are gradul de exactitate 1, avem 

A 0 + A , + A 2 ^ Ş l . ' (16) 
2 

Din primele condiţii la limită pentru determinarea funcţiei <P (a?), 
se deduce că v T 

9 l (a!) = i ^ = _ f o ) L - a 0 ( x - x0) 

(®) = <* f ^ + { h - A 0 - ( a ! _ + _ j 

(a? — 
»<*>- 2 + V h - A 0 - A l - A i ) ( x - x , ) + 

(17) 

2 

+ [2fc» - A (2^ 0 + ¿ j ] . 

lele « da te to t de formu-

h2 

* W = 93 «%) = T + (2k - A0 - Al - A,) h + [2•» - h {2A0 + 

<P4 (®3) = 9» («j) - h = 2A - A0 - Al - A . 
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însă din cauza ecuaţiei (16), prima din aceste formule se reduce la 

<p4 (xz) = 2 h * - h (2Â0 + Al) 

astfel c& vom avea 

?4 (®) = {X ~ + (2h - A o - A t - At) (x - w>) + 
(18) 

+ [2V - h (2A0 + A,)] 

iar <p5 (a>) se deduce din q>4 (a?) înlocuind pe a?3 cu a?4, . . . , şi aşa mai departe. 
Să introducem condiţia (a) pentru funcţia 9, exprimată prin 

^ 93 (x) dx = 0. (19) 

Aceasta conduce la următoarea ecuaţie 

5A0 + 3 A , + A 2 = ~ (20) 
3 

Qradul de exactitate 1 ăl formulei (1) şi condiţia (a) determină poli-
noamele 93 (a?), 94 (x), . . . . într-adevăr, ţinînd seamă de ecuaţia (16), 
coeficientul lui x — x2 din 93 (a?) este , iar identitatea 

2 

2 Â 1 A _ + 3-4.) + il ,) ~ (¿0 + A, + AJ 
2 

arată că termenul liber din 93 (a?) este 

5*1 = 2 * » -
3 2 J 

2h* -h- — 23 h? h2 

12 12 

Prin urmare, avem 
(x - ®2)2 h , , , h* 

iar 94 (a?) se deduce din 93 (a;), înlocuind pe x2 cu x3f . . . şi aşa mai 
departe. 

Eămîne să determinăm pe 91 (a?) şi 92 (a?) care mai depind de un 
singur parametru. 

1°. Dacă se impune condiţia ca 

92 + a?2 \ = 0 
2 J 

(21) 
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ceea ce se întîmplă, în cazul formulei lui G. Couhny, sîntem condu* 
ecuaţia 1 ^ 

9 h 

RezoMnd sistemul format de ecuaţiile (16), (20), (22), avem 

_ A . _ 5h _Uh iln — • 1 — « -A o — 
0 3 4 12 

şi aceasta conduce la formula de cvadratură 
î*" fdx = — [/(¡r0) + /(*„)] + Ş-[/(*,) +/(».-,)] + 

3 4 
l i f t '231 

+ — [ / ( * » ) + / ( * . - . ) ] + »[/(<%) + . . . + / ( » • - , ) ] + * • 

Se arată că pentru formula (23) avem 

| J? | < K M2 h\ (24) 
unde 

i i = 0,0553 . . . + ^ (25) 
54 

şi acest număr este cu puţin mai mare decît numărul corespunzător K, 
din formula lm G. Coulmy, care este 

Kc = 0 ,0521. . . . + • (26) 
54 k 

2°. însă dacă se supune condiţia 

7A.2 
<Pa (®i) = —— . (27) 

48 V 

atunci An Av A2 sint daţi de ecuaţiile (16), (20) şi ecuaţia 

b A ^r ~ hAo = ~ z 48 
de unde se deduce că 
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Formula de cvadratură corespunzătoare este 

4 8 w . , V-.,, . 4 8 V-., T , V---1/J + 

+ Lf(®i) + / ( * , - , ) ] + M / 0 r a ) + . . . + / (® . - a ) ] + R, ( 2 0 ) 

unde pentru R avem evaluarea (24) cu coeficientul K dat de formula 

K = 0,0421 . . . + - 1 ' 3 (29) 
54 

şi acesta este mai avantajos decît coeficientul corespunzător din formula 
lui G. Coulmy. 

5. Să presupunem acum că in formula (1) avem patru parametri 
A0, Alf A2, A3. Scriind că formula (1) are gradul de exactitate 1, avem 
ecuaţia 

+ = ^ (30) 
£ 

şi din condiţiile Ia limită relative la punctele x0, x„ xv x3 rezultă că 

9l (x) = - A 0 ( x - x0) ¿t 

? 2 = (h - A 0 - At) (x - *) + ( y - h 

93 (x) = - ^ + (2/t — A0— Ai — At) (X - xt) + 
2 

+ [27** - h (2A0 + il,)] (31) 

{ x ) = + (37. - A0 - i i , - - -4.) (* - «,) + 
2 

+ _fc(3.40 + 2 , 1 , + 44)1> 
L 2 J 

Ţinînd seamă de condiţiile la limită din nodul s4, care slut date de 
ecuaţiile (9), pentru k = 5, se deduce că 

. { x ) = + (3 h - A o - A ^ A t - A3) (x - wt) + 
2 (32) 

+ [8h* - h (4A0 + 3A, + 2^12 + Â3)] 
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ţi conform ecuaţiei (30), ultimul termen se reduce la ultimul termen 
<p4 (s). Prin urmare avem 

{x) = J £ J » (x - x3) + [ - M3^o + 2 A> + At)] 
2 2 * 

37 7 A0 + 5AX + 3At + A, = — k (34) 

şi aşa mai departe. 
Introducînd condiţia (a) prin ecuaţia 

P 9a (x) dx = 0, (33) 

obţinem ecuaţia 
7^0 + dA, + 3A2 + ¿3 = • 

O 

şi din identitatea 

3A0 + 2A, + A% = -L [(7^0 + 5-4, + 3A2 + Az) -
2 

- +Al + Ai+ 
deducem în baza ecuaţiilor (30) şi (34) că 

f - -k{ZA0 + 2Al+Ai) = ™ - ± . 3 ± h + JLllL=>!L 
2 2 2 3 2 2 12 

astfel că ecuaţiile (32) se reduc la 

2 2 12 

. v (x — a?4)2 h h2 

9 i ( a ; ) = J — ^ — (o; - + — 
2 2 12 

. . . şi aşa mai departe, 

< * J m pZTZleTetlt ^T 1 ^ <*> * W 

d e t e r ^ i ^ S o t r r S ^ ^ * ^ ™ ^ u von, 
1°. Dacă se impune însă condiţia 

ţ i c a
 91 {Xl) " 9 2 (a?2> = 9a (^2) - ?3 (*3) (36) 

\ 9i (x) dx + [ ' 9z~(x) da? = 0 (37) 
• J*, V 

(35) 
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se obţin ecuaţiile 

20 At = h, 6A0 + 34, + At = — h. (38) 
3 

Rezolvînd sistemul format de ecuaţiile (30), (34), (38) se găseşte 

A _ 13K A lh A I A 35 l 
36"' l = T ' A* = h ' 3 = 3 6 

8-a obţinut astfel formula de cvadratură a lui O. Covlmy : 
V'fdx = ^ [/(*„) + /(*„)] + 11 [fix,) + /(*._,)] + h [/(*,) + 

35 h ( 3 9 ) 

oo 
care este caracterizată prin urmare de gradul de exactitate I, de condiţia 
(a) exprimată prin formula (33) şi de condiţiile (36), (37). 

2°. Dacă însă pe lingă ecuaţiile (30), (34) se adaugă condiţiile 

?2 (^i) = — » ?3 = — (̂ O) i A IZ 

se obţine formula de cvadratură de tipul formulei lui G. Coulmy: 

[*nfăx=^ U(x0) +f(xm)] + ^ [/(^) +/(^_1)] + 
7J 

+ L f M + / ( * . - * ) ] + [/(x3) + / ( s „ - 3 ) ] + (41) 24 7ii 

+ A [/(*«) + • • • + / ( ® « - 4 ) ] + 

pentru care avem evaluarea (24) a restului cu coeficientul K, dat de 
formula 

K = 0,05197 . . . + (42) 
54 

cu puţin mai mic decît coeficientul din formula lui 6. Coulmy. 
Ne oprim aici cu aceste consideraţii care au avut scopul de a arăta 

cum se construiesc formulele de cvadratură (39) şi (13) ale lui G. Coulmy 
şi Durandj precum şi altele similare. Este remarcabil că s-a putut impune 
condiţii convenabile asupra funcţiei 9 (a?) din expresia restului, care 
caracterizează formulele de cvadratură (13) şi (39) ale lui Durând şi 
G. Coulmy. Este de asemenea remarcabil că s-au putut alege aceste 
condiţii, astfel încît coeficientul K, din evaluarea lui | R |, să fie mai mio. 



Astfel numărul K, corespunzător formulei (28), este mai mic decît numărul 
K corespunzător formulei lui G. Coulmy. 

6 Pentru a încheia vom prezenta cîteva formule de tipul celor 
studiate în această lucrare, în care lipsesc în membrul al doilea valorile 
funcţiei / (x) pe nodurile x0 şi xn. 

1° Avem formula 
{Znf(x)dx=—[f(xl) + /(*„-,)] + h[f(x2) + ... +f(xn-2)] + 
1 . 2 

+ \ " 9 (* ) / " (* ) d* 

în care funcţia ?(#) coincide pe intervalele [a?0, [xlf a?2], . , . cu urmă-
toarele polinoame 

/ V i® — <Pi fa?) = — 2 

® - i £ ~ x ^ h , v , 
- ( * - * , ) + _ 

Funcţia <p («) este pozitivă pe intervalul (®0, xK) şi 

(44) 

avem 

n 3 2 12 ( 4 5 ) 
2° Avem formula de cvadratură 

; i f t j B — P 6 ^ 

<P. (Of) = i L Z L S Î . 

2 

? 2 ( X ) = i f ^ O i I U 
(a + . 

2 
2 ~ l i " (® ~ + i i 

1 2 



Avem 

I 108 54 
Bezultă ca pentru restul R din formula (46), avem 

\R\<kMîh\k= + ^ = 0,6216 . . . + . (48) 
108 64 54 

3°. Avem formula de cvadratură 

("•/<•) = ^ [ f ( X l ) + /(*„_,)] + 3± U(x2) + /(*_,)] + 
.u b . 4 

+ + + / ( * - < ) ] + (49) 

+ 9 w r < « ) d ® 

analoagă formulei {23), unde funcţia 9 (a?) coincide pe intervalele [a?0, 
[s» [®3> 4̂]» polinoamele 

?i (x) = 

, x (x - a;,)2 , x . A2 

?2 (*) = — (* - *») + — 2 o ^ 

(50) 

2 12 o 

(a? — a?3)2 fc , x , ^ 

Avem 

\ i t o i « - - — ¿ ¡ ¿ - + - i r r 

şi prin urmare pentru restul al formulei (49), avem evaluarea 

I * | < * * » = + ̂  - w w • • • + ^ ' < « » 
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4°. Avem formula de cvadratură 

(*" fWă* = — C/C»i) + / ( » . - i ) ] + /<*-«>3 + 

^ [ / ( ^ H - Z i ^ - a ) ] + * [ / ( * < ) + ••• (52) 
6 

unde funcţia <p (x) coincide pe intervalele [x0f xt], [a?lt x2], [x2y 
[xz, x4], . . . cu polinoamele 

(x - x0)% 

9i (*) = 2 
, (x - a )̂» 13h , ** 

= ^ — — + — 

(a? - a?2)* * / . 
?a (») = g - T (a? - a?2) - — (53) 

/ v - ®a)* A / v 
9 ( V ) = J ^ - a > - + — 

2 2 12 

Avem 

( ' • 19 C ) | d . = (209+201(10-36^ ^ 
•V, I 324 64 j 

Vom avea deci pentru restul R, 

i*I < * * = + g _ 0 > 6 4 7 8 ( M ) 

5°. Formula de cvadratură 
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corespund© la formula lui a Coulm,, F„„„f¡« , » . 
válele [<r0, *,], [ x „ X j ] , £ J * <*> comcide pe inter-

L 2> , J , L®3, LAR4( A,T]( . . T C N polinoamele 
9 l (*) = i ^ r *o)> 

2 

36 

2 
(X 43 h 

2 36 
(x - xtY 

2 36 
(X 

2 36 
(X h 1 

9« (*) = -—' (x - xa) -
18 

(56) 

Avem 

f*. . . = /553^553 +313^313 +25614—5184^3 + nJ^A 
X 1 * i 34992 5 4 ] 

ţi de aici rezultă pentru rest evaluarea 

onde 

adică 

fc _ 553^553+313^313+25614—5184^3 ( n|fô 
34992 54 

fc - 1, 00528 . . . + — 54 

Primit& la redacţie la 6 aprilie 1964 
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