CONSTRUIREA UNOR FORMULE PRACTICE
DE CVADRATURA

DE

D. V. IONESCU

_intr-o lucrare recenti [2], am determinat resturile in citeva formule
practice de cvadraturi pe care le-am numit formulele lui G. Coulmy (1)
§i Durand [3). In aceastd lucrare, vom ariita o metod3 pentru a construi
aceste formule §i altele similare.

1. S& considerim o formuli de cvadraturi de forma

"1 (@) 80 = 4, Uf (@) + f @] + 4, [ (@) + (@01 + ...

o To

+ 4, f(2)+ (2 )] +r(f(z.)+ ... + (2 ,-)]+ R (1)

care depinde de parametrii Ay, 4,, ..., 4, §i care este consideratd pe
nodurile z,, @, ..., ¥, in progresie aritmetici cu ratia . Se pot deter-
mina relatiile dintre acegti parametri, astfel ca gradul de exactitate al
formulei (1) si fie ¢. In acest caz presupunind ci functia f (z) este de
clasa C’*! pe intervalul [z, z,], restul R, al formulei (1), se poate

pune sub forma

k={" 9@ (@ da. 2)

Este evident c3 i functia ¢ () depinde de parametrii 4y, 4,, ...,/ 4,.
Deoarece formula (1) §i restul ei sint determinate de functia ¢ (z), para-
metrii 4y, A4,, ..., 4, pot fi toti determinati dacd in afard de.relatu.lg
dintre parametrii, care fac ca gradul de exactitate si fie ¢, se mai adaug
noi condifii pe care si le indeplincascd functia ¢ (). Conditiile c:ﬁ a:g
vor adiuga pentru functia ¢ (z), vor fi totdeauna legate de o ev e
cit mai convenabild a restului R, dat de f_ormula. (2). Felul de (130 o
noi pe care le vom impune, va fi vizut din exemplele pe carc ‘e
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trata. Ne vom mirgini in aceasti lucrare la formule cu gradul de exact;.
tate 1, urmind ca in alte lucriri si tratim despre formule cu gradul g
exactitate mai mare ca 1.

2. S3 presupunem mai intii ¢4 in formula (1) avem un singur pary.
metru 4, §i ci gradul de exactitate al formulei este 1. In acest caz avem

A, = % gi formula este

V"f(“’) dz =% (@) + f (@) + R [f(®) + .o +f(m )]+

] )
+ & ? (2) 1" (v) do.

‘wy
Aceasta este formula care se deduce de obicei din formula trape-

zului. Functia ¢ (x) coincide pe intervalele [z, ®,], [®), %.], ... cu poli-
noamele ¢, (), @, (), ... unde ’

P2 (-’”) =']2.— (z — xy) (# — x,), @ () = % (2 — @) (2 — 2,),... (4)

| “vP'en'tru restul formulei (3) avem evaluarea

n ) .
| RI< o My W, )
unde
M, =lsupl | f" ()] . (6)

.-+ 3. S& presupunem cii in formula (1) avem doi parametri 4,, 4.
§1 cd g'rz}dul de exactitate al formuleéi este 1. In acest caz parametrii 4o
4, nu.sint determinati, ci sint legati prin relatia

’ 3]

- "Rg’stul R este dat de formula (2) in care ¢ = 1 si functia ¢ () coil-
c‘1de pe intervalele [z,, x,], [, ,), ... cu polinoamele ¢, (z), @, (%), - - -
Fird greutate se giseste cil
(& = %)

2

(x — =,)? p h?

—T_F(L—AO*AI)(:U— ,) +(? ‘*th)'

o1 (@) = — 4, (z — z,),

(8)
P2 () =

Din conditiile la limiti -care determind polinoamele ¢, () si anumo
@ (@x—1) — Qua( Biyq) =0
Pi-1(Troy) — @ (Bpy) = (k=3,4,...)

L} !
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se deduce ci

Pr (Tr-1) = @ y(@h2,y),
| % (@i-1) = 9ims (T-y) — b 9
Pentru k = 3, se deduce, tinind seamy de ecuatiile (8), ci
@3 (T2) = 2k — 24, h — A,b,

o1 (@y) = h — 4y — 4, (10,)
§i din cauza ecuafiei (7), vom avea
h2

?s (2;) = 5 - Ao h. (10,)

Rezultd astfel cd
xr — x,)° h?
.(__2_2)_ +(h— A4y — 4)) (v — x,) +(—2— —th) (10,)

gi reficind aceleagi calcule pentru k¥ = 4, se gisegte

?s () =

ERPEY
(z 2:v3) +(h—A°—A.)(w—%)+(%—th) (10,)

si aga mai departe. :
Pentru determinarea parametrilor 4,, 4, mai introducem : condifia
(), prin formula . '

94 (2) =

(" eu (0) a2 =0 (11)

I

gi din cauza formulelor (10;), (10,), vom avea de asemenea

z 1y
R ¢a(w)dw=0,ﬂ 9 (2)dz =0, ...

.Zy . %3
(onditia (11) conduce la ecuatia
: 3A0+A,=z;i (12)
gi rezolvind sistemul format de ecuatiile (7) si (12) se deduce ci
5h 13h
=2 4 =
A= M T

Formula de cvadraturd (3) devine

(7@ ao =2 17 (@) + 70201 + B f (@) + @ +

4R (@) + oo +F (@)l + R

(13)
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) izatd dect de
ta este formula lui Durand, caracters ; gradu
ea;actii?ztc:?l aei egalfcu 1 gt de condifia (a) exprimald prin formulg i f)e

Pentru aceastd formuld avem

_ B
v;(w)=‘—”—f£’—’-—%<w—%)

—z)  h h?
o (o) = 2= 00 2:::) —5 (@=a)+ oo (14)

— )2 h h?
‘P:s(::‘?)="——'—(aJ %) —';'(37—%)4‘5

si sintem condugi la evaluarea
| R| < Kp M, K,
unde

n)3
= 0,07749 ... —- (15
y + m (15)

z, 71 — 123 V3
K, = g z)| dz = +
D \.. I‘P( )| 648

4. 83 presupunem ci in formula (1) avem trei parametri 4,, 4,, 4,.
Scriind c# formula are gradul de exactitate 1, avem
5h

Din primele conditii la limitd pentru determinarea functiei ¢ (2),
se deduce ci

%(“’)=(w_+o)z — 4y (z — @)

— 2
?z(w)=u—- +(h——Ao—A,)(:c—w,)+(-}§-—hAo) (17)
—_— 2
%(w)=u+(2h“4&o**‘11‘“Az)(af'*a’z)‘F

+ [2k* — R (24, + 4))).

Din conditiile la limitd nurmito ;
lele (9), se deduce, pentru k — 4, o a;veé IIclare sint date tot de formu

h2
s (T3) = 93 (23) = o +(2h — 4, — 4, — 4,) b + [2R? —h(24, + A,))]

(@) = s (@) —h=2h — 4, — 4, _ 4,
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InsX din cauza ecuatiei (16), prima din aceste formule se reduce la
9y (23) = 2h* — h (24, + 4,)
astfel cA vom avea

(2

— )}
?‘(:D)=——2—— + (2h — A, — A, — A,) (2 — @)+

18
-+ [2"2 —h (2‘40 + 4,)] 5

iar @4 (@) se deduce din ¢, (z) inlocuind pe z; cu z,, ..., §i aga mai departe.
S& introducem condifia («) pentru functia ¢, exprimatd prin
ﬂ" 95 (2) dz = 0. (19)

Aceasta conduce la urmiitoarea ecuafie

54, + 34, + A, = 1%"- (20)

Gradul de exactitate 1 al formulei (1) 8i condifia («) determind poli-
noamele g (2), ¢, (Z), ... . Intr-adevir, tinind seami de ecuatia (16),

coeficientul lui z — z, din ¢4 () este — %, iar identitatea

24, + 4, = (54, + 34, + Az)z— (Ao + A, + 4,)

aratd cd termenul liber din ¢4 (z) este
1 [19}; 5h] 2380 B

3 2

2"t — b+ — —op — 2V =2
2 12 12

Prin urmare, avem

($ - 32)2 h h2
N =—rr-—= — — (2 — 2 —
3 (2) ) > ( 2) +12
iar o, (z) se deduce din ¢, (), inlocuind pe #, cu ,, ... §i aga mai

departe.
. Rimine si determinim pe ¢, (z) §i ¢, (z) care mai depind de un
slngur parametru.

1°. Dacd se impune conditia ca

<P(xl+w2
2 2

—) =0 (21)
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ceon ce ge intimpld in cazul formulei lui G. Coulmy, sintem condug |,
ecuafia

ok
A, = —-
Rezolvind sistemul format de ecuatiile (16), (20), (22), avem
h 5h 112
4, = 3'y 41='Z'r A2=E

si aceasta conduce la formula de cvadraturid

(" a0 = == (7 @) + £ (@] + 22 [F (@) + £ (2,1 +

112 &)
+ 12 () +(2-2)] + R [f(2) + ... + f(2,-3)]+R.

Se arati ci pentru formula (23) avem

| R | < K-M, B3, (24)

unde
K = 0,0553 ... 1@ 25
? + 54 )

§i acest numir este cu pupin mai mare decit numirul corespunzitor E,
din formula lui G. Coulmy, care este

K, =0,0521.... 1”5'{ - (26)

2°. Tnsi daci se supune conditia

2
o () = 2, (27
48
atunci 4,, 4,, 4, sint dati de ecuatiile (16), (20) si ecuatia
hz
2 48
de unde se deduce ci.
17h 5
48 48 48
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Formula de cvadratura corespunzitoare este

Zn 174 5
S,. J(@ s =" 1f @) + £ (201 + 22 (1(@) + 1 (0.0 +

5h
+ @ U@+ @)+ h (@) + . + S+ R P

unde pentru R avem evaluarea (24) cu cocficientul K dat de formula

.
K =0,0421 ... + i‘f (29)
5

§i acesta este mai avantajos decit coeficientul corespunzitor din formula
lui G. Coulmy. .
9. S3 presupunem acum ci in formula (1) avem patru parametri

Ay, A,y Agy A, Scriind cd formula (1) are gradul de exactitate 1, avem
ecuatia

Th :
A0+A1+A2+As="2_ (30)

gi din condifiile la limitd relative la punctele z,, z,, z,, #; rezultd ci

o (@) = ’(‘g:;ﬂ.ﬁ — 4y (2 — )

. s |
¢ (7) = L —231)3 4-(h — Ay — 4)) (2 — @) + (%— — hAo)

s (@) =~(£:2i)2 + (2h — Ay — A, — 4,) (7 — T) +
+ [2h% — h (24, + A1) (31)
9, () = i“’—"—zﬂl 3k — Ay — Ay — Ay — 4;) (& — 3) +
|9

+-

e b2+ Az)],

Tinind seami de conditiile la limit4 din nodul w,, care sint date de
ecuatiile (9), pentru k = 5, se deduce ci

(@

<:=.s(ao)=—;2ﬁ‘—K 4 (Bh— Ay — Ay — Ay — 4g) (8 — 7 +

(32)
+ [8h% — h (444 + 34, + 24, T As))
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si conform ecuatiei (30), ultimul termen se reduce la ultimul termen g;,
@, (#). Prin urmare avem
_(m—a) __"_(x_z)+[f’—"1 — h(34, + 24, + 4,)]
94 (2) = ) 2 3 2 . -

2
(x_;‘)s __;'..(a:—.'c.) +[?;‘_ — h(34, + 24, + 4,)]

gi aga mai departe. . .
Introducind condifia (a) prin ecuatia

o5 (@) =

Q " (@) dz = 0, (33)
.2Zg
obtinem ecuatia -

§i din identitatea
1
3A° + 24, + A-s = ? [(7Ao + 54, + 3A2 =} As) -

— (4o + 4, + 4; + 4,))
deducem in baza ecuatiilor (30) si (34) ci

9h3 9h? h 37 h Th K2
2 (34, 1+ 4,) 2 s 3 = 2 5 12
astfel cid ecuatiile (32) se reduc la
(m - 33)2 h ; h8
)= — — —_—
P4 (@) 5 5 (x — ) +12
(z—=3) bk h? (33)

) (x) :_..——._:__‘__ — ——— — -
3 2 2 (2 — z,) + T

5iPa$a mai departe,
rin urmare, gradul de ezactitate 1 al formulei 3 37
determlind polinoan,zele 94 (Z), @5 (2), ... Jormules (2) g5 condifia (2
imin astfel doi parametri nedeterminati gi pri i itii vom
determina §i polinoamele o,, P2y Pa- ¥ & Rein ol condigl ¥o
1°, Dacid se impune ins3 conditia

6 % P (3) — @2 (2) = 92 (2,) — 4 (2) (36)

ﬂr' ¢ (@) dz + & ¢ (z)dz =0 (37)

«Zy N
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se obtin ecuatiile

20 ,.

A' - h' BAO + 3A1 + .A’ = 3 (38)

Rezolvind sistemul format de ecuatiile (30), (34), (38) se ghseste
13h Th 35
A°=§‘6—" Al =_6-’ A’=h, Aa=3‘?hs
8-a obtinut astfel formula de cvadraturd a lui G. Coulmy :

Zn h
S-. s —];‘%

+ f(@a-2)] +

[f (2o) + f (2)] + % [f(22) + f (aey)] + b [f (22) +
(39)

358 £ (@5) +  (2a-0)]HB [ () + - .. + f (200 ]+ R.

36
care este caracterizald prin urmare de gradul de exactitate 1, de condifia

(a) ezprimatd prin formula (33) 3t de condifiile (36), (37).
2°. Dac3 insd pe ling3 ecuatiile (30), (34) se adaugd conditiile

11A% Th?
e (@) = rrali (@) = = (40)
se obtine formula de cvadraturd de tipul formulei lui G. Coulmy :

25%
72

+ B2 @)+ f @l Fle) +S @)+ (8

(" e =22 1 (00) +F (@) + 20 (@) +F (@n)) +

+ hlf(z) + ... +f(z0)] + R,

pentru care avem evaluarea (24) a restului cu coeficientul K, dat de
formula

K =0,05197 ... + —— (42)

cu putin mai mic decit coeficientul din formula lui G. Coulmy.

Ne oprim aici cu aceste considerafii care au avut scopul de & arita
cum ge construiesc formulele de cvadraturd (39) gi (13) ale lui G. Coulmy
§i Durand, precum gi altele similare. Este remarcabil ¢4 s-a putut impune
conditii convenabile asupra functiei ¢ (x) din expresia re.stulm, care
caracterizeazi formulele de cvadraturd (13) si (39) ale lui Durand §i
G. Coulmy. Este de asemenea remarcabil ci s-au putut a{ege gces_te
conditii, astfel incit coeficientul K, din evaluarea lui | B|, sd fie mal mic.
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Astfel numirul K, corespunzitor formulei (28), este mai mic decit numiry)

formulei lui G. Coulmy. .
X cox&?s}iggﬁ:‘?r& (;;cheia vom prezenta citeva formule de tipul celop

Létu‘diate in aceastd lucrare, in care lipsesc in membrul al doilea valorilg
functiei f (z) pe nodurile z, §i &,.

1° Avem formula
gz'f(:v) dz =§2’i [f (@) + f(@az)] + B [f(z) + ..+ f(@02)] +
« To . (43)
+(" e @)f" (@) da

Ty

in care funcfia ¢(z) coincide pe intervalele [z,, z,], [z, Z;], ... cu urmi-
toarele polinoame .

e
o la) = =)
(44)
— (z — wl)z h h? ’
P (0) =—— B A U vy
Functia ¢ (z) este pozitivi Pe intervalul (z,, z,) 8i avem
5n — 6 (b — a)?
R| L j .
Bl < n3 AL, 12 (43)
2° Avem formula de cvadraturj
(% 23h
f(2) do < 232 Th -
\ 12 U@ +1El+ 2 110 4+ 1 (g 4
+h[f(wa)+o--+.f(0«‘.. )] + -

-+ (™" 6 (0) 1 (2) do

« Xy

in : .
Ty (@, ,), [,, 3;3]! . o funcpa ? (7) coincide pe inter-

+ Cu polinoamele
o1 (7) = (T — m)2

2
9 (2) =2 =2)0 11 "
e 1 @—a) 4 2
2



Avem

*n . —_ fq fq
g ‘¢ (2) dz =(8—1—8~]—3 ;B8 | 3,
108 b4

Rezultd ci pentru restul R din formula (46), avem

81 —813 =n)3 /3
IRI < kMW, =278V 738 06 08
' 108 b4 4 ot Ty U8

3°. Avem formula de cvadraturi

=, h
(1@ a2 =22 100 + 1 @)+ 2 U @) +f g +
h
+ (@) + (@) F @)+ [+ 49)

+\* e @ (@) as

»Tq

analoagd formulet (23), unde func.tia' ¢ (7) coincide pe intervalele [z,, z,],
(@ @,), (@, 23], [@3 %,], cu polinoamele

o (o) = 2= 20
Pe (2) = (—:c;zﬂﬁ—%(m— z,) +£;-
®s ("’)=w—_2ﬁ)i—%(w— 2,) +—"6: (50)
%4 () =_(:v_-—2_a;,)f__ -:—(a: — ) +£

Avem
K: |e (2)] dz = (595;;2 V3, n;f) W

§i prin urmare pentru restul R, al formulei (49), avem evaluares
|R| < kM, B0, k = 595;:}/‘3# ”!f = 0,7257 ... + 1‘5’-- (51)
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4°, Avem formula de cvadraturd )
(* s () a0 =22 @) + £ (@0-] + - U (@) + 1 (@ +
12

L TTPR TP B ) JEN SN J C ) S (Y
6

zy

unde funcfia ¢ (@) coincide pe intervalele [zy 2], [%n T2y [y &),
(23 %)y ... CU polinoamele

w2
?1($)=_(Q_E£Q-
—z) 13k h
?z(-”»’)='(_x—_2'£— BET R
- h?
ool =2 2o a2 (83)
_ (2 —a,)? __’L _ .h_z_
@) ="—————@—a) + 5

Avem

z 10 —38V3 2
(oo 0n - (A0420T8=015 i),

Vom avea deci pentru restul R,
L] ‘/__ pr— - -
|R| < k M, o, % = 209420/10—36/3 N 2)3 n)3

-_— = 6 . eaa e 54)
324 54 0, 6478 ... + b4 (

5°. Formula de cvadratury

%n 79k
§ J(#) 8o =2 U (@) +f (@] + = U (@) + £ (a0 +

+ B [f (2) + 1 (2,_0)] + ":—: U (20 + f (@,_0)] + (85)

+ B (@) + ... +f(2,_)] +

" 9 (2)f" (a) do



corespunde la formula lui @. Coulmy, Functia ¢ (z) coincide pe inter

valele [z, z,), [z, Z:), [@,, a,), (23 %), [z, 74), ... cu polinoamele
@ (2) = 2= 2
% (@) = {22 — S (@2 + 2
SPRCELE N R
pula) = T Mgy R (56)
wu(m) =22 by gy +1%

2 2

-------

Avem
z, 0 aa 4— o~ =
g o (2)] de = (553V553+313V313+2561 5184/3 3 ) A
34992 54
gi de aici rezultd pentru rest evaluarea
| B| < k M, B2,
unde
3 — 553/ 563 +313/313 25614 —5184//3 3
34992 54
adicd
)3
k=1, 00528 ... + — -
’ T

Primitd la redactie la G aprilic 1964
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