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Proof : Let ,
yi = flmi1)

" % = (1)

the iteration of order i. We note

4 = inf. g(), "~ b= sup &)

6 1=y=d;_1 61 =Y E-1
(6) ‘
it ., d= s 9
% ﬂ;-]i-‘ébi—if( ) ' a;_1=x=b

Evidently
; ‘ai_1§as§x;§bi$bi_1
) : Ci=1,2,...
G Sa=y<=d<=di_,

Iﬁ the itera;tive process, there are two possibilities : or lim (b; — @) =0
or .lim (b;- — a;) #0. In the first‘ case, the proceeding con{rz:ges. We shall
ana{fy:e the second case. Let a¥ = lim g and b* = lim b;. The possisibility
that lim (4; — ¢;) =0 is excluded, because in this case g(y) would take an

1= o
infinity of values in a point, contrary to the definition. We note that
¢* = lim ¢; and d* = lim 4;. Evidently, there are the x, and #; values
i w i3 ®
in the [a*, b*], interval, and y, and ¥y, in the [c¥, d¥] interval, so that
fl#s) = d* flx)) = c*, g(y,) = b* and g(y,) = a*. The preceding lemI
specifies that here x, = a*, %, = b*, y, =c*, y, = d*. According to 'Fhe
Theorem 1, any point of the O,(a*, %) 0,{(b*, c*) segment is a proper solution
of the system 1. The convergence of the iterative process (5) is als0
provided in this case, fact that demonsrates the theorem. :
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UN ALGORITHME POUR RESOUDRE CERTAINS
PROBLEMES DE PROGRAMMATION MATHEMATIQUE
par ‘
F. RADO

i Cluj

1. Dans le livre [5] se trouve énoncé le probléme suivaut de programma-
tion linéatre a conlraintes conditionnelles : :

On considére I'cnsemble des vecteurs x = (xy, %y, . .

., Xu) G composanies
réelles, qui vérifient les conditions

(1) ¥=20 5= ,2,...‘, 1

(2) U.(-V)-:Ed,,x)—d;;;(), ’lr=l, 2, 04

(3) Ak(%) :Eukj xj—ak<0=) B]_.(x) o Zl;b;-j xj—b,_.:_‘)zO, k= 1,.. ,ﬁ.
g 1=1 j=
Déterminer le vectewr x, pour lequel la fonction
" ft =25 %
i=1

prend sq valeur minime (les nombres axj, bij, Qijs @i, by, d,-,lc,- so;;c’ dox;lni)e.

Divers problémes d’économie conduisent 4 ce modéle mathematique,

qWi généralise la programmation linéaire. Dans le travail [1], un pro'r;lzrzz

€ minimum relatif au temps de fabrication d’un prqduﬂ: qui passe pa s

S€rie de machines, dans un ordre déterminé, a été posé sous la forme enonwb;
S Problémes de planification en temps de la production (sequencing P
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lem, machine-job scheduling problem) peuvent étre mises également sous
cette forme (voir sur ce sujet [2])-

Pour résoudre ce probléme, M. SIMONNARD le transforme dans un

probleme de programmation linéaire Pal'tidl_e‘_ne“t,fhsc"mt' cet-a-dire quel-
qunes des inconnues sont soumises a la cond1t1gn d’étre e\nt1e'res'. _Or les al-
gorithmes connus pour la programmation discrete sont trés difficiles. Donc

cette voie est pet efficace.

Le probléme particulier de

basées sur les particularités du probléme.

On peut mettre les conditions (3) sous la forme de disjonctions

[1] a été résous par des méthodes spéciales,

(3) A9 =0V Bi(%) =0, k=12....p

Les conditions (3') ont été nommées par M. SIMONNARD ,,contraintes

mutuellement exclusives’. '

Considérons les 2! problemes de programmation linéaire, qui sont
constituées par les conditions (1), (2) et I'une des conditions Ax(x) =0,
By(x) =0 pour chaque k=1, 2,..., p et par la fonction (4). Une méthode
pour résoudre le probléme proposé est manifestement la suivante : on té-
sout tous les 27 problémes de programmation linéaire mentionnés et T'on
choisit la solution pour laquelle f a la plus petite valeur.

Nous avons donné dans [4] la description d’une méthode plus pratique,
qui est également fondée sur la résolution stceésive des problemes de program-
mation linéaire, mais leur nombre est essentiellement moins ct présente
encore I'avantage que chaque probléme de programmation linéaire ne differe
de l'un des précédents que par une seule condition, que I’on ajoute. En emplo-
yant la méthode du simplexe duale, le tableau initial correspondant a un
probléme de programmation linéaire (qui est le tableau final d'un probléne
précédent), se transformera dans le tableau final par un nombre réduit de
pas, souvent par une seule transformation.

Les proplémes de planification en temps, posés sous une forme complexe,
conduisent 4 des conditions qui s'appellent dans [5] ,,ensembles mutuelle-
ment exclusifs de contraintes’ ; une telle condition s’écrit

5) (AiH=O0A...A4HN=0)V (AI(x)=0A... AAd}x=0)

ol 1 ; Hzx) i inéaj
es A;(x) et les Ai(x) sont des fonctions linéaires en x,.. ., ¥

~ Nous allons développer ci-dessous la méthode qui vient d’é ment108’
?ee sous une forme généralisée, qui s'applique au:siq gzurslelgtcgsezl:and parmy
3 els con!;rflmtfes de: la probléme figurent des conditions de la forme 5)- pe
go?fr’e ;ltl é::e i’_“‘{tlf’ns qui entrent dans les conditions, ni la fonction 4) o
et S inéaires. C'est une chose facile de généraliser la méthode pou!
es disjonctions a plusieurs termes, ce que nous fairons ultérie‘lremen'

e S

2. Les probléemes de programmation mathématique ont la forme sui
vante : 3

Soit X un ensemble quelcongue, M, M My d

; s My, My, .. M des sous-ensembl
o f une fonctionnelle définic sur X & valeurs réelles; Von i i X
assujetts aux conditions , . ,

©) seM, i=12...,m
de fagon quc

(7) ; f(x) soit minimum.

Nous employerons les notations suivantes :

=M, NM,N...NM,="1ensemble des solutions admissibles
S = {x|% € =, f(¥) minimum} = I'ensemble des solutions.

Le probléme peut étre : ;
1) propre, si S =@ (I'ensemble vide). Alors m = min f(x) s'appele le
C xEY '

minimum propre du problenie. Un probléme propre est dit déterminé, lots-
que S contient un seul élément ;

2) impropre, si £ #D, S=@. Posons m = inf f(x) et disons que m

est 1e_ minimum impropre du probleme; une suite % € ¥, jouissant de la
propriété lim f(xy) = m, s’appele une solution wmpropre,;~

3) incompaltible, si ¥ = 0. Alors posons par définition m = oco.
~ Nous attachons de la sorte a chaque probléme de notre type uu
minimum m. Si m = oo, le probléme est incompatible.

Pour les problémes concrets de programmation mathématique 1'en-
semble X est, le plus souvent, un espace vectoriel V, 4 n dimensions. C'est
1e. cas de la programmation linéaire, discréte, convexe, A contraintes con-
ditionnelles, etc. Les ensembles M;, qui correspondent 3 toutes ces contrain-
tes, sont des ensembles fermés dans V,; si de plus f est continue, il ne peut
se présenter autre minimum impropre que # = — ®. '

3. Soit % un ensemble de parties de l'ensemble X et f une fonctionnelle
réelle définie sur X de maniére que l'on posséde un a_lgo‘nthrqe'qgi Trésout
le probléme énoncé au paragraphe 2, quel que soit le systéme fini d’éléments
M, M, ... M,de. Ce sontjles probiémes fondamentaux.

. Nous nous proposons de réspud_re_ le suivant probleme P: :

_ On se donne les ensembles Agix # Ay Byyv By, Cype v C,de &; déter-
miner x ¢ X, soumis aux condilions

® PR st
(9) e AU By =100
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de fagon que '
(10) f(x) soit minimum.

Le probléme P est du type de celui énoncé au paragraphe 2, d,onc les
definitions données 13 sont valables pour ce probleme ; mais Cecl n est pas
un probleme fondamental, parceque les ensembles 4;|J B; ne soit pas supposés
d’étre dans . L". s

Nous établirons un algorithme qui indique la nature du probleme P
ot conduit 4 une de ses solutions, si'l n’est pas incompatible. Pour cela nous
supposerons qu’on possede un algorithme, applicable aux problémes fon-
damentaux, jouissant de la méme propri_été. Nous supposerons que 1e§. solu-
tions impropres, données par cet algorithme, soient des suites d’éléments
de X d’une structure particuliére, cest-a-dire qu’elles apartiennent a un
certain ensemble % de suites dans X (si X est un espace véctoriel, on
peut predre en général pour X 'ensemble des suites de la forme
{a+2 b}, ohae X, beX et {),) est une suite numérique). Nous supposerons
ensuite que nous ayons un algorithme par lequel l'on puisse décider si un
élément %€ X satisfait ou non & une condition de la forme (9) et si'l existe
od non une infinité de termes d’une suite donnée de %, qui vérifient une
condition (9).

Toutes ces hypothéses sont satisfaites, si les problémes foudamentaux
sont des problémes de programmation linéaire, discréte, concave a contrain-
tes linéaires. Dans ces cas l'algorithme de vérification pour les suites de X
est trés simple. Si les contraintessont dérivables, en employant la formule de
Taylor, on obtient de méme l'algorithme réspectif de vérification.

Nous compléterons ensuite I'algorithme établi pour déterminer une
solution du probléme P, de sorte qu'il conduise a toutes les solutions
du probléme P. Pour cela il faudra supposer que l'algorithme de résolution
des problémes fondamentaux donne toutes les solutions de ces problémes
et encore que nous puissons construire l'intersection de certains sous
ensembles de X avec les ensembles de 4.

’ 4.P Nous allons décrire I’algorithme qui conduit & une solution du prob-
eme P. :

Soit P, le probléme fondamental constitué par les condition (8), (10)
et soit m, son minimum. Soit &, ks, ..., &, un sous-ensemble des nombres
1,2,...,peta, o, ..., des nombres égales & 0 ou 1; notons par

l] )(z,.d,,...,a_r
o : Ik,,h,,...,hr

le probléme fondamental comprenant iti r cott
o s ke P 7 les conditions (8), (10) gt les

%€ As,, lorsque oy, =0

%€ By, lorsque ay =1, v=1,2,...,7

'

o R 8 ¥

On note le minimum du probléme (11).par

Ay Gyyecs &

(12) NN

Py

Nous construirons par un procédé itératif une suite (*), constituée par
des probléemes fondamentaux du type (11), et en méme temps avec la for-
mation de chaque probléme de la suite (*) nous inscrirons dans une deuxiéme
suite (**) le minimum du probléme respectif et dans une troisiéme suite (*+*)
I'une quelconque de ses solutions, pourvu qu'il existent telles solutions;
sinon, on posera o aux positions respectives. Nous marquerons certains
termes, en soulignant les termes correspondantes dans les trois suites
lorsque la solution qui se trouve inscrite dans (***) satisfait a foufes les
conditions (9). On doit préciser: une solution impropre étant une swite
{x,), nous disons que cette suite satisfait 4 une condition de la forme (9),
lorsqu’une infinité des termes #x, satisfont 4 cette condition. :

Posons dans la premiére place de la suite (*) le probleme P, et complé-
tons les premiéres places des autres suites comme il a été dit; voyons s'il
est nécessaire de souligner ces termes.

Imaginons maintenant que 1’on ait déja construit les trois suites jusq’'un
certain rang et l’on ait efectué les soulignations nécessaires. Considérons les
termes de la suite (**), qui ont la plus petite valeur dans (**), et distinguons
les trois cas suivants :

a) Aucun de ces minima n’est souligné et au moins 1'un est différent
de oo. Choisissons un tel terme, soit (12); le terme correspondant dans (*)
et alors (l11), et celui dans (***) soit noté par %'. En tenant compte que z’
n’est pas souligné, on peut choisir un indice &,., de la sorte que

' ¢4, U By, 14

Supprimons le terme (11) et ajoutons aux termes de la suite (*) les deux sui-
vants :

0 - P e |
13 yeosr @y ot P "
(‘ ) Ph,....,h,,k,_n "1""'*r"‘r+l-

Supprimons les termes qui correspondent 3 (11) dans les suites (*+) et (#e)
et ajoutons 13 ceux qui correspondent aux termes (13). Vérifions s les ter-
mes nouveaux dans (***) satisfont a toutes les conditions (9), et sou-
lignons dans le cas affirmatif les termes respectifs. s s I )

. b) Si au moins I'un des plus petits termes de la suite (**) est sou-
lign€, la construction des suites est terminée. Lorsque parii les prog-
lémeg (*) qui correspondent & ces termes soulignés se trouvent deﬁ prob-
'mes fondamentaux propres, alors on choisit I'un d’eux, soit P; si ces-Cl
€tait tous impropres, on noterait par P 'un quelconque de ces problemes.

Soit m et % les termes des suites (**) €t (***) qui correspondent a P.

et R




impropre selon qu'il est le probléeme fondg-

P:m i ) % Pune de ses solutions.

mentz; 1;31 ::’Zlisst f:sm‘;;?zgiiliulgrgﬁzgw('1*3)eiont o, la construction est aussi
terminée. Dans ce cas le probléme Pest mcomybqti_baée. -

Le procédé itérati s’ acheve en un nombre finidep s .

Démonstration. Si.r = p, le terme (12) est mamfestemfn ou bien sou-
liené. ou bien oo ; donc si l'on avait pour cl:.taque terme 17 —1- pc,éggt;s S?n?lns
dans les cas b) ouc)etle procédé serait termm.é.'l\/(lims, si ; tp :as . _e s’acheé-
ve pas plus vite, on aboutit, en un nombre fini de pas, au = p pour

5dé s'achéve. &
les termes. Donc le procédé sacheve - i
oy Toute solution admissible x* du probleme P est une solution admissible

pour 'un au moins des problémes de la suite (*). En effet x* satlljs[alt‘ 2 la
condition (8), donc il est une solution adm_lssﬂ)le du Pyob]e?je d(’,. (i(?n,;,..
dérons la suite (*) & une étape de sa construction, soit 4 1 1t_er_atum ‘ordre s;
supposons que x* soit une solution admissible d'un  certain prpb]eme (di-
sons P') de cette suite et démontrons que _cette propriété reste valable 4
l'itération suivante. En passant 2 litération s + 1, un p_r)cfbleme (*) est
remplacé par deux autres; lorsque ce probleme n est’ pas P’, la propriété
rest manifestement valable; si ceci est justement P , on observe que x*
sera admissible pour l'un au moins des deux problémes, qui viennent
d’occuper la place de P'.
On a pour le minimum 7 du probléeme P

Le probleme P esl propre 0%

(14) - R m = min (**).

En effet, si P est un probleme propre et x I'une de ses solutions, m = f(%).
Nous venons de voir que x est une solution admissible d’un certain probleme

de la suite (*), donc f(#) est = que le minimum de ce probléme, et a fortiori
f(x) = min (**). Si P est un probléme impropre et r={x), v=12 ...
est 1'une de ses solutions impropres, on a m + & > f(Ev), lorsque v >N (S)
d’ott la relation (14) résulte. Si le probléme P est incompatible, la rela-tlpﬂ
(14) est évidente. _  Sage

Supposons qie nous nous trouvions dans le cas ) ; min (**)= . 8P _¢5t
un probléme fondamental propre,"on' am= f(z). % étant souligné, il est
}ine_soiution admissible du probléme P, donc m < f(¥) ; compte tenu de (14?'
11 vien ) Yrpts o i B ) - ; T ;

] i

(15) o iy (*‘)==1;';=f(x);_

ainsi le probleme P est propre, dont % est une soiutilon.:Soit maintenant P
un probléme impropre, x = (%), v=1.2, ..., m =lim f(%y). Pour une
infinité d’indice v, soit v,, x,, est une solution admissible du probléme P,
donc ¥ , T JULTR AR

msfy).
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On en déduit m=m = min (**); donc m = min (**) =m. Le probléme
P doit étre impropre ; car si’l _gxistait une solution admissible % du probléme
P, jouissant de la propriété f(x) = m, x serait une solution admissible d’un

certain Prol?lér,ne P de: la suite (*) et x serait une solution propre de P; ce
qui contredit I’hypothése que tous les problémes de la suite (*) & minimum

égal & m, sont impropres. %,,, p=1,2,..., étant des solutions admissibles

du probléme P etlim f(x, ) =m, la suite {x, } représente bien une solution
(impropre) du probléme P. Et les affirmations du cas b) se trouvent ainsi
établies.

On doit encore établir, que le probléme P est incompatible dans le
cas ¢). En effet, s’il avait une solution admissible, celle-ci devrait étre éga-
lement une solution admissible d’un certain probléme (*) ; ce que est absurde.

= 5. Nous désirons de décider dans le cas du probleme propre, si la so-

lution est unique ou non. Notre algorithme conduit au sous-cas b) quand P
est propre. Considérons l'ensemble ./ des problémes propres de la suite (*)

qui ont leur minimum égal 4 m, et le sous-ensemble /' des problémes sou-
lignés de 1.

1) Si M’ = _M, A est réduit 2 un seul probléme fondamental et ceci
a une solution unique, alors le probléme P admet aussi une seule solution,

2) Si ou bien /' contient au moins deux problémes ou bien ['unique
probléme de /' a plusieurs solutions, alors le probléme P admet plusieurs
solutions.

3) Si ' se réduit 2 un seul probléme 2 solution unique, mais A’ 5=
# A, alors on doit appliquer de nouveau un pas a) du notre algorithme,
en prenant pour le probléme (11) qui figure 1a l'un des problémes appart-
enant & _ \__M’ et continuer de la sorte jusqu’on arrive au cas 1) ou 2).

Lorsqu’'on désire de comnaitre toutes les solutions du probléme P,
on continue les itérations de 3) jusqu'on a ' = . Puis on établi pour
chaque probléme fondamental de M’ Pensemble des solutions et le sous-
ensemble qui satisfait aux conditions:(9). Ces sous-ensembles réunis donnent
I'ensemble S des solutions du probléme P.

= 6. Généralisons le probléeme P, en changeant les conditions (9) par les
suivantes :

9) e APU APY. . U4 i=1 08,

olt les ensembles A appartiennent & . ' o
On peut procéder de proche en proche, en ajoutant premier fois. a &
les ensembles 49| 4Y’, puis APy 4P U A™ et ainsi de suite. .
Mais il est beaucoup plus avantageux de modifier l'algorithme décni.:
au paragraphe 4 : Les nombres ay prennent maintenant plusieurs valeurs:

'Y A S, —1, et le méme est le nombre des problémes qui remplacent, -

Pendant le pas a), le probléme supprimé de la suite (*); nous aurons dans
13) Sky Pl'Obléme)s 2 la place des deux. Ce sont les seules modifications

Nécessajreg.

ST [
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7. Nous revenons maintenant au probleme linéaire formulé au par,
raphe 1 par les contraintes (1), (2), (3') etla fonction (4). Nous allons résoud§~
numériquement ce probléme en employant une technique de calcul basge Sue
notre algorithme et sur la méthode du simplexe duale (Voir [5]; une ju;
tification directe de la méthode du simplexe duale se trouve dans [3])'

Nous supposerons que *

(16)

Si le probléme est propre, on pourra toujours trouver une transformation
linéaire de variables de maniére que les conditions (16) soient remplies.

On résout chaque probléme de programmation linéaire de la suite (¥
par une succesion de tableaux. On écrit les coefficients et le terme libre d’une
condition (1) ou (2) dans une ligne du tableau initial et ceux d'une condition
(3’) dans deux lignes. Dans un probléme (*) il n'interviennent qu’une partie
des contraintes correspondant 4 ce lignes, qui seront marquées par le signe
x. Voici le tableau initial :

x LA Tﬁg:
¥ 1 0
x 1 0
¥ : 1 0
;. dn b . - . din d
* By g i il | o il
LR Rl e - A ) ’
; 2 g:: ; aIf;n. <o lf;pn ) gp
s« - bpn ?
f 6 2 cn 0

Notons une ligne quelconque de -cé tableé.ﬁ par

0 0 ' 0
lvh IVIIJ ) l\m. tg

1

- tons les sujtes (*) et (**). On ne doit écrire la suite

i
R i S

et SOit Le — (131: J\OI'Z:- “ey l?m)- Soit un tablea

éventuellement a un autre probléme de 1a iu?&el(ic))?gue {qui se rattache

# ¥o ... X, T.1

n lignes { M
: i, X
Lv [V

~ Nous calculerons ce tableau par le procédé de la méthode du simplex
7 2 o < : £ :

révisée @ les premicres n lignes sont calculées du tableau antérieur parl'éli-

mination usuelle, tandis que les autres lignes selon les formules S

(17) L= LEYm M

(18) L= X 44

De ces éléments on calcule seulement ceux de la colonne des termes libre

et d'une certaine ligne.

Un probléme Py 5" 'Y se trouve résolu, lorsqu'on a des nombres
non-négatifs 4 l'intersection de la colonne T.l. avec les lignes marquées.
Sa solution est le vecteur dans la position de X et son minimum se trouve
dans la ligne fetla colonne T.1. -
(18) NSCi’uCS verifions les conditions (3) an

: es conditions ne sont pas toutes vert

51’51 et completons les deux lignes qui corresp
€rant seulement la premiére, nous avons un

le probleme P::""':”:+ et en considérantle
o, veemr Bpa By gy

kK,

restantes de méme par la formule

ondent 2 cet indice. En con-
tableau simplexe duale pour

deuxiéme, un tableau pour

EE sy 1
P e . ‘
néme 16-
3 ; i nous comp.
—— rmations des tableaux 1o ]
e e e (***), car celle-ci est inclu-
»

e -
ans les tableaux succésifs.

O
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fiées, nous choisissons I'indice .
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Considérons 1’exemple :
| 5 =0, %,=0, %=0

xl-—2372+x3"—4§0

Pk

) m— et %+220V Ht+xH—
) mA2n4 % —T20 % +
) % —8x,— % —1=20V —x%+ %+
4) —x, +2x,+ 8%, —5=0 v

) % + % —-8=0 v

w N

X, — Xy —

ES

)]

f= % 4 %3+ %; min.
Les deux suites sont:

(") . Py PL P PEL P,

" 4.8.5; 2, 4

g 3 2
Les points marquent que les termes au-dessus sont supprimés
Py - P, suite
A ¥ xg |T.L Xy Xy x| T.L
x 1 0 o0 0 x 1 0 0 0
x 0 1 0 0 x 0 1 0 0
% 0 0 1 0 x|-1 2 1 4
x 1 -2 LT_| —4 x 0
1 —1 1 2
b | 113 _3
1 2 1|=7
2 —_—
) 0 1 1]-7 _g
3 -1 1 1|6 -
-1 2 3}-5
4 ] el | -2 !
1 = —
5) 0 1 8 0 2 m i
1 —1~2|-—5 E_s —92 |—13
£l % 3 11 7 /1o 8 1| 4

% —3=0
% —7=0
% —6=0
% —2=0

] R R
o
—

-

AR

=11

i)

LN ALRURIIAIME PUNR KESQUDRE CERTAING bPBant i rws '
i , " MROBLEMES DE mRoGRAMMATION 118
2
PS Pgsuite 1
——— T Pg:z
% X A T.d. % % x| T TE——
— __|.1 Ao | T
1 5 2| 13 g ) Eowl
— = =] — x
3 3 3| 8 L 2 5 x _%i_l Y
11l1| 1 sl o0 oy 2
- === 1 0 3
= aly 3 L : = 00 1| o
el B MW B
0 * 1 x 1
- L | 3
1) 7 7
2 1o
= =a_ . 3
2 1 |_1_| 3 -2 % 0
1J0]1 | =7 _g
8
3 N ¥
L —11 =
e 28
) = -3
3 3
i 7
5) -3 —
it 0 0 x 0
0 31 4 f 1 2 3 5 f
L | :
Pg'g Pg:g suite
mETEL | mm m | TH
35 1| 27 -
# 11 1 1 12 x TT ‘4' 'E
13 1| 11
#|0 1 -1 7 | T7T°3 =
11 1 3
#{0 0 1 0 #I~T % 4| 2
|1 —1]4]| —86 * __________E__
1) -
| = 0
2| x 0 A
3) e
%) I R e
5 0 il NS, S
)| # —l— o1 4
flr 2 1| 18 *| 1 % 2
] 38 Koo

U P R S . P CO G SRS RFOSE — —
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solution, puisque le nombre -

116 e

. ' 17 2 —0- 1,
La solution est %, = x2=———3-, X3 =07 - ot =g Cest 13 seule

, qui représente le minimum de la suite =

n’y figure qu'une seule fois.
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ERROR ESTIMATION BY MEANS OF DIFFERENTIAL
INEQUALITIES. -
by .
E. SCHECHTER
Cluj

l._ Many o_f the estimations of errors in the numerical solution of dif-
ferentlgl equations, known as yet, are in most cases not suited to actual
numerical computations. The reason is, that they are either too complicated,

or they require too much information about the equation involved. There-

fore in practice one often resorts to less rigorous procedures.

The purpose of the paper is to achieve some progress in this direction.
The method used is that of differential inequalities ; especially Szarki's
results [6] are fundamental to us. ‘

_ To apply them we first need to continue adequately the discrete func-
tion, obtained by numerical integration, on the whole interval. Such a con-
'Cmuat-jOn is discussed in the second paragraph for ordinary differential
€quations (another possibility may be found in [7]). Certain special cases
were studied for several variables too [3]. Next paragraph is devoted to
ordinary differential equations. Some differential inequalities are presented

fre with an eye on the numerical purposes. Comparison is made between

(3-1(_)) and an estimation of Bieberbach. It follows that thoug}} the. infor-
Igatlon. required is less, (the Lipschitz constant only) the estimation by
(8.10) is better in some cases.

" Last paragraph deals with parabolic eq

Ssentially differ from those in the previous p
1Scussed them in detail. |

2. Let
o L y=fen
o system of differential equations with the initial conditions
(2.2)

uations. The results do ngt
aragraph sothat we haven't
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