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ASUPRA PROBLEMEI BILOCALE
PENTRU ECUATITI DIFERENTIALE LINIARE

DE

DUMITRU RIPIANU
(Cluj)

Se studiaza ecuatia diferentiala

(1) g 4 oay () 4 o+ oag ()y =0

pentru care se delermini un interval deschis de lungime maxima (0, 2), in care
derivata de ordinul p a solutiei ecuatiei (1), y = @,,7, (¥), care satisface la conditiile
‘Pr(:")L (0) =t;, unde (=0,,..., n—1, iar L este vectorul de componente
(s gy lp ) sa fie diferita de zero pentru toate funcliile-veclor a(x) de com-
ponente (a, (¥), ..., dy (x)) dintr-o anumild clasa of. Metoda intrebuintata

este principiul maximului al lui Ponlriaghin.

1. Aceastd notd trateaza urmitoarea problemi :
Se considerd ecuatia diferentiald liniard de ordinul =

) v (@) + ¥, & (@) (2) = 0

in ipoteza unrmitoare :
Coeficientii a, () sint funetii continue §i cu derivate de or-
dinul 1 mérginite in valoare absolutd de un numéar fix in intervalul
) { [0,00) giatunci cind « deserie acest interval, punctul M de coordonate
B, = a,(x) (4 = 1,n) deserie un anumit domeniu méirginit §i inchis D
din spatiul euclidian en # dimensiuni raportat la axele O B,B,...0, -

Se va presupune ci frontiera § a domeniului 7 are in fiecare punct

: ; e A . :
al ei un plan tangent unic, adicd Y, (;—(3) > 0 in orice punct de pe 8§,
i=1\0

(&)

{

i
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s
unde ¥ (@, , B,, <oy B) =01 egte ecuafia frontierei, Domeniul D fiing

inchis, isi cuprinde frontiera.

Se va insemna pentru comoditate ey a(z) functia-vectop de compo-
nente a, (z), Ay (2),..., @, (@), cu k, ecuatia (1) 51 cu B[f(#)] sau R [f] cea
mai mic# ridicing, pozitivy g funetiei f(=), presupuss definit# gi continusg
in intervalul [0,00) ; dacs, J(@)==0 pentru orice g > 0, se va gserie prin con-
venfie B[f] = co.

Se va spune ci funetia-vector a(x) are proprietatea (2) dacd functiile
%(2) (1 =1, n) au aceastd Droprietate, si se va insemna cu ¢ multimea
funetiilor a(x) care au aceasts Proprietate.

Se va insemna cu 7, o grupd de » numere date Li(i =0, n—1)
sieu g, , ( @)integrala ecuatiei #, pentru cage
(3) %5 (0) = 4 (i = 0, n—1),

Se va fixa un numgyr P din girul 0,1, ... »"—2 §i e va insemna
cu (0, a, ».r) intervalul de lungime maximsi in care oy (@) £ 0,
oricare ar fi funetia-vectoy a(x) din multimea oz,
Problema consts in determinarea, numarului, .z = 0 (care se va
insemna pentry comoditate cite o dats ey sau 2,).

1 paragraful 2 al acestei note se stabilegte un sistem de ecuafii dife-
rentiale (in general neliniare) gi condifii initiale pe care le verificd functia-
vector minimizants (teorema 1). Se infelege prin acest termen o functie-

' aEL acy 4 . (n)
vector @ (z) e o care verificd conditiile (2) si pentru care Bl ¢ @ (2)] =
o iy
= A, pz- Aceasts funcgie exigsts. Daci ge cunoagte integrala — peg-
Pectiv integralele — sistemului amintit, care satisface — Tespectiv satig-
fac — conditiile initiale amintite, atunei ayem imediat funetia @ ;. (@),
respectiv aceasts functie se afly printre anumite expresii, obtinute ime-
diat cu ajutorul acelor integrale. Nu putem preciza care dintre aceste

expresii este funcfia @ (@), ingd dacs numirul integralelor amintite

este finit si aceste integrale e céunose, putem aves o delimitare inferioars
a numérului (observatiile 1—4). In Paragratul 3 se di un exemplu
simplu de determinare @ numéarului intr-un cag particular (teorema, 2). In
ultimul Paragraf al notei go stabileste o anumity Proprietate de care ge
bucurd funcpia 0@ (), P
Ne vom servi, in tratarea, Problemei, de un vezultat stabilit de Lasota
§i Opial [1], care an determinat, intre altele, functia @ 5 () in cazul cind
in (3) L=(0, 0, .., 0,1), 90 §i domeniul D egte definit de relatiile [ B <4,
(1 =1, n), unde A; sint numere date, iar coeficiengii ecuafiei (1) nu gint
neapdrat functii continue, ¢i functii misurabile §i marginite. Rezultatul
citat se obtine cu ajutorul prineipiului maximylyi al Iui Pontriaghin ([21,
teorema 3, bag. 59).
St .y

1) si cd Fﬁ (B S Ba) sint funetii continue in raporl cu ansambly] variabileloy
i i
By, ﬁes---:ﬁn pe S (i = 1,n).
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P, % S @ .
D. Functia-vector minimizamid o«® () = ( a? (m), o (),
Tied pentru orice xe [0,)\] urmdtorul sistem de ecuati
“depind de numdirul il

i inutid inlo-
2. Se va insemna prin H (B,, B,,... B,) rgs -a, (x) €XPresia obfinutd

ind in functia H (B, B,,..., B,) variabilele Bs prin functiile o,(x)
cuin b
(a=1, n) s1 se va prezenta.

] — uatia frontierei S a domeniului
TEOREMA 1. Fie F'(B,, B,, ..., B,) =0 ecuatiaf i e
1n

t diferentiale, care nu

F (o2 (w), o2 (@), ..., o®@ (x)) =0 ()
d F{’S1(51;'B2:---7 B.) ' )+
M(F[;-,.(BI!BM-“) B) lBg=as (@)

F (Bus Bay -y Bu) Foyy (Bry Bas oo Bu)

D) i

Iﬂr'ﬂﬁ (B1y Bayo--y B.) Bg= o™ (m)
- " 5, (B Bag o -5 ) o N
{4) A ECA\@(T) 8i ({31’ 29 3 (J. @(M_O ( )
i=1 % 1’"{;”(31 ’ Bz A REOEN, Qn) s i
Ty (Bry Bay ooy B)| ﬁjﬂﬁ&ﬁw~mJL @J+
Bs:“a‘@ @ A2 | Fy, (ByyBay---sB,) [B=es @

Féu(ﬁl, ﬂ‘l! LD, th)
Fé;(ﬂl: B27 CIg) '!Bn) Ff;,,ﬁl (Bl? ?‘2? "'!an)

(t=2,n—1) (c)

e 3 —;m@;\;

_I— Féi(ﬁl? ﬁZ!'"'? B-u) pg=dg (x)
st condigiile inigiale Z
, l;,'.71 — ‘n—2 —
5 ; D e ) L L B'ﬂ) ' )
( ) Fﬁl(ﬁla {52? HEC] B-n) 1 Gs:%@ © ‘Pﬁg(pl ’ 32? ’ 8, Q; &

1 I
e —F 5, ) . li'F, g Bw)l @
Fou (B Bay-s B 0 in (B Brs-s B | @

8

i i y 0@ (z).

Demonstrafie. Se va Scri? pentl‘}1A001£;1§111tai3_(a 8’.( :r;L) 13) ,18:3.(_1(:,06,1()5; L
S ginpiajl m;nieﬁ?l?:zg ?12?}?1155%3;18(; lrﬁ Elﬁ.rgiﬁite 11;1 iulter valul [0,c0) ia¥
i < A, (4 =1, n), existd o functie-vector «@(z) pentru
s da&% de()a,s')elil:\?\ ; 5 Del:,nonjstra.pia. este imediatid in cazul co‘ehcl.eu-
R e 1, n) cﬁiﬂﬁroprieta;tea (2), ai unei valori oarecare din sirul
raln i ’din, (3), al unui domeniu D finit oarecare §i al unei g}'u}‘]ve
i 2 gé 11]111;1113%31‘9 Ldi’n (3) ; demonstratia nu va mai fi deCI(Rl‘EZGHL&‘FJ-.
23;?;; ?ﬁistﬁo functie o@ (&) din clasa C[0,00) pentru care éﬁ[cp a@@ L,(w)] =
’ Mo+ Se vede imediat ci punctul de coordonate s (@l a(2), o,
s i

o ' orice @ > 0.
«® () este in D sau pe (S) pentru orice x >
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Se va ingsemna

(6) % =2(2) = 0" (a) (i =T, m).

Se va intelege prin notatia F(z, 2,, ..,2,) [, expresia obfinuti prin.

inlocuirea variabilelor ¢, din functia F (2, 2,,...,2,) cu 2 (%) (¢ =1, n) din
(6). Se va mai insemna 00 Fo (25 By ooy 2,)=0(i=T1,n — 17) ecuatiile
varietatii ry-dimensionale situats in spatiul ca » dimensiuni raportat la
axele Oz, 2, ...z pe care este transportat punctul de coordonate 2, z,,... i 2
([2], teorema 3, pag. 59). -

In aceste conditii, Lasota si Opial au arditat in [1] ed existd n funetii

i (@) (i =1,m), neidentic nule toate §1 continue in intervalyl [0,00), care
se bucurd de urmitoarele proprietiti

1. Functia liniars de variabilele independente Pis Bayovny B,

L(By, B, ... ) Ba) = — @y (@) Y z(z) B, + Y 21 (@) () (a)
=i =2
igi atinge maximul in domeniul D pentru Bi= o (@) (4 =1, m).
Aceastd proprietate are loc pentru orice x = [0, 7] ca de altfel §i
celelalte trei pro prietati urméatoare :

(7) 2. 9 (x) = Py () o () — P (@) (1 = 1, n; Purr () = 0) (b)
3. 1 dF, (3'1132:--:@ = Upi(zu-'gzr--ﬂzu) 0
P1(2) dz, A Py (A) azz A
1 OB (2. 250 v ; ——
Loy e ¢ -,(1} 29 _:'i)_ ('L:], 'lgf'l) (J.)
?, (3) . Oz, A

1. Expresia L (o, (2), % (@), ..., a,(x)) nu depinde de x eind
we [0,A] i are o valoare nenegativi.

n
Daci ¢, (z) =0, hiperplanul A, de ecuatie Y o " (z) (B, —a; (2)=0
=1

din spafiul cu # dimensiuni raportat la axele O g, @, ... B, coincide cu planul
tangent in punctul de coordonate (o (@), ag (@), ..., o, (@)) la hipersuprafata
8 de ecuafie F(Byy Byy ooy Bo) = 0 — frontiers domeniului D, pentrn ci in
caz contrar hiperplanul pitrunde neapdrat in interiorul domeniului D in
care determind o regiune unde

n il i " d

Y, ey (®) B < Y eh " (%) o (2) 5 alta uudez Qi) B, > Y, 282 9(@) oy )
i=1 i=1 i=1 V=1

ceea ce inseamnd cf functia I (Bys Bey.-., B,) din (7) (a) nu-gi atinge
maximul in D pentru B, = o, ( @) (i =1, mn),si contrazice proprietatea 1
din (7). Dat fiind ci functia liniard din (7) (a) isi atinge maximul in
D pentru B, = g () (¢ = 1, n), rezultd ci punctul de coordonate
o (@), @y (@), .0n, %, (2) se afli pe frontiera 8, pentru orice ze [0, A].
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Hiperplanul A, coincizind cu planul tangent la & in punctul
o (@), o (@) -y @, (€), aVem

(%) Hat :
(8) F;"), (5]’{30}-",[5,:)|Bsquﬂ,n) Fﬁﬂ(ﬁlfﬁzﬁ"'jﬁn
0, (Byy Be - '
o(r= ) () a3y g @, () N
'.:Ijl;i(B], [32:'--) B") 'ﬁs:“sm) FBH—I(B].’BZ?"'.‘BH)

‘ P, 5 (@)

e () =

ﬂs @, ()

& s (@

i F(;”_ (Bl! Bﬁa 2 ) Bu) By = te)
de unde, finind seam# de identitatea
d (fzh(®)) _ 5 (D)  Pun(®) $3'(9) ;5o
do (?ZL(-T)‘ = @ s (@) Pesla)

rezulta

| : 5258 ll)

‘Ffi; I(BI’BZP--:B;;)#( :i ‘Ffji(ﬁ_lrﬂm ?S)

: ) _1"{;,, (@1! ﬁzv O Bn) By = o) dx er" (Bls Bz: ey Pa
o '

(= f‘ﬂ 171)1

By = o (@)

Ty, (Bry Bay-eor B) Fy (Bry Baseoos
o T2 By Bar- .- B
1)

adica relatia (4) (¢). _ 1(;
Insit 9, , (x) este o integrald

a ecuatiei B, , adicd

w (n—1) T
(’Pé:_')L('r) «, (L') FPIJ&.L (J") =
N ) I = P, 1 (2) ;
ceea ce se serie cu ajutorul lui (9) (eu ¢ = 1) si al lui (3):

d [Fg (Byy By -y Ba) ]4_
(1_1" .F[;,,(Bn BQ:---a Bn) By=a (@
iy (Bus Bay- oo s Bu) £, 4 (B Bz,---,ﬁ,.}/
L (Byy Bay - ooy Ba) A, = @
" Fo, (Byy Bay ooy Bu)
O B Bay ey B

1

-+

=10

Bs =a, (a)

i Sk g dCCi
adica relatia (4) (b). Punctul o (@), oy (), ..., %, (x) este pe &8,
I (e (), '(.r;), e o (171 ) =X () ;mdlpa .1'eln.t1a (4U) (a). PRV, o
1 Rélu.%iile (8) au fost stabilite in ipoteza cé cpl(m)ﬁ% § ) L e
i eind o (Lv) = 0, observind cd, dupid cum se va dovedi L.l:}\pl_lllfl‘o&’ & cure
81 ¢ 1 1 iy ) A e 'fdf;l-(}i]lﬂm: §l dacs i
relatia (26)), o, () arve in intervalul [0, A]rd 1 Ao e
]qf 1aﬂ%ll?el(e h))éugér(ate)& sinf in numar finit. S?' Vi 1]1,5(111111(3.!3 )IJ{ i () ’
‘;P("_Li'l(w)iwr; (Biy Bayevry Bu) Iﬁﬁ —a @) — Pu () Fo (Byy Bayeroy Bulle, = o (i)

(i=1,n—1). Functiile H, (x)sint functii continue in intervalul [0, 2] i (8)
=== 2 i



1286 DUMITRU RIPIANU G

i SO

spune ca ele se anuleazi in tot acest interval, cu exceptia even-
tuald a punctelor in care ¢ () = 0, pentru ci daci de exemplu
T (Buy ooy ) In, a0 = 0, atunc 0959 () — 0, oo mrmare. o fap-
tului cd normalele 1a planul tangent in o, (@), o, (2), ey o, (@) la (S) si
la A, au aceiagi cosinugi directori. Aceste puncte fiind in numir finit;,
urmeazi cd H, (z) se anuleazi §i in aceste puncte, adici relatiile (8) au loc
in tot intervalul [0, A]. Cu aceasta, teorema este demonstrats,

Observatii. 1. Din teorema 1, rezultd cd sistemul (5) de n ecuatii in
% necunoscute By By, ..., B, : -

léi(ﬁl; ﬁz:---, B.) e 1 it 1
10) R e G .7
(10) Ff’ﬂ.“.(B]_’ﬁ2""}ﬁn)— I, (¢ =1,n 1); (Bl!ﬁ2!"‘!l8u.)"0

are printre solutiile sale solufia B, = a2 (0) (4 = 1, n), iar sistemul (4)
de n ecuatii diferentiale in » funetii necunoscute B1(), By (), o B, (20)
(B, (2), Ba (@), ..., B, (%) =0 (a)
L g, (By (@), By (), - - . s B (%)
[Fr (s (@), Ba (), ..., B, (@)
v Fou (Ba (@), By (@), .., B, (2) Fy,_ | (B, (), B, (@), ..., B.(2)) i
, (
(

dw 2

F By (2), By (@), ..., B, (2)
, ‘"‘ oy (By (®),..-; By (@)
m) e e i
Foi 1(Bs(2), By (2), ..., B, (2)) B E[Féi(ﬁl(ﬂ?),ﬁz(m),---, B,L(CU))JJF
e, By (), By (@),... » By () da|Fy, (By (®), B (), . .. 1 B ()
+ T (Bu (@), Ba(@),..., B, (2)) By (Bi (@) By (@)yenny B, ()
F[;i(.ai(m)r Ba (#)y.ey B, ()

=% n—1) (o)

—

N

(i =

are printre integralele sale integrala B, (x) = o@ (@) (i =1, n)?2).
2. Dacé se cunoaste functia-vector minimizanti «@(»), atunci (8)
(cu ¢ =n —1) ax

A
(12) ¢.®,; (#) = const. exp. H () _S 0= (Pr Bey-ooy o) do.

i) Fé,,.(ﬁli 627"‘7 ﬁu) Bs=0g (o)

3. Dacé toate integralele sistemului (11) sint cuprinse in formulele

Bi (@) = fi(2, Oy Oy,y..., €,) (6 =1, ), unde 0,(i =1,n) sint constante

2) Pentru orice pe(0, 1,. .., n—2),

4
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N . = ol o)
Dhitrare, atunci valorile ¢; = T'; (i =1, n) care dau integrala f,(z) = o; (f)
AT D1GTE ab ] ; e ; >~ :
. ]_Jnj) se afli printre solufiile sistemului de n ecuafil in " necunoscu _e
M C,) = B,(4 =1,n), unde B;(¢ =1,n) este
017 02?"'? ("T-n : fi.(()? _01! 02151-".; (]tl())) i b /)
in solutiile sistemului - _ : : - e
el (141]1]):1051'0‘\:1%5‘ un numir finit I de integrale ale bl_st;ll]_l:hu h(]ct)L
: I : - 1411 1 = 1 - 1 J ) b
e i satisfacd conditiile (10), integrale care se Vor mn
D (o) — 1P iy i in B {[exp. HO(z)]»}.
;3® () rf® () (i=1, n; k=1,1), atunci )\p_p,b>rm111:; { exp. ]
: J i L e T a . - - (o3
‘ 3. Se va prezenta, cu titlu de exemplu, urmitoarea aplicatie simpla
yremei 1. Je y Lo Poditwom
e TEOREMA 2. Se considerd ecuatia y'’ + a,l((;c) Y Eﬂ- :;,2 (1 m)qgmgi(?);ﬁg %
0 X! inue, cu derivate de ordin i ;
ay () stnt functitc continue, . po L B i e
- %ci):,;‘e ?L%S()Jlfu-td de un numdr fiz in intervalul [0, oo) st "UB? waof %Z'};J?tific "
?at roal rvelatia ai (o) + af (2) < R? ouw E > 0 dat. In aceste conc fi :;;,E;i
z?::igaﬁ'e ar fi ’fw-nctli?il@ ay (a;), a, (@) care verificd conditiile d‘?_ﬁ% :*Pua;,a gz.w”__
micd rdddcing pozitivid a integralei ¢, () a ecn;a[nw_b ;oaz;;;e e;;e ’celpmfin
4 = q X r 44 o LG il
ficd conditiile o,,,(0) = {.“" @u,L(Q) = l,l.’ o ly si 1y -
egald cu nwmdrul X definit in felul urmdtor :

s +V1 4-(51-)2<A:1(R4~1/4+R2+V SRR+ 1+ RY),
0

Dacig=— — 2
l[)
atunci
_uE RVt R, A4+0
A=A=A(qR)= e

P 2RU LRy 14 4g
3)

q_%(fIH— Ji+R2)

el [ |
+Viﬁ@+ﬁi‘ﬂ V%pﬂ+%Hjﬁ

i Nnei § = A sau
Daci ¢ > A, atunci sauw kA=A 8

" [/m W e e
A=A B = SRRy S U= )

— 4+ 4+ R?
B TR, VIR TET
2R (4 + &Y 2+ q(R+VE+RY

12

i feTmn w=2 el p =0
Demonstragie. In cazul nostru, in teo}em& 1, n = %&;:1 15 -
si domeniul D este mirginit de cercul de ecuatie ¥ (8,, B;) =pi+ 3 =

T
i inar rincipali rinsa. intre — — $i—.
3) Pentru arctg se ia determinarea principald, cuprinsi = 5
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Se va lua deci, conform lui 1) (a x) = ] : N B
et (4)’(1)) LB (4) (a), 2 (2) =R cos A (), %y (@) = R sin A(xz),

ds
(13) — = c0s% § + R gin 3 (8 = A(x))
da
pe cind relatia (12) di H (2)=%(8)= (“’Mda (dat fiind e (lé) da
JoSIN A (o)
@ =X (3)). Se deduce de aici si din (13) B’ (z) — %08A(2) —90'(3)-
Sin A (z)

* (€082 § - R sin 3) [5_, (@), adicd
H (z) =% (3) —;g_ _cotg 3

>———d8 = const ,
MR sin § - cos? § const. + lg
(14)

=

sin 8(%811_11 &

+M) /5w

in care caz (12) spune ¢d

Biliv m
(15) @4, (2) = const. sin 8( — sin & _|_:i?‘ i )1/4 ‘f“Rz) ViTR
~B+ Ji+R?

{pa's 5 BT T T e

nu se anuleazi decit cind 8 — krx (% intreg). De alt 2 _
rez'nlté_' $1 d.i]], (8), care se serie ( g)‘ _e & tfe]‘j aceasta &fllmatle
(16) Pap (@) _ o (2) _ cosA(a)
P, p (#)  oy(@) sinA (z)
msd am erezut ¢ prezintd interes forma funectiei o,,, ( @) din (15).
Or, (13) di

1 b}
EiVitm 47 F5
2E(4 + %) 8| %

A+ tg =

Pl

7=X(3) =0+

(17)
w1y
fo|f =B+ V4 Re ST r "*’R)
2B (4 4 R?)

arcotg -

cu A definit in enuntul teoremei. | ntrucit, cum se va vedea in (22), inter-
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9

izt i ‘inde 2 't interior, luind pentru
lul de variatie al lui 8 nu cuprinde pe = ca punct _111136;:1101',
;,?cgg din (17) determinarea principald, X(3§) este continud in punctul d=m.
Tn figurd § este definit de relatia
in ¥ 3 ] T o s
sin § = — (= B+ 4+ E),0<5 < —

e 4

A A=7fgg

a mcfzzr—cfzfr/_’ P
b
|
I

S

Figura
Se deduce deci pe figurd ed in (17) se valua
et P S
(18)41g RN pentrud e [0, n+§) (saude (2n—5,2x]) silg| — _‘é—
A 4 tg 5 A + tg -
pentru de(w + §, 2m — §).

Intrucit functiile oy(#), y(@) sint, cum s-a mai amintit in § 2, con-
tinue, iar 8 = A(w)e [0, 2x], rezultd cd A(x) este o funq‘glev (ion_tmua
in intervalul [0, 4], asa cd si functia inversa X(3) este continud in inter-
valul J; parecms de A(z) cind @ parcurge intervalul [0, A] gi ‘dem finita.
0,, X(3) din (17) devine infinit pentru & == 4 § sau 3 = 27 —§, aga

Tabelul 1

3 0 w4 3 2n — B 2m
X(3 = oo = oo 3
X (8) X (0) A Ioo | " 7 X (27:)__
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L9y T e ey v y
= ————————-— !

cd intervalul J; nu cuprinde valorile T3 3 i i

: L L " 3 sau 2w —73. Acest inte -
gflnde heapdrat una din valorile 0, = sau 2, deoal‘eceain caz cong;:? 1(_%151)
: a @, ), ()=~ 0 pentru orice Z >0, deci conform conventiei de la punetul
q},cg,,j p‘f,J :f?o, reiultat contrazis, de exemply » de ecuagia y'" | By =0
& carel funelie-vector a(x) — rerificd evi itii ults
e ) () = (0, RB) verificy evident conditiile (2). Rezulta,
(19) { Js se afld sau in intervalul [0, = 4 §) sau in intervalul

(2r—3§, 2x]

Asa cd A(wx) este o functie uniforma de z < o §
AU € [0, 1. In acest caz se deduce

(20) Is = [A0), A(N)]
iar de aici si din relatia
(21) z = X(Az) )

(dedusa din faptul e A(z), respectiv X(3) sint t ii i
] [e] un, !
respectiv 3), se deduce en aj,utor'ul lui (155 c)é R e

(22) { daca (j)‘aE (0, 7 3), atunci A — X(TE), deci
Jse (U, ‘JT.‘], 1ar dacd 556(275 —5, 27:]? atunei A — X(ZTE)

e

) e . . b} —
unde Y; 3()0;aste dat de (;J). Relatia tg e cotgd 4 |/1 ~-cotg?s gi (16)
) A0 g ,
dau tg == q sau fg ~?)- = — E :eu ¢ definit in enuntul teoremei.

A(0) ili

Or, se deduce pe figurd, ed nn putem avea tg < ——> pentru
7 1

cd a1 rezulta A(0) e [, 27 —3F 1, adicd conform lui (20) 5i (22) se contrazice

relatia (19). Asadar dacs <4, nu se poate lua decit tg Aty = ¢, deci
2 o

A(0)e(0, =), I (0, =], in care caz (22) gi relati

: L) ‘ (2 b2 d 3 ‘elatla. X b} =H ) —
( A(O) ) (deduss dl_n (21) 8i (17)) dzm Pentru A valoarea i dfin)enunltgﬂ)teore}
mei. S%re a obtine pe X(x) se fine seama ci intrucit e (0, 1%]; avem
;EEL th = + co. Daci ¢ > A, atunci butem avea fie A(0)e (0,7), deci
aceeagl valoare 3 pentru A, fie A(0)e (2n 5 i
0: L _ 0 “aT — §, 2m), in care eaz
Ja.c (8w — 35, 2% §1(22) §i (23) dau A — Ay cu 3 din en,u_n‘pul, teoremei, care
este astfel demongstrats. e

Observatii. 1. Dacs, ly=0 (deci hz20), atunci 4=0 §i teorema a3

A=124(0,R)—2 ]/{f};%’}%ﬁ A +
— R+ )it Re
s )

—ff [/ m(n -+ 2 Hw]"Otg V
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2, Da,caii >0, avem 0L g1 <4, deci iardisi A — A(q, R).
1]

3. Se va ]l)rezentzm in incheiere o proprietate a functiei minimizante
«®(x). Spre a evita scrierea unor relatii destul de lungi in enunful teoremei,
prezentate mai jos, ne vom referi prin numerotatie la aceste relatii, prezen-
tate in cursul demonstratiei.

Se va spune cid o functie-vector a(x) = a,(z), o (L)yee0y @, (T}
definitd in intervalul [0,c0) are proprietatea P, , (unde 2 > 0) intr-un
domenin D din spafiul en # dimensiuni raportat la axele 08, B,.- B,
dacéd functia liniard de variabile independente

i

— 90,1(®) Y 07 (@) B

F=1

(24) -Lu.a: (B, Bayees Ba) =
— in care @, ; () $i 9, ; (#) sint definite respectiv in (36) (unde se
inlocuieste functia-vector «@(x) cu functia-vector a(x) si (3) — igi
atinge maximul in domeniul D pentru 8,=a,(z) (¢ =1, n) §i aceasta

pentrn orice e [0, A].
Evident cd aceastd definitie cere ca pentru orice xe [0, A] punctul
de coordonate (a; (z), ay(x), ..., a,(z)) si se afle pe frontiera S a dome-

niului D. _ ' . g
TrEOREMA 3. Dacd rddicina 1, ,, , a derivatei o)®,,(x) este o rdddeind

simpld, atunci functia-vector minimizantd «®(x) se bucurd de proprietatea
cu X, 5 5 definit in (3).

A )
0, D, Lr - - o o - - o ot .
Demonsirafie. Primele doud relatii (7) (a) asigurd existenta lui

)

o’ (w) §1 @o (@) ; aceasta si a freia relagie (7) (a) asigurd existenta lui

o (@) §1 @ (@). In general, primele 7 rvelatii (7) (a) asigurd existenta
(

lui ¢ (2) 51 o'V (2); deci, cele n relatii (7) (a) asigurd existenta Ini

o (x) in intervalul [0, A]. Avem?)
a-1 q—i —

(20) ol (x) = (— 1)? @uyq () = 2 ofP (@) Z (—1)* Oi_ e~ i=9(2), (=2, n)
i=q §=1

cu conditia de @ inlocui cazul i = 0, s = ¢, expresia (0 cu 1. Aceasti

relatie se dovedegte imediat, dacid se presupune ¢ are loc pentru g=g, ;

in acest caz, se deduce din (7) (b) in care se face

@ —1 : uy— i ; .
J=at1l:— ¢t (@)=Y of) (@) ¥ (— 1) Ch i, afuri=i-0 (z) +
i=1 §=1

G—1 5 41 .
+ %) 0 (@) (1)1 i (@) — 0 (@)ety (@) + g (@) 3 (—1)F et d=9)(m)
i=1 . §=1

2L

+ (= 1) (9 (2) atg41 (8) — gov2 (@) = (— L)+ gy, 40 () -

Iy - G+1—i ! Freell 1)
+ % @ (2) % (= 1) O, a0 (),
5=1

i=0

1) Se scrie si aici, pentru comedilate, of(a) in loc de o'.@ ().
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adicd relatia (25) cu ¢=¢;+1. Or, daci se deriveazs termenii relatiei (7)
(b) in care se ia t=1, se obtine relatia (25) in care g=2, aga ci aceasti
Telatie este doveditd. Dacd se face q=n, se deduce cii ¢,(x) verifics ecuatia
diferenfiald

n—1

Y Dan,t (@) 99 (@) + g™ () — o,
(26) i=0

a—i i - E
bogit (0 = 3 (= 1) Gl (2), 1 <qCin; 0Cincg — 1.
§=1

De aici rezultd, de altfel, ci o, () are in [0, A] cel mult un numsy finit
de zerouri, pentru c# in caz contrar ar exista cel putin un punct de ingrj-
midire al acestora. Dacd r este unul din aceste puncte, datorit teoremei
lui Rolle, el este un punct de ingramidire gi pentru zerourile lui o (x)
(s=1,%n —1). Cum @i () sint funetii continue §1 definite in punctul =,
ar urma of (r) =0 (s=0,n —1), adicd () = 0, in care caz (7) (b) da
¢ (#)=0 (s=1, u) in [0, A], impotriva faptului cg o(x)z20. S stabilim
conditiile ,,initiale” Pe care le satisface integrala ¢, (x) a ecuatiei (26).
In cazul problemei Doastre, relatiile F, (2, #,...,2,) = 0 (i =1, n—un,),
amintite dupi relatia (6) se reduc la relatia Zu-p(Ap.p,2) = 0, in care cag
(7) (c) ai :

o J @i (2,)=0 (i =1,2,... yW=Pp—1n—p+1, n—p 2,...,m) (p>1)
l @i(h) =0 (i=1,n—1)(p —0),
Se va observa ci intrucit P<n—2, in (27) relatia o (A,) = 0 figureazs

neaparat. Or, (25) se sciie
7—1

(28) ef(e) = (— 1),y () Y Yo (@) 0 (@)

i=q

€u by, 4 ; (z) date de (26), ceea ce impreund cu (27) di
USSR =00 ST w- Rl (it i

CP;"_M (;\p) = (_ l)ﬂ = ba® ()\1?) (P'l"'i‘ ()\") J

s =pon—p=—1
8pPre a serie restul conditiilor initiale, se va insemna

Got.s. o(@) :rpl 5 Zp ; bot. n-ptaun—pte, 4 (@) b, H—P Py 1, h—p 0, o (@). ..
iP5 o0, Dy

L bm, JJH]J‘I'PZ,'H—JI-FPI (-’1’) bot. ngfﬂfpl. n=p—1 ('T")!

unde b, , ; sint definite in (26 iar notatia : inseamnd o sumi
&%, T, 0 b ;
PP .opy )5

definitd in felul urmsitor : se infelege prin notatia (e, gy, ..., Pi-1)s €A

13
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“indiei ‘curge toate grupele distincte de
" de "indici (py, pay +.., Po1) parcurge - i

_%11];;1;.21‘6 de forma (811 ’82, L d,-1), in care 3y, 85 .-+, 8y, sint numere din
siral 0, 1, ..., o — 1 care au proprietifile urmaitoare :

IBR0L 5, < 6, — =R T g

2. Se poate serie girul de grupe de cife doud numere
(32) (05, 851)s (819 8s0)so = oy (Bay 8y)y (g, —1).

Cu ajutorul notatiei (31), restul de condifii inifiale la care satisface
integrala oy (%) se poti serie sub forma

cpgfﬁp-i-cj ( 7\'1?) == (— ] )n7ﬂ71 "P‘n—ﬂ? (}\‘IJ) [_ bq@, n—p+a, u—‘n—‘z( 7\‘”) +

o+l

I(SS) + ZI(_ I)SGR@,S.G(}\?’)];

) itiile initi se T hineinteles la conditiile (29),
in cazul p=0 condifiile initiale se reduc bm_elnte at .
;gl'ein ca,zjlil p=11a condifiile (29) gi (30). Relafia (33) se dovedfagte 1med1at:
dacd se presupune cé are loc pentru 6 = 1, o,. In acest caz, daci se inseamni
penfru comoditate

e A
“.’c,l = bq@.nfﬂ‘rf«" Hﬁ]i+l( p)!

se deduce din (27), (28), (29) si (30)

(n—p+ai+1) g -p+i —
7 (7\”;):——2%1-1-1.5@(1” FHA,) =
(_1)”7,,—1 ‘:Pn—-ﬂ( » =1
it
Ty A . 5(Y — h i
— acﬁl- 4 + a’al+1.u dﬂ. 1 + Zl aul+1.a[flg_—1 xg} ( 1) T;N').s.;( n):l
= ¥ =

i in care o = se scrie
Tinind seama de aceasta, relatia (33) in care ¢ = o, + 1 se scr

oy ag+2 o . &

Y % Y (—1) Asv1.4 Ga@_s—l,i (2,)

I K $=8 =52

g +2

i T 0 2, 0541 (7\”) e Z:, =) Gm@,s_uﬁl(l")'

2 - 5 inind seami de aceasta,
Olv! (31) da Gﬂ,2,0’1+1 (lﬂ) = p;o g, 1, a’P'[- = i Tll}lnf

3 ; ; §=3,0,+2
relatia (34) are loc dacd G, s, 0,41 (M) = Y] 2{!014_1_;,@.1'5,1.1()\1,)(‘a ,0,+2),
i i=8—2
adicd, cu ajutorul lui (31),
S =8

g e, 13
f!;51\1,9371 ffps,l,Ps,._\"'gP-:.Pl fr.—1

{35) 8, = by

(Pr, Paaresy Fs_11ﬂ1+1

Sl ‘ 7 Ao, —1-
Sy =Y boi1, Qi 55 Qo, 9,05 3+ (os 0y Aoy,
i=9-2

(ProP2iei Py )

B — o 278}
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Daci se alepe deci in 8, un termen oarecare @, ., - g. 3
Sl P‘,,,ﬁ]_-p&,f2 sl Doy -1y

gcela%}' terngen Se obfine daci se ia, in §,, §— ot Bl = e (k=1 §—2)
T 2) «n \ N s S = : : :
» din (32) se deduce ¢a grupul (p,, P2y oy Pyg) aparfine m’ultimel'.

(P1s Payeeey 93—2)63_,1'

w

Asadar 8,C8,. Invers, daci se alege in § yn termen oarecare ¢

a; Frb e by acelasi ter > i A i G
s-2 foat T b G5, -1, acelagi termen se obfine dacs SOCIR VIS, 0, =
4o = (k=1 s —2). Din (32) ge deduce iardsi cf grupul (p,, p,
gs,f, i), a.pz_a.r“t,;u]m multimii (P17 P25 -, Ps-1)o,+1, A58 ¢ 8,8, de undé ;ezzl,lltﬁi
1=4,, adics relatia (3.@)_&_1)1'111 urmare relatia (34). Asadar, dacs relatia
(33) are Ioc_pentru o=1, oy, atunci va aveq loc i pent,ru o . o, 1 0 l
se deduce 51111 (28) en g=n—p-—1, din (29), (30) si (27) e cp““f’:’ (A,) i &
loarea dats de (33) in care se face c=1.Cu aceasta, relatia, (313) este doy (:Ji "tr?-
Sue Va considera acum o alts integrals g ecuatiei (26), care pe de — ? -
84 verifice conditii initiale independente de cantitatea, n’ecunoslguté i pm;\ )
care figureazi in (29), (30)5i (33) iar Pe de altd parte g3 Vﬂ’iﬁc{; condl%;'i_fé(( %J)) ‘
(a,): In acest SCOD se va insemna ey ?®, ; (7) integrala, ecuatiei (26) car
satisface condifiile initiale urmitoare : 3

Wlie e )~ 0 (i~ 0, n—p — 3,

(b) go.ru(;)u—t) ()\‘") == (_l)u-n—] @;15]; (7\}));

o=, 1

= (p+1)

(n—p)
2 o o )\) = (—71)r—2
86) ) 25", (%) = (—1)~ R - P (M)

(
2@ 7

(d) ’(J{F.—‘p -G) T —J1)r-p=1, (p+1) i
POL\PJ- 1 ( iJ) ( ]) n CP (}\p) —‘ba®‘ Y ] (J\p)_'_

o+l -
t¥Ce .. ("w)J(G—l, P=1;1<p < n—y),

8=3

unde b, 4, ; (2) este definit in (26), cu ¢ ® , definity in (3), ip cazul
P =0, respectiv p =1, conditiile (36) se rgdlic ca gi i
spectiy _ ) $1 condifiile (29), (30).
(13.3)(,21;1. conditiile (a) i (b), respectiv (a), (b), ,(e) din (36), l;Se dédu?e’e(dggl?
din 30); (33),(36), $inind seams o nein ; ‘emei o”+
) (30), (33, (36), tinind seams cj Prin ipoteza teoremej cP:é@,l::( A,)F0
(P+1)

(37) Prn—p (111) r‘Da@. 1 ((E) & @a@ I (7\”) 1 (ﬂ’})-

Daca se tace in (7 e . . ! . X
%‘( A) — (OC figllluff; f:z(‘{”ngw—p Q{);} 150 &Dﬁtme cu ajuii;)rul Iui (27) (in care relatia,
. L T bz 4 "at, a8a cum g-a hs - v : =
si al lui (7) (a) ) & @ observat dupi aces, fmn:m]a).

(38) Pren (M) 250 (3,) > 0.

DUMITRU RIPIAND &
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Se deduce deci din (7a), (37) si (38) cd functia liniard de variabilele
e .
g (n—i) : :
d) [3.': : La@, » (?‘]5 BE? fiosy ﬁu) =— 9,@ (.’L‘) El @“@,L (l) B' ?

Bl! ﬁE! i
() 81 ¢ @ , (x) sint definite in (36), respectiv in (3), isi
- a® () (i = 1, n) si aceasta

in care ¢,®. ,
atinge maximul in domeniul D pentru B;

i = : nstreaza teorema.
pentru orice ze [0, A,], ceea ce demo £

. = o
Primita la redactie la 5 martie 1965
Institulul de caleul al Academiel

Republicii Socialisle Romdnia — Filiala Cluj

BIBLIOGRAFIE

icain & 6 i ‘inlernalle
! s inei p P()JHI‘!(TQ'IH & Pévaluation de Uin :
s L’application du principe de : G s § dé-
L LASU]Ad?;j;tgz:':;,d’un]i::rité des solutions d’un probleéme auax limifes, Bulletin de I'Aca

: o = 6
nie Polonaise des sciences, Série des sciences malh,, aslr. el phys., XI, 2, 41 —4
mie

(1963). : "
JI. lopTPATHHE, B BOJ’ITHHGHI’IH, P. TAMKPEIUI3E u E, MEMMEAKO, Mamemna
2. JI. , b

2 4 'R 1961.
murneckas mMeopus onmumassruy npoyeccos. Mocksa,



