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In aceastd Notd se determini intervalul de lungime maximi de forma (0, 1), in
care derivatele de un ordin dat ale integralelor ecuatiilor diferentiale de forma (1)
determinate de aceleasi condifii Cauchy fixale, nu se anuleazi, oricare ar fi
ecuatia diferentiala (1) dintr-o clasi de astfel de ecuatii, determinati de anumite
conditii — precizale in propozitia (2) din text, si in enunturile teoremelor 1 —3.

§ 1. Aceasti Notd se referd la urméitoarea problem#, abordati
gi in [1]:
Se congiderd ecuatia diferentiald liniaréd de ordinul = :

an
(1) Y (2) + Y, @ (@) y"? (2) = 0
i=T
in ipotezele urmitoare :
Coeficientii @, () sint functii continue in intervalul (0, oo)

§i au derivate de ordinul 1 mérginite in valoare absoluti de un
; numéir fix, iar atunci cind  descrie acest interval, punctul M de

coordonate B, = «; (#) (¢ =1, n) descrie un anumit domeniu D méir-
ginit §i inchis din spatiul euclidian cu n dimensiuni, raportat la

axele O fB; By...B,.

Se presupune c# frontiera S a domeniului D, de ecuatie ' (B,
Bay..., B,) =0, are in fiecare punect al ei un plan tangent unic. Se
inseamnd cu a(x) funetia — vector — de componente a,(x), a, (2),. . ., &, (x),
cu of, multimea funetiilor-vectori a () care au proprietatea (2), cu L
o grupid de n numere date, nu toate nule, (I, l,...,l,—1), cu o, (@)
integrala ecuatiei (1) pentru care ¢, (0) =1, (¢ = 0, n — 1), cu R[f(x)]

(2)
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cea mai micd radicing pozitiva a funetiei f(a), presupusa definitd in inter-
valul [0, co) — dacd f(x) 5 0 pentru orice z > 0, se va scrie, prin con-
ventie, R [f(x)] = oo — se inseamnd mai departe cu p un numir fixat
din girul 0, 1,...,n — 1 gi, in sfirgit, cu (0, A, 5, ;) intervalul cu originea
in 0 de hmglme maxima in care ¢ () =~ 0, oricare ar fi functia-vector
a (z) din multimea oy, .

Problema constd in determinarea numarului 2, , ;).

Dupid cum s-a observat in [1], existd o funetie-vector mmlmlza.:utch
@@ () = («2 (z), «@ (2),..., «® (x)) care apartine mulfimii of,, adics

pentru care R [cpm ()] =2p 5 1. In teorema 1 din [1] s-a stabilit un

sistem de ecuatii dlferellpiale pe care il verifica funectiile ai@ () (= I,—fn),
cu ajutorul ciruia s-a determinat numdirul 2 in cazul c¢ind n = 2, p = 0
gi § este un cerc de centru originea axelor si razd daté.

in prezenta Noti se indicd un proceden de determinare a numérului
Ap. p. 1, In cazul cind frontiera S este o hipersferid de centru originea axelor
si razd datd. Determinarea se va face pini la infegrarea anumitor ecuatii,
diferentiale, care nu mi s-a parut posibild in termeni finiti, aga cd nu
pot da expresia expliciti a numdarului 2.

Ne vom servi in acest scop de teorema amintitd din [1], conform
cdireia functia-vector minimizantd «® (x) verificd pentru orice e [0, A]
urmaforul sistem de ecuatii diferentiale, care de altfel nu depinde de
numérul p :

F(o@ (), o (2),..., @ (@)= 0
i[Fél By Bay-- -y Bu)] ]+ (a)
da| Fg, (Byy By -+ B ai-u@ @
lﬂél (BI! ﬁ2?‘ iy B:A)F[;,,,fl (Bl) BZ}‘ nay Bu)
= +
Fﬁn (te'lﬂ 321 O Bn) Bs=u5(®(-'lf)
: (b)
(3) ] i @ th (Bn Ba Jiaiieifey Bu) ‘ =0
U FEJL(BM B27 SiAERaly fis—nzs ]
.F’FI (Bl: Bzr L LEE Bn) . E[Fﬁi(ﬂli 527 * iy Bar) :‘ +
Flﬁu (Byy Bay - -y Ba) 33:%@(3‘) dw FI:-"JL(BIS Bay ooy Ba) I “S ()
- (e)
Féj(ﬁ'l? {327 scalen ) {3" (Bl? Q’E’ “'SBM (?I:m)
Bn (B Bgy + - +5 B2) Bs=ag ()

1) Pentru comoditate, se va scrie §i A in loe de Ay, p, .
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gi conditiile inifiale

(4) o hes _ _ ... — _’n—' PO
) i 1’ == = i’ n
ﬂ[ﬂn By y@ o Fﬂ,, Bs—'1,5® (1) ¥/ ,B .‘) I n Bs:mgﬁ(m)
De asemenea, ne vom servi de 1'elat,:ijle
(n—i) ( )
xr '

(3) <lD'I-@).L == Fﬁ& (BI! {527' Pl E’n) (’t, = m)
! - = =1, n

(Pm{@,L(w) Ff‘ll Bl? BZ? LI Bn ﬁe— :u)
din [1], in care notatia H (B, Bs ..., B“)] @ inseamni expresia

ﬂs ()

obtinutd prin inlocuirea variabilelor B, (s = T EE e e

.y B,) respectiv cu functiile D,_S@ () (s=1,n n).

§ 2. Se va considera cazul ¢ind domeniul D din (2) este marginit
de sfera de centru originea axelor si razi E datid, cu alte cuvinte cind

n—1

N (3) BB Barst-aibr)e= Y‘ B2 — R2 Abordarea acestui caz constituie

generalizarea teoremei 2 d_lﬂ [1] la un spatiu eu n dimensiuni. Ne vom
referi in enuntul teoremelor la notatiile prezentate in § 1, dat fiind ci
repetarea explicatiei lor ar Iungi in mod inutil aceste enunt-uri.

i
TEOREMA 1. Dacin > 3,p = 0gi § este sfera de ecuatie Y, Pz = E?

=1

h
. - : ds
atunct numdrul Ay 5. 5 este egal cu lm g —— , unde L,(s) este o
h—p—oo_%l}z (s) — 82

e - - 0 . =3
integrald a ecuagiei diferentiale de ordinul n — 2 in funcfia necunoscutd
Ly(s) :

it—1

(6) Li(s)=R*Y, Lg(s

o=0
in care expresiile L, (s)(c = 0,n) sint determinate de relatiile
(7) Ly (8) =1, Ly (8)=8, L, (8) = 8Ly (8) 4 L1 (8) (L (8) — &%) (¢ =3,)
Dacd 1, 1,=~ 13, atunci conditiile ,inifiale” satisfiacute de integrala L, (s)

a ecuatier (6) se deduc prin inlocwirea in relatidle (7) a lui s ma_l'l— st a lug

0
) e A
Ln(—ll) cu—=(c = 2,n—1). Se obfin asifel valorile lui L (i](c —
0 0 0/
=0, n— 3).

Demonstragie. In cazul teoremei, relatiile (3) (¢) se seriu

% (2) _ 06 (7) | o () &y (B) (i — 2w 1)
%, ()  dz e, (2) %, (@)
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(s-a seris o; () in loc de afo-“(x)). Se va insemna in (5)

(8) h‘ 7" (Zﬂ): o, (:’L‘) — CPQ.}_I,!)(Q:) (z A 1 n — 1)
2 %y (.’.G) Pu, ($) ,

in care caz relatiile de mai sus se seriu

(9) Bor—i (@) =l (@) + Dy (@) by (m) (=2, m — 1),
(8) da cu i =n — 1

Pay 1 (@) y

Pa, ($)
De aici se poate determina z = w(h;) ca o functie continuu derivabili

(10) hy =y (@)=

g 1t l ; ” : o
in intervalul [—oo,—L|, cu exceptia eventuali a unui numir finit de

s _
puncte, unde x(h;) prezintd discontinuititi de specia intii.
Aceastd afirmatie se justificd imediat, daci se fine seama ci dacd

in (10) ¢, 5 (%) = (# — A" A(x) cu A (1)~ 0, atunci b, (z) = J;l +
=
+ A" (z)| A (), asa cd lim h(2) = — oo. Din punctul nostru de vedere,
LR
m<h

curba (C) de ecuatie h,=h,(x) poate avea in intervalul [0, A} de variatie a
Ini # numai una din urméitoarele 3 forme :

a) hy(x) scade de la L] la — oo cind z cregte de la 0 la & (fig. 1).

0 " > 1
b) Punctul de extrem de abseisi maximi, care se va insemna cu M,
de coordonate (p,, c,) i este neapirat un punct de maxim, are ordonata

L e
oy = — (g, 9).
0
In aceste cazuri, evident i curba (¢) determind functia x(h,) con-
tinuu derivabili in intervalul (deschis) [oo, L)
0
) In notatia de la punctul b), ¢, < % (fig. 3). In acest caz o

0
paraleld dusd prin punctul M, la Oz intilneste neapirat cel putin un
are (C)) al lni (C), care merge de la un punct de minim spre un punct de
maxim al lui {(), atunci cind se face o migeare de-a lungul axei Oz
in sensul in care x descregte. Se va ingemna cu P; punctul de intilnire
al paralelei in chestiune cu arcul (C,) si cu (p,, o;) coordonatele punctului

. : : v = l
M, de maxim in chestiune (evident ci p, = 0). Dacid o ;l—‘, dreapta
0

. by g J 4
de ecuatie y = L_l intilnegte neapiarat arcul () intr-un punct care se va
0

insemna cu . Este atunci evident ci arcul (C,) de pe (0), alcituit din
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punctele de pe (0) de absecise = p, (51 < A), impreund cu arcul P:—(:) de

pe (C) determind funelia x(h;), continuu derivabild in intervalul| — oo,

—+|, eu exceptia punctului corespunzind valorii o, a variabilei indepen-
0/
dente h;, in care functia a(%,) prezinti o discontinuitate de specia intii.
g l 2o el v
Dacd o; <L, paralela dusd prin punctul 3, la Oz intilneste neapirat

‘ ‘0 e
cel putin un are (0,) de pe (), care merge de la un punct de minim
la un punect de maxim M, al lui (C). Se va insemna cu P, punctul

; e ; ; v l
respectiv de intilnire gi cu (o, o,) coordonatele lni M,. Daci o, = —L,

0

: . e o - 5
atunci dreapta de ecuatie y = 71- intilnegte neapirat arcul (C,) intr-un
0
punct @. In acest caz, este evident cil arcele (C,), P, M, si P,Q ale lui ()

oy ; : S /A
determing funectia «(h;) continuu derivabild in intervalul (— co, —1) al

0
variabilei h,, eu excepfia punctelor in care h = g, 8i h, = ¢,, in care

s S S BLSHT 111 3 l
@(hy) prezintd discontinuitdfi de specia intii. Dacd o, < =, se duce o

0
paraleld la axa Ox prin M, gi se continud procedeul. Dupi un numir
finit de astfel de operatii se ajunge neapirat la un punct de maxim M, —

L

extremitatea din stinga a unui arc (C,) de pe (0) — cu ordonata ¢, = —~-
0

— — e —
Arcele (C,), P M,, P,M,,..., P,y M,,, P,Q — unde punctul Q este

punctul de intilnire al dreptei de ecuatie y = ~;~ cu arcul (C0,) — deter-
mingd funetia x{h,;) continuu derivabild in intervalul (— co , %J, cu excep-
e SRR 0
fia punctelor in care by = o, (¢ = 0, ¢ — 1), in care x(h,) prezinti discon-
tinuitdti de specia intii.
Agadar, (10) da
L

(11) & = a(h), w(z_): 0
0

unde x(h;) este uniformd gi continuu derivabild in intervalul (—-oo,i
l
. . . . [ - w e . 0
de variatie al lui &y, cu excepfia eventuald a unui numéir finit de puncte
din acest interval.
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Se deduce deeci din (8) si (11)
@2) h,—ilz) = L, (k) E =1,n — 1) (h(2) = Ly () o = 1Lyn —1)
in care caz (9) se scrie cu ajutorul relatiei

(13) hi (2) = hy (@) — B3 ()

data tot de (9) cu ¢ = n — 1, gi al schimbérii de indice 6 =n 4+ 1 — i:

(14) Lo () = IyLe_y (hy) + Ly (hy) (L (hy) — ) (6 =3, m — 1).

n—1
Tnsd (3) (a) si (8) dau, daci se ia prin definitie Ly (k) = 1 : o N Li(hy) = R?
c=0
iar (3) (b) se scrie h,_; (x) + bl( @) hy—y (@) + "RE )= 0. Se deduce din a-
o, (i

ceste doua relafii gi din (12) si (13)

TESE e e
Loy () (L (hy) — 12) + by Ly () £ R[S L2 (Iy) = 0.

a=0
Se va defini expresia I, (h,) prin relatia (14) eu o = «. In acest caz, relatia
serisd mai sus, in care se face h; = s se transforma in relatia (6), iar relatia
(14) in relatiile (7). Spre a deduce conditiile ,,initiale” satisfdcute de
integrala L,(s) a ecuatiei (6), este suficient si se observe céi (7) d&

L (8) = L2 () (Ly (8) — 82)°2 + Po (8), La(8)y Li(8), - - -,
(15) ce ey " ¥(8) (6 = 3, m),

unde P, (8, 8y, S1y. .., So_5) €ste un polinom in aceste variabile. Or, (8) si

(12) dau L, (hy) = h, (2 (), deci L, (%) = lo (c=1,n —1) asa ca
0

0
L, (%):% In acest caz, si in ipoteza teoremei anume [y, = I3,
AL
(15) di valorile lui L,f_,ﬂi(
et L
ds Ly (s) — &
Insd, din (11), se deduce pe fig. 1—3, A= lim .’(Fr) deci A =

> —co

—Zl—) (6 =1,n — 3), In sfirgit, (12) si (13) dau
0

, de unde, cu ajutorul lui (11), = S
Jh 8) — .93

’ a ds
= hm& ——— ceea ce demonstreazi teorenia.
hsoo Jiy Ly (8) — 82
Iy
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§ 3. Se va prezenta un rezultat an‘uloo celui din teorema 1 in cazul
p >0, in

TEOREMA 2. Dacid S este sfera de ecuafie Z g = ke m =3 5
i=1
4 ds
1<p=n — 2, atunct numdrul hp, p 5, este egal cu lim g -
== > —oo pile)+2 (S) —— 82
D
in care L, ,, (8) este o indegrald a ecualiei integro-diferenfiale
(5,) i
o " ki
/4
i 4 {f”fh’;fﬁ,,ﬂf)
bp 4, TLogn o
Q -t %(B'J)
Ay A
0 J it
4 )
1 'D
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
n—1
(16) L; (s) = B* Y, LZ(s).
o=0

in care expresiile L, (s) (s = 1, n) sint determinate de relatiile
z

U A L L S deo CP
" o D =R [ by ————— d
A7) Ls(s)=e S i, [z BXPK " Lyale) — ¢ Bx
D . €

b )
f Lgyq (9) Sc I 13]' L,..(8) =8
+RDTIL,+2(6)—626 L) =1
L
(o = —dy B — 25 s -50)
(18) L, (8) = 8T 1 () + Loy (8) (Byya(s) — 82) (o= p + 3, ).

Conditiile ,,initiale” la care satisface integrala I,.,(s) a ecunatiei (16)

ge dedue, in ipoteza ci [ I . 1%, , inlocuind in (18) pe s .cu 2L gi

) p “p+2 p+1) £

v

[ e e T : : 4

pe Lg (Ll eu M(G =p 4+ 3,n —1). Se obtin astfel valorile lui
z » D

%, (—"’iJ(c —=1,n —p — 3). (Se poate observa cid expresia lui L, (s)

din (17)111111 depinde de constanta arbitrard c).
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Demonstragie. Ne vom servi de o formi putin diferitd a relatiilor
(3), sl anume

d[ B (B Bay o045 B) I J+
F[}l,)bfp (BD ‘32, shalleg an) Bs=os (w)

da
Fé](ﬁl? 52?"':{3:;)1?{3“ p— 1(&1, {32} "‘JBN)
+ ’ + o)
B - (Bl} 52; ey gu-) Bs=as (@)
s i o (w)Flerg(gly {32?-"7?’:1) ( —0
(19) e tup (B By oy By) Bs=as ()
i[ Fé;,(ﬁl:ﬁz:"'i n) o
de| By, (B, Bay .. m_%m”]‘
= Fé-i—l (Bl? BZ:’ SRR ) Bn) -4 |
'Féﬂ—p (BI? BZ! LAL O 51») Be=ag (2) (c)
- Féi(ﬁl! Bﬂ? L Bﬂ.) Fén,p,l (Bl’ B27' 9 ?Bn)‘ (_ é——)
. = 4, N

Fé,hp “315 @2, EREREtY ﬁu) Féﬂ—p (ﬁl? BZ; s o by Bu) I,ﬁ:as(m]

care se deduc la fel ca formele (3) (b) i (¢) din [1]. Pentru gimplificarea
serierii 5-a pus, i aici, o« (#)inloc de « (). Tn cazul nostru (B oo -
vy Bu) = %) B — R? aga cd (5) di
i=1

() _ o7 (@),
‘xn—r)(m) [tp&p)_ﬂ( )

Se deduce de aici gi din (3) (a)

(20) haa—! = hufi (‘JU) il

i=1,n n).

n—1

(21) - 2.V B (v) = B2
i=0

Cu ajutorul lui (20) §i (21), rvelatiile (19) (c) si (b) se seriu

(22) In—‘ (‘q") e ""rr+1—1 (.’L‘) =iy (B) p41 ((L‘) (1 = m)

(23) k;;-l (.‘L‘) + l!‘ra—l( )'hp+1 (.’.U :‘: RVE h ({L) g O

Dacd se ingseamni
o1 (=)

(24) § =1l 1= Ry (®)=
¥ A o, (@)
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se deduce de aici, ca in demonstratia teoremei 1 (formula (11)),
Ly
(25) @ = z(s), ’r;(%)— 0,

unde a(s) este o funefie uniformi gi continuu derivabild in intervalul
by . - . i A
( — 00, ‘]—1): cu exceptia eventuald a unui numér finit de puncte in

care u(s) ineamm disconfinuititi de specia intii. Tinind seami de (25),
se va insemna in (20)
(o)

(26) he @) = Ls(2) = o {7) =it )L(T) le =0,n —1)-

%y (2) 95 ()
Or, (22)ddcu i =n—p—1.
(2T fpi1 () = Ty (®) — B0 (2)

2)

§i (26) dau

in care caz aceleagi relatii (2
(28) Ly (s)= 8Ly 1 (8) + (Lypya(8) — DLy (8) (a=T,m—1)

;Ll—
VZ L2 (8)= 0, cu L, (s)

adicd relatiile (18), iar (23) se scrie L, (s

dat de (28) cu ¢ = n, adicd relafia (16).
Daci se integreazi ecuatiile (28) cu 6 = p, p — 1,...,
necunoscute L__, (s, si se {ine seama cd (26) si (25) dau

. [
(29) Il [ﬁ_l) — =
. liﬂ lﬂ
se obtin relatiile (17). Tot (26) d& L, (s) = 1, iar (24) L,., (s) = s. Spre
a deduce eondltule ,,1n1131a1e” pe care Te sa,tlsface integrala L, ., (s) a ecua-
fiei (16), este suficient s# se observe ci (18) di
(30) Ly o (8) = L7 (S)( Loy @i )% 0
+ p+G (8, L"p"r? (S)! p+” ( ) LLG-P’Q) ( ))7
unde P,.q (S, Sg5 S1,. .-y 8-3) este un polinom in aceste variabile. in
ipoteza teoremei, si anume I, 1, .51, (29) si (30) dau valorile
1 e—— ; ; dx
Lo, (_Z*IL) (6 =0, n —p — 3). In sfirgit, (24), (26) ¢i (27) dau d—: =
: 4 d
= #——l—ﬁ, de unde, cu ajutorul lui (25), @ (h,,,) = S p+1—_—8—-;,
Lg+2.(3) =g byyy Lp-l a(8) — 8
l

aga ci pe baza figurilor 1—3, construite pentru funcfia h?,.rl(w) se de-

1, in functiile

(6 =0,n—1)

"

ds
duce AP p. = lim g e
h—w t-pirl, L-p-!—2 (S) =¥

L
D
ceea ce demonstreazi feorema.
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Observatii. 1. Dacéd funetiile x(s) din (11) (eu s = &) sau (25) (cu
§ = h,y4) prezinti eventual punctele de discontinuitate o; (i = 0, ¢)

{ e ; % 5
L sau 2L > 5, > 6, ;> ... > c,) mentionate la pag. b, atunci rela-
q =1 0 5 = ?

= L
do 1 dow 1

ds Lg(s — 8% ds L .,(s) —s?
gi orientate in sensul descregterii lui s)

au loc in intervalele (deschise

!
5

Iy bt s ‘

(ﬁ sau ——» G) (64y Gy=1) 3 (Gy=19 G4=2) 5~ - -5 (51 Gp)y (6, — ©0).
0 p

In acest caz, integralele

. h; ds = hyiq ds
@il =N m () —= ( ——— inseamni
1 Ttz 2 #id J 2
L Ly(s)— s s Lipia(8) — 8
[ i
O Oy 1 Gy 3 o Ry sau h?J-H
S = S -I-S S e g ot
U gan tota % Tg—1 .0y .Gp

7 ip
(intrucit Ay, h,eq-> — oo, s-a presupus hy, h, ., <Hcr£.).
2. Teorema 2 nu are loc sub forma prezentatd in cazul p = n — 1,
(n)

‘P(o:mL( ) i
(Poc, L ( )

cu expresia sa obfinutd din relatia

pentru ci relatia (19) (b) se deduce inlocuind in relatia

n . (n—1) T (12)
+2ai(m)cp'1’(%,():01)e (](
i=1 Pe, 2" (@) ez (2)

Aozt () _ oiln (@) el (@) el 0 (@)
Az o' (#)  ¢f'r (2) (oi's (2))?

servindu-ne de (5), ceea ce nu se poate face cind p = n — 1. De altfel,

in (19) (b) figureazd expresia Fy, , care nu are sens pentrup = n — 1.
(n)

Nu se pot folosi nici relatiile (5) spre a afla pe —=*— e B (m care caz s-ar

)

1 Do, L (.E)
avea tot cu (5) 81 pe % )1 pentru ci aceasta cere folosirea ecuatiel
Cpa_ L ! &x
(1) adics
(31) o (®) + Y « (@) @ilz” (2) = 0
i=1

e y(@) = oy 1 (@) 8i @ (w) = o (@) (i = 1, n). Or, aceastd ecuatie se folo-
segte si la stabilirea relatiei (19) (b), asa ¢4 dacd p = n — 1, relatia (19)
(b) se reduce la identitatea

L= Z @) By, (B Bay- - -5 Ba) i ( )Ff;i (Byy Bay - -5 B,) 2
S o (&) — =
-Pﬁﬂ—g,(@la Bay -y Ba) Bs=os () P51 Foy_p(PrsBar - - o5 Ba) g, o (@)
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In acest caz, ne vom servi de identitatea
ngz"’ ( ) @(uﬁl)(m) l:]_ ") d CPM_‘)(‘E)]
oz (@) 93 (@) dw 957" (#)

care did cu ajutorul lui (a)

(32) oy, () =Ty (Bn Bei sy Bw I [1 s
tsz’fE“(ﬂﬂ) g, (Bys Bay - - - B,) |ﬂ3 D!,g(r)l
it [ é(ﬁp Ba:---,ﬁ,.) ”
ra (El* 323 PRERely ﬁu) Bs=as (@)
De asemenea 1-elcni,;111e (19) (¢) se deduc din identitatea
@3  ALeEe)_ el eki(@) el (@) 5o
dz o, (@) o' () e (2) @ (@)

cu :Ljutm ul lui (5), ceea ce iardgi nu se poate face cind p =n — 1, pentru
c¢d in (5) nu figureazd ol (#). In acest caz, se poate deduce din (5) 51 (31)

(i) 1
(34) Hrl® _ %, B, By B s Bul g
ceea ce di impreunid cu (32)

d‘ [Fél(ﬁl7 BZ? "‘?Bn)
9 (Bl? By ey B?!
=l ﬁ Eﬁ}-ﬂﬂ, [31? B"!"‘!ig-n)

(51 (ﬁl? ﬁzr sy Bfn) i=1 fBs=uog (=)

o0 z(@)  Fpy(By By - By)
E‘; F;h (Bl! ﬁZ? ORI ) Bu) Bs=os (-'-):|
(33) (eu p = n — 1) §i (34) dau

(35)

d[Ff;,.(rsl, Bar - Bu) %M@‘__i’ 4
d? ‘Fléx (BI? QZJ % =iy B'ﬂ) Bs=os (2) - 'Zﬂél (ﬁl" BZ’ 2 "B") Bs=as ()
(36) ;

Py (Bubo - B g (8,8, ..., B ] (i=3, n)

[s=0s (%)

& (Buy Bay -+ Bu) o=1

sau relatia echivalentd (tinind seama de (35))

a [ Fh (Bas By - - -, Bu) J By (BB B
': Be=ws () - FEh (Bl? {323 S ] B,r)

fs=uog (@)

de [ Bg, (Bry By -« -1 B

. B, (Byy Bay - - -5 Ba)
(Si) R Féz(l{jn Bz:---;ﬁn) Bs= ds('}—l_
B, (Byy Byyov vy Bu)ﬁ Fo, (Bys Bay -5 By)

]{vl =3, n).
Be=as (@l

+ m Bs=0ts () ﬁ [ ’ij’h (Bl? BZ? bt ) B'n

S-a dovedit astfel.
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LEMA 1. Funclia minimizantd o2 (2)=a 1 (), al " (2),..., et~V

() verificd sistemul de n ecuatii diferentiale alcdtwit din relatiile (3) (a)
(cw p =n — 1), (35) st (36). Relatiile (36) se pot inlocui cu (37).
§ 4. Se va prezenta teorema 2 in cazul p = n — 1 in :

i
TEOREMA 3. Dacd in notatiile din §. 1, S este sfera de ecuajie Y, £;=R?,
i=1
atunci numdrul 7, , ; este egal sau cu A,y 5 5 SOU CU

h h
(38) lim R H (s) ds, san cu lim g H (s)ds,
ficy —o0 : anr_:_ h—oo | In_g
1'“471 lﬂv—]_

unde expresiile L, (s) H (s) sint determinate de relatiile

Lyy ) =1, (Toss (5) — T (5))* = B2 (Lo (s) —sLf (s)*'Y, T2 (s)

g
(a=0, n—2)

(39) n—1
(1 —H(s)?= R*s*H? (s) ), L3 (3)
a=0
Demonstratie. Se va deduce din (5)
(n—1) =
(40) ey (0) = 242 @i (@) _ g,
o (2) @7 (@)
n—1
aya cd (3) (a) dd of ¥, kg () = R? in care caz (35) (care are loc ca si
a=0

(36) sau (37) conform lemei), se scrie

n—1

(41) A = hys (2))* =R2 1y (w) Y, B3 (@)
=0
iar (37)
/ By, ; et
(42) By (@) = Ty (@) — 22 3 (@) =3, )
hnfz (JC)

Se va presupune A,y 5 ;5 A p ;. ID acest caz, dacd se inseamni

(n—2)
8§ = Ji,_, (0) = 9= (2) » se deduce cil lim s = 4 oo gi prin acelagi ratio-

vz (@) os

nament ca in demonstratia teoremei 1, cd relatia de mai sus defineste o

: : ; i, L. by
functie x(s) continuu derivabild in intervalul ( — oo, 4—2—) SanL (—u ) oo)

‘n—1 ln--l
(dupd cum lim s = — oo sau lim ¢ = oo0), cu excepfia eventuald a unui
w4 A LRSS
o< B< A

numdr finit de puncte in care x(s) prezintd discontinuitifi de specia intii.
Mentiondm ed in cazul nostru, adicd p = n — 1, nu se mai poate preciza
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—1}
(n=2) ¢ m AN R @5 1 (@) ar
gsemnul lui limM—)- fiinded se gtie cd lim 02 () = — codar
- (=1 a—PAp—or D, L Wl 7 1
=i (9) w<hn D, b o

aicl # tinde spre A,—1, p, 5 $1 DU 8Pre X, 5, 1. s e

Se poate deci insemna in (40) ke (@) = L, (s) (6 = 0, » — 1), in care
caz (42) se serie cu ajutorul lui (41) sub forma (39), iar (41) da pentru
H(s) = dz a doua relatie (39), de unde cu ajutorul curbei de ecuatie

ds ) ) ) ]
§ = h,_y = h,_, (2) se deduce, ca in demonstratia teoremel 1, relatia (38)

(valabild bineinteles cu observafia 1, din acest paragraf), ceea ce demon-
streazid teorema.
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