>

= ¥

MATHEMATICA VOL. 7 (30), 2, 1965, pp. 327 — 331

SUR LA CONVERGENCE DE CERTAINES
SUITES DE FONCTIONS

par
ELENA POPOVICIU-MOLDOVAN
a Cluj

1. Dans ce travail nous étudierons quelques propriétés qui résultent
de la monotonie d'une suite de fonctions, la monotonie qui intervient ici
étant une relation de semi-ordre par rapport a un cone, tel que nous la
définirons plus loin.

Nous envisagerons quelques cones particuliers qui interviennent dans
la théorie des fonctions convexes d’ordre supérieur.

Un ensemble K de Pespace linéaire et normé E est dit un cone [3] si les
conditions swivantes somt vérifiées:

(a) K est fermé (par rapport 4 la norme de Ej).

(b)) On a u, veK = ou + prekK, quels que sotent les mom
non-négatifs a, P.

(c) Sv u =B (élément nul de E
u, —u de E wappartiennent pas a K.

Si les conditions (a), (b) sont vérifiées, )
1a condition (c), K s’appele un clin. Par exemple, I'ensemble des fonctions
non-décroissantes de l'espace C[a, b] des fonctions continues sur l'inter-

valle fini et fermé [a, b] est un clin. Dans le méme espace, l’ensemble des
fonctions non-négatives et non-décroissantes est un cone. La norme dans
Cla, b] est la norme aniforme, donc la norme I1f]| de feCla, b] est définie

par l'égalité ||fll = o | flx)!-

bres réels
), alors l'un au moins des éléments

mains non pas nécessairement

i (2> 1) l'ensemble de C[a, b]
de chacun des ordres
pposer —1 < L <

2. Nous désignerons par Kt
formé par les fonctions qui sont non-concaves
I, 1, ..., 4, Dans cette notation on peut toujours st ¢ h
<l<...<l, Ainosi K{yestle cone des fonctions non-négatives de C(a, i
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K{"1, »le cone des fonctions cont111?1es non—nega‘hves et non-concaves d’ordre
n de C[a, b), K, ott n >0 le clin des fonctions continues nomn-concaves
’ 5 + "
d’ordre # définies sur [a, b], etc. En général K ,4,...,) est un cone
si l, = —1, mais seulement un clin si /;, > 0. On peut définir, de la méme
maniere, I'ensemble K ,,...1, des fonctions de C[a, ] qui sont non-

convexes de chacun des ordres Iy, %, ..., 1,. Clest encore un cone
si l; = —1 et seulement un clin si /; > 0.

Dans la terminologie et la notation précédentes la non-concavité (non-
convexité) d’ordre # > —1 d’une fonction f€ C[a, b] signifie la propriété
que la différence divisée [x,, %5, ..., %,,.,; f] de cette fonction est non-
négative (non-positive) sur tout groupe de # + 2 noeuds distinets
X1, Xoy - oo, Xpyo de [a, O] : IR

Pour la relation de semi-ordre par rapport au cone K C E nous emplo-

K
yons le signe et cette relation est définie de Ja maniére suivante :

K
stu, veE, on a u<v siet seulement $i v — u — we K.
R K ’ K
Au lieu de # < v on peut écrire v > u. :
Les mémes définitions et notations s'appliquent [1] 4 un clin. Dans
ce cas la relation n’est pas antisymétrique.

+
Ki—1,n)

l:ta:r EREHIple, f(x)+ < g(x) signifie que la différence h(x) = g(x) — f(x)
appartient au cone K_, ,, et cette propriété est équi 5 Py
gativité de k(x) et au fait que w est equivalente 4 la non-né

(1) (s s vony g 500 = Ty, X5,

""xu-l-‘l;g_'f] 20

5

sur tout groupe de # -+ 2 points distincts By W | X,40 de [a, b]
A ) ) *3 Myt ’ b
Rt

D - . :
- .na;rllls lsi)g i:ifségl}f = remplace le signe > oit R* est le cone des nombres
2 's. La méme notation simplifié 2
fiBne Eme pliliee sera employée dans le cas
du céne K", des foncti 8w

ous non-négatives de Clg, b] 3 i 1
. es ' , 4 moins que cela
1e se préte pas 4 des confusions o] "

3. De I'inégalité (1)

résulte une propriété d'inters ; c a1 :
&%) — f(x) = h(x) e K, proprieté d'intersection .qui a lieu st

4
Le Ak (n) .
A Ch“”grzag; edl' St f(x) < g(x), la différence h(x) = g(x) — f(z) s’ annule,
T démon;trf:gm' Sur aw plus m + 2 points de (a, b). -
une fonction noh- diate si nous remarquons que /(x) étant
' (@, 0), la différence divisée du

K,

'
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premier membre de (1) ne peut devenir négative. Mais si-A(x) s’annule en
chz_mgear}t de signe sur # + 3 points de (a, ), alors on peut trouver n + 2
points distincts de (a, b) sur lesquels la différence divisée de A(x) soit
négative. iy
De (1) il résulte, compte tenant de la linéarité de la différence divisée,
: K ,
que si f(x) < g(x), alors nous avons aussi
(2) [xll Koy vvvy Xytas g] = [xlr %2, .

) xn+2;f]

sur tout groupe de # + 2 points distincts oy o 130 Bapn 08 Ta; B

. . K(-E-I,O,l,...,u)
On en déduit que si f(x) 2

(3) [xl: Xy -

g(x), on a
ey, xk; f.] < [le Koy onen x];; g]

pour tout groupe de & points distincts x;, x,, ..
pour k=12, ...,n+ 2

4. Nous dirons que la suite de fonctions (f,,(x)).=1 est monotone rela-
tivement au semi-ordre par rapport au clin (ou coéne) K, ou bien plus simple-

., %, de [a, 0] et ceci

K
ment par rapport au clin (ou coéne) K si f(x) < furr1 (#), m=1,2,....

Pour donner un exemple, soit f€ C[a, b] et (¢,,)m=1 une suite croissante

de nombres positifs. La suite de fonctions (f(x) -+ ¢,)m-1 (ici ¢, est la
constante qui prend la valeur ¢,) est monotone par rapport a tout céne

K(*_,,D,l___,,,.) ot n est un entier donné quelconque > — 1.

La suite de fonctions (m cos x)m—; n'est pas monotone par rapport
au céne K{ ), ou K(_; de C[0, =], mais est monotone par rapport auclin
Kg), puisque ‘

[xl, %y (m + 1) cos x] < [%,, %55 mcos x], m =1, & swn .
quels que soient les points distincts %, x, de [0, =]. La méme propriété
est valable si au lieu de cosx mnous prenons une fonction quelconque
f€Cla, b] non-croissante (ou s'il s'agit du clin K, une fonction quel-
conque non-décroissante) et si au lieu de [0, =] nous prenons un intervalle
quelconque [a, b]. :

5. Nous pouvons nous poser des problemes de la convergence d’une
suite monotone par rapport i un céne (ou un clin) K lors_que cettelz suite
est bornée. La propriété d’étre bornée peut s entendre ou t’nen dans le sens
de la norme (les termes de la suite sont également bornés en norme) ou
bien dans le sens du semi-ordre par rapport au cone (ou au clin) considéré.
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La suite (f,(%))m=1 est bornée dans ce sens si’l existe un fe Cla, b] pour

lequel f,, (%) é f(%) pour tout . Par exemple la suite (x™ 1)1 de C[0, 1] est

monotone par rapport au cone K et est bornée dans le sens du sémi-
Ki=1)

ordre par rapport & ce cone, puisque dans ce cas fal2) < 0, m =1,

9. ... La suite considérée n'est pas convergente au sens de la norme

de C[0, 1].

6. La monotonie par rapport au cone K{ 10 C C[a, b] est une propri-
£té plus forte que la monotonie par rapport au cone K, C Cla, b). Dans
le cas du céne K(*’_,,o) nous avons le

THEOREME. Si la suite (f,,(%))m=1 de C[a, &) est monolone par rapport
au cone K, et si les conditions suivantes somt vérifiées :
: i ) K?-—-I,O)
1° il existe un fe Cla, b] tel que f,(x) <
2° la suite (AI[Q)$=1 est bormée,
alors la suite (f,(x))m=1 est uniformément convergente sur [a, b)].
Dans I'énoncé nous avons

flx), m=1,2 .

A [g] = sup |[#,, %,; gl 1,

le supremum étant relatif A tout groupe de deux points distincts x,, %,
de [a, b]. Lorsque A;[g] est fini on dit que la fonction g est a différence
divisée d’ordre 1 bornée.

Pour la démonstration nous utilisons les deux propriétés suivantes:
e éz; izz’utfz d’bzﬁnetsuite de fotnctions a différence divisée d’ordre 1 également
: a, b] et convergente su ; ]
4 différence divisée d’ordri 1 bo:nzﬁaqm HEEhA T [Pt 8 AR s

Toute fonction & différence divisée d’ordre 1 bornée sur (@, b] est continue
sur cet intervalle. , -

Remarquons que de la condition 1° il résﬁlte que

'(4) fm(x) gf(x)! xe€ [a': b]: m=1, -

De la monotonie par rapport & K=, 4 il résulte que
®) fal#) < faa®), 5= [0, 8], m=1,2, ...
et
)

[, xz;»f,,.] < (%, %25 fua], m=1,2, ...

sur tout groupe de 2 points distincts Xy, %3 de [a, b].

A"(g) = Sup |[x1, xg, o
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De (4) et (5) il résulte que la suite (f,,(%))m=1 est bornée supérieurement
et étant non-décroissante est convergente sur tout point de [a, b]. Désig-
nons par g la fonction limite. De (6) et de la condition 2° il résulte que
la suite ([x;, %, ; f,,])m=1 converge sur tout groupe de deux points distincts
%, %, de [a, b]. La limite est d’ailleurs égale a [x,, #,; g]. Il en résulte

que la fonction g est continue sur [a, b]. D’aprés un théoréme de Dini

[2] la suite (f,(*))m=1 converge uniformément vers g(x) sur [a, b].

Comme une conséquence on déduit une propriété analogue pour le
cone K{_, . pour un # donné (> 0) quelconque. L’énoncé de cette pro-
priété résulte du théoréme démontré plus haut, en remplagant Ki 1,0, par
K{_1m et dans la condition 2° la suite (A;[f,])m=1, Par (A,[f,])m=1 OH
o) X1 g]l
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