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SUR LA NOTION DE CONVEXITE DANS LA THEORIE
DES DISTRIBUTIONS*

par
Elena POPOVICIU-MOLDOVAN
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1. Dans cet article nous allons étendre la notion de convexité et cer-
taines propriétés des fonctions convexes d’ordre supérieur, aux distributions
(fonctions généralisées). Dans la suite nous partons de la définition des
distributions donnée par 1. MIKUSINSKI et R. SIKORSKI [1] et nous considérons

uniquement des distribitions d’ordre fini dans le sens de ces auteurs.

2. Nous allons d’abord rappeler, toujour:
R. SIKORSKI [1] la notion de suite fondamenta
définition de la distribution: -5 N :

(a). La suite {f,(x)} de fonctions conbinues Sur Vintervalle (4, B) es
dite fondamentale, s'il existe un entior k=0 et une swile {F,(%)} de fonc-
tions continues sur (A, B) tels que

(1) FO() = ful#), =12
¢ uniformément Sur (A, B).
< < oo et dans

Dans cette définition on suppose que — 005 AkflesB %1 ctiofls Ly
le premier membre de (1) figurent les dérivées d orire s presa )
(la dérivée d’ordre O est la fonction elle 1_nerinf§). ue; g gt
umiforme do 1a suite (Ful#)} 3% (4 B) S8 ac (4, B). Si (o) est To
oiotnEupay S R0 sous-intervalle e convergente, nous écri-
s 45 1 el ] presque 17 i G, (%)} convergent presque uni-
Jous Fle) KGR 28 e 118 {Fﬁgx)gérfv&({s bt = F(x) £ Gyla), ou
ormé sme limite 10 > ! " S b
bien e;ll?slit 1}7 e(r;,) 1:? geGni(x), lorsqu’il est inutile de mettre €n évi ‘eu
fonction limite commune F(%)-

*) ce travail a été présenté 2% collogue
Septembre 1962.

»

s d’aprés 1. MIKUSINSKI et
le, sur laguelle est basée la

et la suite {F,(x)} converge presq®
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Dans la suite]nous’ne considérons que des fonctions définies syr Pin.
i * ! St 7 %
tervalle (4,B). L’indice n des suites considérées parcourt la suite des nog,.
’ < 4 .
bres naturels 1, 2, ...

(b). Deux suites fondamentales {f,(x)}, {g,(%)} sont dites équivalentes
si et seulement s'il existe unm entier R =0 et deux swiles {I,(x)}, {G, ()

tels que

2) F(x) = f(%), G(x)=g,x), n=12 ...
et
(3) F vy == G (%)

On emploie le signe ~ pour l'équivalence ainsi définie des suites. Donc
si les suites {f (%)}, {g,(x)} sont équivalentes nous écrivons {f, (%)} ~ {g,(x)}.

(c). Toute classe de suites fondamentales équivalentes est une distribution
(fonction généralisée). Un élément de la classe est dil une représentante de
la distribution respective.

Lorsqu'il n’y a pas danger de confusion, on peut désigner une distri-
bution par une seule lettre.

3. Dans [1] on a démontré que toute distribution d a une représen-
tante { P (%)} dont les termes P, (») sont des polynomes. On peut obtenir
une telle représentante en utilisant les polynomes de Bernstein. En effet,
soit {f,(x)} une représentante de la distribution 4 et soient £ l’entier-et
{F.(x)} la suite qui figurent dans la définition (a). Soit F(x) la limite de
la suite {F,(¥)}. C'est une fonction continue sur (A, B). Le polynome

B,[F; %; [a,b]]= i(ﬁ)F{a+ab_‘”’(x—a)“(b_

X n— est le po-
(b—a)* =0 n l)

lynome de Bernstein de degré n» de la fonction F(x) et correspondant

a l'intervalle (fermé) [a,0] (a < ). Considérons la suite décroissante {@}
et la suite croissante {b,} de nombres tels que a, < b, n =1, 2, .., a,~4,

b,— B pour n-r»oc0, De la convergence uniforme de la suite { B, [F; % ; [4, b]]}
sur [a,b] vers F(x), il résulte qu’on peut trouver une suite d’indices {Jur
croissante et tendant vers oc de maniére que la suite {B; [F; x; (44 b1l
converge preS(.]u.e uniformément vers F(x) sur (4, B). " :
mDe.la déf1m?:ion (6) de I'équivalence des suites il résulte que la s oe
{B,J',. [F; %;(a, 5,11} est une représentante. de la distribution 4. Nous dirons
quune telle représentante est une Teprésentante polvnomiale du type ()

) est convexe, non-concave, polynomiale, 110”;
tout sous-interyall cave d'un certain ordre sur (4, B), alors st
ervalle [a,,5,] le polynome B, [F: x- [a,,b,]] jouit, pour J»

"

suffisamment grand, de la mé 4 8 tion
o} e epnvens o meme propriété de convexité [5]. Une fonc

concave, polynomial 2 . tivemen
concave d'ordre ! (> — 1), suiv pt Y ale, non convexe respec el
= ) vant que la différence divisée (d’ordre
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de f(x) reste >, =, =, < respectivement < 0 sur tout
points (distincts) de lintervalle de déf ot ) 1],

inition de la fonction (%) [4]. La
tions non-concaves (non-convexes)
onction non-concave (non-convexe)

limite d’une suite convergente de fonc
d’ordre ! sur un intervalle est une f{
d’'ordre [ sur cet intervalle,

Nous 11‘911‘1serous les propriétés, bien counues, des fonctions convexes
d’ordre supérieur et de leurs dérivées de divers ordres.

En particulier, la dérivée d’ordre I 4 1 (supposée existente) d’une
fonction non-concave (non-convexe) d’ordre / est non-négative (non-positive).

Si une fonction a une dérivée d’ordre [ 4+ 1 positive (négative), elle est
convexe (concave) d’ordre /.

5. Sur lentier £ = 0 qui figure dans les définitions, (a), (b) on peut
faire quelques remarques. Soit &, = ko({f.(%)}) la plus petite valeur de k
dans la définition (a), pour une suite fondamentale donnée {f.(2)}. 11 existe
alors une suite {I, ,(x)} de fonctions continues sur (4,B) telles que Fio)(x) =
=fu(%), n =1, 2, ... et F,,(x) = Fy(x). La fonction limite Fy(x) est bien
déterminée, a un polynome additif de degré k, — 1 prées. De méme, si
{fu(%)} ~ {g.(x)} le nombre k de la définition (b) a un minimum => 0 égal
A koo = kool f,(%)}, {g.(%)}). Le nomre &, jouit d"une propriété analogue
a celle de #k,.

6. Considérons la distribution qui a comme une représentante la suite
{c} avec tous ses termes égaux 2 la constante c. Nous la désignerons par
[e] et nous dirons que c’est une distribution constante.

Lemme 1. Si ¢ >0, la distribution constante [c] w'a aucune repré-
sentante {g,(x)}, dont les lermes sotent tous mnégatifs.
Supposons le contraire, donc que {g,(x)} soit une représentante de
[c] avec g,(x) < 0, x =(4,B) n=1, 2,...11 existe alors lentier # =0
¢t les suites {G,(x)}, {€,(x)} de maniére que

4 . CH(x) =g(n) n=12...
) eMx)=¢, n=12 ...
et

G, (x) 3 F(x) & €,(x)

De (5) il résulte que @,(x) sont des polynomes de degré (1: dont lepzllt;s
. ici : ion limite F(x) est donc un poly-
ha_ut coefficient est égal a ;f_:‘ I.a fonction limite (%)

- " = 1,2 0.
lome de la méme forme. De I'hypo those g"(x)s(‘)ito,cgneca(fe,sB()i,’;:dre kR— 1
St de (4) il résulte que les fonctions G dre & — 1. Mais la différence

Leur limite F(x) est donc non-convexe d’or
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divisée d’ordre k de F(x) (polynome de degré k) est constamment égale
3 £ qui doit donc &tre < 0, ce qui contredit I’hypothése ¢ > 0.

Le raisonnement est valable aussi pour & = 0. Dans ce cas la suite
{g,(x)} converge presque uniformément sur (A, B) vers la constante posi-
tive ¢. Nous ne pouvons donc avoir g,(x) <0, 2x€(4,B), n=1,2

Parmi les représentantes de la: distribution constante [0] il existe
des suites ayant tous leurs termes positifs et aussi des suites avant tous

leurs termes négatifs.

7 Lemme 2. Sila distribution d, différente de la distribution {0],

** a une représentante {f,(¥)} dans laguelle tous les termes somt positifs, alors

elle w'a aucune représentante avec des lermes [OUS négalifs.

Supposons le contraire et soit alors {g,(x)} une représentante de d
ayant tous ses termes négatifs sur (4, B). Il existe un entier & > 0 et les
suites de fonctions {F,(x)}, {G,(x)} tels que

(7) FP () =f(x) >0, x=(4,B),n=1,2, ...
8) GP(x) =g.%) <0, x=(4,B),n=1,2 ..
et '

) F,(x) 2 F(x) £G,(x).

De (7) et (9) il résulte que la fonction limite F(x) est non-concave
d'ordre £ — 1 et de (8) et (9) que cette fonction est non-convexe
d'ordre £ —1. Il en résulte que F(x) est un polynome de degré k ~1
sur (4,B). Mais si F(x) est un polynome de degré & —1 sur (4, B), 1a suite
fondamentale {F,(x)} est équivalente avec la suite fondamentale {F (2}

avec touks les termes égaux a F(x) donc {F,(x)} ~ {F(x)}. Il en résulterait
que (%)} ~ (FW(z)), donc {f,(x)} ~ (F®(x)), ce qui est impossi
puisque F®(x) = 0 et, par hypothése, d 3= [0]. ‘
. Remarquons que le cas k£ = 0 n’est pas exclu, un polynome de degr
1 étant un polynome identiquement nul.
Le lemme 2 est donc démontré.

« 8. Définition 1. La distribution d est dite mom-négative '®

e : . 4 ”
Positive si elle a une veprésentante {f.(2)}, sl emw

la suite décroissanie {o,} et la suite croissante {B,) de nombres, telles 4 0

a,,<Bm n=1,2,-.. et an'—fA, BH—PBJ poru,y n— 00 ef St fﬂx);

& [e, P n=12,... respectivement () <0, x s [, B.) #= 1,2+

Il en résulte qu'une distributi i “
- stribution ‘qui a une repré t x)} &
ful®) >0, xS(4,B), n=1,2, ... , est non—néegl;:?iir.ltan R
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On peut remarquer que la propriété exprimée
’ o S o par le .lemme 2
étre étendue aux distributions non-négatives. Nous avons notanenme lﬂeﬁ

IL,emme 3. St d est une distribution non-néoats ffé
distribution constante [0), elle ' a aucune représentante %[giz(gce)'} ?g{ﬁ;ﬁt; c(i;)l<a
<0, xs(a,, b, n=12,..., o [a,b,]C (4, B),lasuite de nombres {awi
dlant décrotssante et la suite de mombres {b,} croissanie et a,— A, b — [
pour n— 90. ) " ot

La démonstration est analogue a celle du lemme 2.

On montre d’abord que 4 ne peut avoir une représentante avec tous
les termes négatifs sur (4, B).

Considérons maintenant une représentante {f,(x)} de d ayant tous
les termes non-négatifs sur les intervalles repectifs [«,, 8,] et supposons
que, contrairement a4 ce qu'on veuille démontrer, 4 ait aussi une représen-
tante {g,(x); dont les termes soient non-positifs sur les intervalles [a,, b,]
respectifs. On suppose que les extrémités des intervalles [a,, 8,], (4, b,]
vérifient les conditions de la définition 1 et du lemme 3. Remarquons
qu'a tout n il correspond un indice j, tel que [o,, B.] C[a,,,b;,]. Pour montrer
Iinexistence de la suite {g,(x)}, nous pouvons appliquer aux suites
fondamentales {f,(x)} et {g,(%)}, le raisonnement utilisé & la démonstra-
tion du lemme

On peut démontrer une propriété analogue pour les distributions
non-positives. D’ailleurs, si 4 est une distribution non-négative, son opposée
— d est une distribution non-positive et réciproquement et la propriété
en résulte.

9. Du lemme 3 il résulte qu'une distribution ne peut étre en méme
temps non-négative et non-positive, sans se réduire 4 la distribution cons-
tante [0]. ' N

De la définition 1 il résulte aussi que la mise en évidence des distributions
non-négatives et non-positives revient 4 la consideration des dl.stnbl_ltlon
qui ont des représentantes {f,(¥)} dont les termes f,(x) sont de signe inva-

riable (sont tous non-négatifs ou tous-non-positifs) sur les intervalles [, B.]
e dans la définition. Le lemme 3 nous

correspondants de la forme spécifi€ n. Le le
montre que si une telle distribution est différente de la distribution constante
[0], elle a parmi les représentants avec des terms de 51g11e’1m;§lfr1able set[tlem?an']c
des représentantes {f,(x)} avec des f,(x) tous non-négatifs sur (o, B,
ou bien seulement des représentantes {f,(¥)} avec des f,(x) tous n?nng]I-
tifs sur [«,, 8,]. La suite des intervalles [0, Ba] dépend, en general, de la

représentante 1)} considérée.
” J

istibuti i . ble (donc non-négative ou non-positive)
Une distibution de signe invarna ( dans lesquelles les termes fulz)

Peut avoj i ssentantes (%)} R S .
oir aussi des représen L5 sme une distribution qui a une

ne so i tant. De me LT
nt pas tous de signe constal (tous) positifs (tous négatifs) sur (4, B)

TePrésentante vec les f.(% éga ;
pour # = | Z{fn(x) i)eit aussij;.tx(zo)ir des représentantes vérifiant les proglr'llé
€tés des distributions non-négatives (non—p051t1ves) de la dihrm;:;née?g; it
les termes non-négatifs (non—positifs) pouvant aussi sannuie

Points de P'intervalle (4, B
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10. Les définitions et les propriétés exposées jusqu'ici éj;aie’n_t relativeg
au comportement de la classe des suites fonc_lamentales’ qui définient ype
distribution, par rapport au céne K, des fonctlon_s non-negatives de I’espace
Cia, 3 des fonctions continues sur (4, B). Ce point d? vue est susceptible
d’étre étendu en prenmant au lieu de K, un autre coéne convenable,

1l. Lemme 4. Si une distribution d, qui ne se réduil pas & ux
polynome de degré 1, a une représentante {f,(x)} dont les termes f(x) sont tous
convexes du méme ordre | =— 1 sur (A, B) alors cetle distvibution d w'a ay.
cune représentante {g,(x)} dont les termes g,(x) soient tous concaves d’ordre |
sur (A, B). '

La démonstration est basée sur la propriété des suites convergentes
de fonctions convexes d’un méme ordre d’avoir une limite non-concave
du méme ordre.

Supposons le contraire, donc qu’une représentante {g,(x)} de la forme
indiquée dans le lemme existe. Il existerait alors un entier & =0 et les
suites de fonctions continues {F,(x)}, {G,(x)} tels que

(10) Fx) = f,(%), GP(x) = g,(x), n=1,2,...
et’ :
(11) F () = H(x) & G,(x).

11 résulte, des hypotheses faites sur les fonctions Ju(%), g.(%), que H(x)
est en méme temps non-concave d'ordre % + ! et non-convexe d’ordre
%k +1, donc est un polynome de degré % + 1. La suite fondamentale { H®(x)}
dont les termes sont tous égaux au polynome H®(x) de degré [ est équiva-
lente’ ala suite {f,(%)} et la distribution 4 se réduit 4 un polynome de
degré /, ce qui est par hypothése impossible.

Une propriété ‘analogue subsiste pour les distributions ayant une
Tepresentante avec des termes tous concaves du méme ordre / = — 1.

Pour I = — 1 on retrouve le lemme 2.

12. Définition 2 Une
ﬁ?jf,’:ﬁ:ﬁ” ‘; ‘g degré | = — 1 est dite non-eoncave respectivement non-convexe
syl — 1 57 elle g une représentante (f,(x)} domt les termes f,,(x)
valle [: . 3?‘5)120?26‘!;;8 respectivement non-convexes d’ordre | sur l’mﬂlr .

v ny Pn ) ;n“—:l,z,..., les Y1 ; ayant v&
meme structure que dans Jg définition 1Sm es de nombres {a,}, {B,} &y
On a aussi le '

Lemme 5 S%dest d 1 . ' 1)
différente @ e is,t”b'“t”on non-concave ‘d’ordre I (1 = — '
teljl-j; =~ g,,(j:)n polynome de degré 1, elle w'a aucune feprésgﬂtantgl{g”(x)}

S0t non-conyexe d’ordre 1 b ;
b sur [a ; a,} {on
ayant la méme Structure que dans le lemme 3 (@4, b,], les suites {a,}

distribution qui me se rédwit pas @ wh
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La démonstration est analogue i celle du lemme 3.

Une propriété analogue a lieu pour les distributions non-convexes
d'ordre /.

Une distribution qui ne se réduit pas & un polynome de degré I ne
peut étre en méme temps non-concave d’ordre / et non-convexe d’ordre I,

Les remarques qui suivent le lemme 3 peuvent étre étendues au lemme 5.

Pour [ = — 1 nous retrouvons les propriétés relatives aux distri-
butions non-négatives et non- positives, donc aux distributions de signe
invariable. .

Une distribution non-concave d’ordre 0 respectivement non-convexe
d’ordre 0 peut étre appelée une distribution non-décroissante respec’:tl-
vement non-croissante. Le cas [ = 0 est donc celui des distributions qu’on
peut appeler monotones.

13. Dans le travail cité de 1. MIKUSINSKI et R. SIRORSKI (1], on a dé-
fini les dérivées de divers ordres d’une distribution. Nous pouvons allors-
étudier le comportement des dérivées des distributions jouissant d’'une
propriété de convexité d’un certain ordre donné.

Si {P,(x)} est une représentante & termes polynomiaux de la distri-
bution d, la suite {Pff’ (%)} est une suite fondamentale et est la représent’ante
de la dérivée d'ordre I, 4" de la distribution d. Si {f,(x)} est une représen-
tante de la distribution d, ky = ko({f,(¥)}) et si {F,(x)} est une suite de
fonctions telles que F{(x) = f,(x), n =12, ..., F (%) :;’.F(x), alors de
la non-concavité d’ordre I des fonctions f,(x) sur lintervalle [a, Bl
n=1,2,..., il résulte que la représentante { B}ﬁ“) (F;x; [, B,]]}a ses ter-

(ko) . 5 leurs
mes non-concaves d’ordre / et lgs polynomes B; [F;x; [, B,]] ont leurs,

dérivées d’ordre I 4+ 1 non-négatives sur [a,, ﬁ,,].. o
Une propriété analogue a lieu pour les distribu
d'un certain ordre donné /.

fons non-convexes

4. Nous pouvons donc énoncer les

(non-convexe) d’ordre

: e -Concave
THGEOREME 1. Si la distribution d est non L4 1 de d) est non-

L= — 1), alors la distribution d**" (dérivée dordre
négative (mom-positive).
; srivée d’ordre | + 1
THEOREME 2. Si la fonction continue f(;c)_ a uzzrf?(%;)fee;f ;’o ik e
(dans le sens généralisé) non-négative (non-post 1e),
(”On-convexe) d’ordre 1.

, 1 3 est nON-CONCAVE (non-conve:fe)
] D 1o e STl co'nmﬁedﬁfr)ibution avec laquelle elle coin-

dordre'| (4 ituel), alors ,
£ ans le sens habituel), edré L
Cide est ugrze distribution non-concave (non-convexe) d
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THEOREME 4. Si d est une distribution non-concave (non-convexe) d’orgdy,
1, qui se rédwit & la fonction continue f(x), alors f(x) est une fonction non-
concave (nom-convexe) d'ordre 1.

Pour la démonstration soit {f,(x)} une représentante de d avec (e
termes f,(x) non-concaves (non-convexes) d'ordre [ sur les intervalles
correspondants [e,, B,]. Si la suite { f,,(x).} est presque uniformément cop-
vergente sur (4, B), sa limite est la fonction f(x), qui est donc non-concave
(non-convexe) d’ordre /. Si {f,(x)} n'est pas presque uniformément con-
vergente, nous utiliserons la propriété que de la non-concavité (non-con-
vexité) d’ordre ! de 4 il résulte la non-négativité (non-positivité) de sa
dérivée généralisée """ d’ordre I 4+ 1. Il en résulte que la représentante
du type (B) de la distribution 4 a des termes non-concaves (non-convexes)
d’ordre / et converge presque uniformément vers f(x), donc que f(x) est
non-concave (non-convexe) d’ordre /.

THEOREME 5. St {d,,}m—1 est une suite convergente de distributions loutes
non-concaves (non-convexes) d'ordre I, la distribution limite est aussi non-
concave (non-convexe) d'ordre I.

La convergence est celle définie dans [1]. Si {f,,.(x)} sont des repré-
sentantes des distributions 4,,, la suite considérée des distributions a la
limite d s'il existe un entier £ = 0 lune fonction continue F(x) et une suite
{F,(%)}m=1 de fonctions continues tels que la suite fondamentale ayant
tous ses termes égaux 2 Ff,'f’(x) soit équivalente A la suite fondamentale
{fun(x)} et ceci pour m = 1,2, ..., la suite {F,.(%)}m=1 comnverge presque
uniformément vers F(x) et la dérivée généralisée F™ (x) de F(x) soit égale
a la distribution 4.

15. Dan’s le travail cité [1] on donne des exemples de distributions
par des représentantes correspondantes. Ainsi la distribution pour laquelle

fldy=—1 _ w12,
1 + e—nx

est non-décroissante.,

La distribution 8(x) de Dirac, avec la représentante

ful#) = f;

1 ,

x+ﬂ{k—%—mﬂyn=hzm
n E n

est non-négative.

Dans les deux exemples 4 = — oo, B — oo

16. 1’idée de ce travail,

i oy e I8 e one Tallure
de convexité de- leurs représ ek S distributions d apres Palles

entantes, peut étre étendue, en remplagant
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les hypothéses _de’ convexité par. d’autres hypothéses analogues, plus
géne‘rales, exprimees par I'allure de certaines fonctionnelles différentes
des différences divisées. Une telle généralisation peut étre obtenue en
considérant la convexité d'une fonction par rapport 2 un ensemble inter-
polatoire donné 2.8].

Les résultats de ce travail peuvent étre étendus aux distributions
d’ordre infini.
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