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.SUR LES CLASSES D’ENSEMBLES INTERPOLATOIRES .
QUI SONT COMPARABLES PAR RAPPORT
A LEUR n-VALENCE
par
ELENA POPOVICIU-MOLDOVAN
A Cluj

1. Dans un travail antéreur [4] nous avons donné la définition de la
relation de n-valence de deux ensembles interpolatoires d’un méme ordre #.
Un ensemble (# de fonctions continues sur un intervalle fini et fermé [a, 5]
est interpolatoire d’ordre » sur [a, b], ou du type I,[a, b], si pour toute

suite de » points distincts xy, %,, ..., x, de [4, b] et quel que soient les
nombres coorespondants y;, ¥,, ..., ¥,, il existe un et un seul @ € (F tel
que o(x) =9, 1=12,...,n. La méme définition s'applique, au lieu

de lintervalle [a, b], & un ensemble quelconque de I'axe réel.

Une fonction f définie sur [a, b] est dite, voir [1], #-valente par rapport
A un ensemble (% du type I, [, b] si, quel que soit g € (7, la différence f(x) —
— g(x) s’annule sur au plus # points de [a, b]. Cette notion de z-valence
et les propriétés qui seront utilisées dans ce travail sont contenues dags'
les travaux [1, 2, 3, 5].

Nous disons [4] que l'ensemble (Z du type I,[a, b] est n-valent par
rapport 4 'ensemble & du méme type si tous les éléments d‘e('} sont #-va-
lents par rapport a4 4. Cette relation entre (F et g est symétrique et nous

pouvons l’écrire sous la forme (£ > 4.

querons nos résultats antérieurs [4] a quel-
particulier, les propriétés de l’enser‘nble
b] qui sont n-valents par rapport a un

Dans ce travail nous appli
ques exemples et nous étudierons, en
de tous les ensembles du type 1,[4,
ensemble donné du type I,[a, 0]
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2. Soit (F un ensemble du type I, [a, b] et désignons par@(F) I'ensemble
de tous les ensembles du type I, [a, b] qui sont n-valents par rapport acg,
donc

(1) HeV(F) @ 1 3 &

Nous disons que@((#) est un ensemble ou une classe de n-valence [4].
Pour simplifier nous désignerons par &{(Q((F)} V'ensemble des fonctions
qui sont éléments ou bien de (Fou bien d'un élément de la classe @((F).

Donnons d’abord quelques exemples.
Nous désignerons par P, I'ensemble de tous les polynomes de degré
2
et par @, (4, = Ay, &, = Ay, ..., 0, =4) lens.en'lble des polynomes
agx® 4+ a;x"1 4 ... +a, dans lesquels les coefficients ai,a, ..., q;
ont respectivement les valeurs données A,, A,, ..., A,, les autres coeffi-
cients prenant des valeurs réelles quelconques.

Lemme 1. L'ensemble 8{D(P,)}, (n=0), contient tous les poly-
nomes de degré n + 1.

On voit toute de suite que @(P,) contient tous les ensembles
P,i1(ao=4), ot A a une valeur donnée différente de zéro. I'ensemble
8{@(P,)} contient donc tous les polynomes de degré = 4 1. Pour
A#0on a@,,, (@,=4) > P, Ici on peut supposer que l'ensemble
sur lequel a lieu la propriété interpolatoire soit tout I'axe réel.

Lemme 2. L'ensemble S{(WP,)} contient aussi des fonctions qui
ne sont pas des polynomes. :

: En effet, si n = 0, il suffit de considérer I'ensemble de tous les fonctions
-de la forme f(x) + ¢, ou f(x) est une fonction strictement monotone qul

: . +b
ne se réduit pas a un polynome (est, par exemple, la fonction 2 ‘x - ) =

o

a+b
— | =)

et ¢ une constante réelle quelconque. Cet ensemble est

2
interpolatoire d’ordre 1 sur un intervalle de stricte-monotonie de f (par
exemple, Uintervalle [a, b]) et est univalent par rapport a (P, On peut
remplacer [a, b] par un intervalle quelconque, fini on non, fermé ou non

(dans l'exemple donné on peut prendre au lieu de% (@ +.b) un point in-

térieur quelconque de lintewvalle). Pour » >0, il suffit d’appliquer =
méme idée, choisissant une fonction f(x) convexe (ou concave) d’ordre #
et construisant I'ensemble des fonctions f(x) 4+ P(x) ot P(x) est un poly-
nome quelconque de degré #. I’ensemble ainsi construit est interpolatoir®
d’ordre # 4 1 sur un intervalle de convesité (ou de concavité) <f1’0f.dl'e *
de la fonction f(x) et est (n 4 1)-valent par rapport a (@,. Il est facile ge
voir qu'on peut choisir la fonction f(x) de maniére qu’elle ne se réduisé
Pas & un polynome sur l'intervalle considéré. '
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3. Pour un ensemble (%4 ¢ on p
probléme de trotver L [‘?' ;] donue_, i 1. e
e i » Pour un ensemble interpolatoire de fonctions, d
EIBS appartenance ou de non-appartenance 3 D(F) i
€ meme, on peut se poser le probléme d’examiner sf &f (7 i
; si &{ @
ou mnon un sous-ensemble interpolatoire d’ordre supéﬁeérdé(;cl%ugogzlent
. L’exemple sutvant nous montrera que de tels problémes se pose(ft-
ng urellemept. L ensemble (,’02 (@ =1, a, = 0) des polynomes .de la forme
x —I— ¢ est 1interpolatoire d’ordre 1 sur lintervalle [—1, 1] et @D, est
aussi d1.1 .’cype I, [— 1, 1]. Mais la relation Py (ag =1, a, =0) > P, L’est
pas vérifiée. Pourtant les deux ensembles appartiennent i la ‘méme classe
d’univalence O(Py(ay = 2)), Iintervalle d’interpolation étant [(—1, 1].
Une construction analogue peut étre étendue i I’ensemble ) " un
indice # quelconque. )
Le lemme 1 nous montre qu'il existe un ensemble interpolatoire (¥,

tel que 8{@(F)} contient un sous-ensemble interpolatoire d’
grand que celui de (F. polatoire d’un ordre plus

, avec un

4. Nous allons démontrer le

' THEOREME 1. Si (F est un ensemble du type I,[a, b] on n=1, alors
Vensemble &{((F)} ne contient aucun sous-ensemble du type I,.,[a, b].

En effet, dans le cas contraire, si g(x) est un élément de (%, x, < x, <
< ... < X,y sont # + 2 points distincts de [a, 8] et y,, y,, '
sont 7 4 2 nombres tels que :

sg [g(%:) — ] = — sg [g(%i)) — Yint]520,6=1,2,...,n + 1
il existerait un élément ¢(x) de 8{D((F)} tel que-

s 0 Bl

o) =2 =12 0.8+ 2

Alors, par suite de la continuité, la différence f(x) — g(#) s'annulerait sur
au moins #n+41 points distincts de [a, b], ce qui contredit la définition de

OF).

5. Nous allons utiliser la notion d’épi [4]. Considérons un ensemble-
(F du type I,[a, b] et désignons par J6((F) un sous-ensemble de ‘d)((}) et par
8{ Z6((F) } ensemble des fonctions qui appartiennent ou bien & (£ ou bien
A 1'un des éléments de #((F). Considérons alors les points

2 £y 40 By 5a s
de [a, b] et les nombres
(3) yl; y2l e o) yn

correspondants

9 — Mathematica vol. 7(30)
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Définition 1. L'ensemble des éléments de &{ 2‘6((’%)_} quf' sur les
points (2) premnent les valeurs (3) respectives s'appelle un épt de Uensemble
H((F) et mous le aésignons par
xl: xz: am ey xn
yl’ y2: sy y”
1/épi (4) contient un élément et un seul de chacun des élements de
Z((F) et aussi de (F.

Définition 2. Sil'épicontient, pour tout point xy € [a, bl, %o 7 %,
i=1,2 ..., n ¢ pour tout nombre y, donnés, un élément et un seul qui
prend la valeur yo sur %o, nous disons que cet épi est interpolatoire d’ordre 1.

4) 5§ { H(F) ;

Cette propriété interpolatoire de 1'épi (4) a lieu sur I"ensemble [a, b] —
" Nous utiliserons la notion d’épi pour préciser certaines propriétés.

de I’ensemble &{@(F)}-
6. THEOREME 2. Si (F est un ensembdle du type I,[a, b] et si:

1° 4l existe un ensemble @ du type I,..[(a, b] qui a un ensemble J6((F)
de sous-ensembles chacun n-valents par rapport & (F,

2° quels que soient les points (2) de [a, b] et les nombres (3), Vépi (4)
est interpolatoive d’ordre 1, 7

alors 8 {W(F)} a un sous-ensemble du type I, [a, b].

I ensemble & étant du type I,,,[a, b] les éléments de Z((F) sont deux
3 deux n-valents I'un par rapport & l'autre .Ceci signifie que deux éléments.
différents de 6 {Z5((F) } coincident sur au plus % points distincts de [a, bl.
Ensuite, quels que soient les points

(5) Bl . il
de [a, b] et quels que soient les nombres
(6) %1» “2; ..

o Uty

I'ensemble &{#((£)} contient un élément et un seul qui prend sur les
points (5) les valeurs correspondantes (6). En effet, considérons 1'épi

tﬁ, t,‘., « ey ti” }

Uiy Uiy - W

(7) S B(F)

on 1< << ... <, <n+ L

. Par hypothese, 'épi (7) est interpolatoire d’ordre 1, donc pour I'indice
i, 1 <i<<n + 1 différent de tous les indices %y, i,. . ., 4,, cet épi contient

4

__.__.___k =,

B ———

e

.
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: b by vony by
une fonction et une seule g,(x) = o, (“1 g u” ; x)qui sur le point
i y eeey Wy i

t; prend la valeur ;. Cette fonction o, est indépendante de la suite partielle
t.-.l, %, ..., &, de (5) que I'on prend pour la formation de I'épi (7). En effet,

Si mous prenons une autre suite partielle (croissante) &, 4, ..., L qui
n

contient le point #; mais non le point ¢;, 'épi 3

by b 4
( ) Sl 26((;) Ty, Wiy e e, 'Mjn
. , [P 7S A .
contient une fonction et une seule ¢;(x) = g; : ; % | qui
Uy, Ha, Ypty

sur ¢ prend la valeur #;. La fonction ¢; de (7) appart,ient a l’épi (8) et prend
la valeur u; sur #. La propriété interpolatoire d’ordre 1 de 1'épi (8) nous
montre que la fonction ¢,(x) doit coincider avec la fonction ¢,(x).

Le théoréme est donc démontré.

7. Pour donner un exemple considérons la suite g,(%), ga(%), ..., €x(%)
de fonctions continues sur [, b] et formant un systéme de Tchebycheff
sur cet intervalle. Soit g,,,(x) une fonction continue de maniére que g,(x),
g2(%), .., &%), €n41(%) forment également un systéme de Tchebycheff
sur [a, b]. On connait des conditions sous lesquelles on peut trouver une
telle fonction g,.,(%)[6]. Soit &; l'ensemble des combinaisons linéaires
des fonctions g;(x), ¢ = 1,2, ..., k. Alors g, est du typel,[a, b] et &4,,,
du type I,,,[a, b]. Dans ce cas &,,, est un sous-ensemble de &{ V(4,) }-
En effet, pour tout 4 constant donné, I’ensemble des fonctions dela forme
Ag, (%) + f(x),0ou f€ g, est du type I,[a,b] et est n-valent par rapport
4 g, si As#0. Il appartient donc & @ (4,). Ceci signifie que G, CE{D(4,)}-

8. THEOREME 3. Si (F est un ensemble du type I,[a, b] et st les condi-
tions swuivantes sont satisfaites:

1°. 51 existe un ensemble J6((F) de sous-ensembles de &{V(F) }\qu’i sont
n-valents par rapport & (F et deux & deux n-valents Uun par rapport & Uaulre,

2°. tout épi S{?ﬁ((ﬁ) o T i wm x,,} est interpolatoire d’ordre 1, au
| y1,y2,.--,y,. . .
sens de la définition 2,
alors S{@(F)} @ wun sous-ensemble du type I,.[a, b].} y
Pour la démontration, remarquens que, en vertu de ll}ypothese 15
il existe 1'épi de la forme (4) pour toutfe smge (2),et tov:t fys(tie’me dirzgir:;
bres (3). En admettant aussi I’hypothése 2° de I'énonce, la émons

est analogue i celle du théoréme. 2.
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Pour donner un exemple considérons I'ensemble P, et soit f(x) une
fonction convexe d’ordre n sur [4, b]. Il est clair que P, est du type
I, [a, b]. L'ensemble @y(f) des fonctions de la forme «f(x) + P(x), oh
Pep, et « est une constante est du type [,+,[a, b] pour tout « fixé. Nous
avons &,(f) }(@” si o £ 0. La condition 2° du théoréme 3 est vérifiée, 1'en-
semble Z((P,) étant formé par tous les ensembles @,(f), 520 (la fonction
f étant donnée). Remarquons que 8{@(P,)} a un sous-ensemble dg type
I ..[a, b] dont les éléments sont de la forme af(x) 4 P(x) ol Pe@,
et « prend toutes les valeurs réelles.

9. Les exemples que nous avons donnés, nous les avons liés & desensembles
interpolatoires qui interviennent souvent dans la théorie de I'interpolation
et de la meilleure approximation. Nous pouvons donner d’autres exemples
formés par des fonctions vérifiant une équation différentielle et dans ce
cas la comparaison de leurs ensembles interpolatoires ont des répercurssions
sur des problémes polilocaux pour les équations différenticlles. Nous revien-
drons dans un autre travail sur ces questions et aussi sur le probléme de
la meilleure approximation par des fonctions appartenant 4 une classe de
n-valence.

10. Soulignons que dans cette théorie de la comparaison des ensembles
interpolatoires un réle important joue le fait que si pour deux ensembles

(F, g du type I,[a, b] a lieu la relation (£ X g, il existe des fonctions
de (F qui peuvent étre remplacées par des fonctions convenables de 4.
Si fe(F, g€ g etsiladifférence f(x) — g(x) s’annule sur » points, désignons
par J(f; &) respectivement par J(g; (F) I'ensemble des fonctions de &
qui coincident avec f(x) sur # points, respectivement I'ensemble des fonc-
tions de (£ qui coincident avec g(x) sur # points. Si (F*(f) = (£ — J(g; F)

g*(g) =G — J(f; 4), les ensembles (F*(/)U J(f; G) et G*(g) 1) I &’ F)
sont du type I,[a, b].

11. Considérons un ensemble (£ du type I, [, b] et la classe de n-valence
@((F). Nous avons le

THEOREME 4. Si Le@W(F) et si L est un ensemble sous-(F (sur-CF)s
alors (L) contient tous les éléments de CO(F) qui somt sur-(F (sous-F):

La démonstration est immédiate en vertu de la propriété suivante [4]:
si f(x) est une fonction (F-convexe ((F-concave) et £ est un ensemble
sous-(F (sur-(£) alors f(x) est .2-convexe (.2-concave).

Remarquons aussi que de .2 € @ (F), si £ est sur-(F (sous-(F) il résulte
que l'ensemble (% ; .£) = @(F) N (L) contient tous les ensembles g
sont sous-(F (sur-(£), 'ensembles (£ et tous les ensemble sur-.£ (sous-~=/:

P -
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