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LA REPRESENTATION DE LA DIFFERENCE DIVISEE
GENERALISEE PAR UNE INTEGRALE DEFINIE, DANS LE CAS
DES NOEUDS SIMPLES (I)

PAR
D. V. IONESCU

Hommage a M. O. Mayer a l'occasion de son 70-e anniversaire
q

1. On sait que si la fonction f€C"[a,b], on peut représenter sa
différence divisée sur les noeuds x,, x,,...,% ol aLx, < %... << x,<b
par une intégrale définie, ce qui veut dire que nous avons une formule
de la forme

1) [9s %psves 8,5 11 = §  (2) ) () .

Cest L, Tchakaloff [7] qui a donné pour la premiére fois la
formule (1), et nous Pavons retrouvée dans notre travail [4]. Nous avons
déterminé la fonction ¢ (x) égale 2 @, (x), ¢, (x),..., @, (x) sur les inter-
v.alles [?co, x:]s [x[, %,]5..05[x,_,, x,] comme la solution du systéme d’équa-
tions différentielles

) Pf" () =0, g (%) = 0,..., g (x) =0
avec les conditions aux limites s 5
@, (x)=0, gy ()= O g vy s , o2 (%) =0,
P, (%)=, (2)), @ (%) = @ (%) 54 onn @ TA(x)) =g{r2)(x,),

Py (xn—l) = Pp—1 (xn—l)z ‘P;(xn—a e ;P;i—] (x,,._l)s LERE ?95,"_2’ (x,,__l) =
J ¢ ' 7 % ] == @5:‘__12) (xﬂ_l) 3
v, (x,)=0, @, B | ————— > @2 (=0,
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et nous ’avons étudiée. Nous avons trouvé notamment que la fonction
@ (x) est positive sur lintervalle (x,, x,).
2. Dans ce travail, nous considérons la suite de fonctions

4) Yo (®) 3, ()50 053, (%)

définies sur Pintervalle [a, b] et satisfaisant aux conditions suivantes:
1° Les fonctions (4) ont des dérivées successives, au moins jusqu’au
ntme ordre, continues sur Pintervalle [a, &].
2° Les déterminants de Wronski

Yo (®) 3 (%), (%)

(5) W[yo:l yla---,y];- y;](x) y'l(x)"'y‘,. (x)

9 (%) ()90 ()

ne s’annulent pas sur Pintervalle [a, 8], pour r =0,1,..., n.
Nous désignerons, pour simplifier, ces conditions par les conditions (7).
On démontre que si les fonctions (4) satisfont aux conditions ()
elles forment un systéme de fonctions A. A. Markov [1] sur Pintervalle
[a, b], ce qui veut dire que les fonctions

Yo (J‘?), Y (x):"': I (x)

forment sur l'intervalle [a, 6], un systéme Tchebycheff pour » = 0,1,...n.
Dans ce cas, si on considére le polyndme généralisé

P(x) = agy(](x) -+ a, vy, (x) 5 wmict a,-.y,.(x) ()

avec des coefficients constants, non tous nuls, I’équation P(x) =0, a au
plus r racines réelles.
De méme le déterminant

Yolxg) (%) ..., (%))

(6) D(xn! Hioyncrny x) = Yo (xl) Y (xl)'--.y,, (x!)

|
Yo (x,) (%) 9,(x,) |
n’est pas nul, quels que soient les noeuds x,, x,...,x, sur Dinter-
valle [a, &].
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Ces deux propriétés sont valables pour r :0,1,...;72.
3. La différence divisée (1) est liée au systeme polynomial

1y g v i

En remplacant ce systéme par le systeme (4) formant un systéme
Tchebycheff, on arrive 4 la notion de différence divisée généralisée de la

fonction f(x), sur les noeuds x,, x,..., % , que nous désignerons par
la notation
Q) (%5 %5005 %,5 1)

analogue a Ja notation (1).
La différence divisée généralisée de la fonction f(x) sur les noeuds

Xys % 5.+, %, sera définie par
Yo () vy (xg) vy, (xg) fxg)
'yO(xl) y] (Il)---y,,_lfxl) f(xl)
Volx) ¥ (x)eeey, g () flx)
(8) {xo,x],...,x";f}-—* « E : =

D(xyy %;5...5%,)

ot D(x,, %,...,%,) est le déterminant (5), correspondant a r = .

Cette définition se trouve dans les travaux de l’acad. T. Popovi-
ciu, notamment dans un important Mémoire sur la détermination du
reste dans certaines formules d’approximation de I’analyse [6].

4. Dans ce travail nous allons représenter la différence divisée
généralisée (8) par une intégrale définie

(9) (Fos £150es %5 [y = {0 L, [f1dx

analogue & la formule (1). Dans cette formule L [f] est un opérateur
différentiel, défini par
W5 ¥p5enss Vs S]

10) - LUT= 7
( ) n[f] W[y(), yl,...,yn_ll

ot Wiy, ¥,5-0059,_1s F1s WY ¥y5.+->,_4] sont des déterminants de
Wronski, définis par la formule (5). L’idée d’introduire Popérateur L [f]

se trouve déja dans le livre de I. S. Berezin et N. P. Jidkov [3]
(ch. II. §4), dans 1’étude du reste de la formule généralisée d’interpola-
tion de Lagrange.
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Dans la premic¢re partie de ce travail, nous démontrerons la formule
(9), en déterminant la fonction ¢ (x), par un probléme aux limites.

Dans la seconde partie de ce travail, nous étudions la fonction
¢ (¥) et nous démontrons qu’elle ne s’annule pas sur Iintervalle (x,, x ).

Ce travail sera suivi d’un autre, ou sera traité de la représentation
d’une différence divisée généralisée par une intégrale définie, dans le
cas des noeuds multiples.

§ 1. Probléme aux lIimites
9. Considérons les fonctions f et y€C"[a, b] et Vopérateur dif-
férentiel

day L, [f] =T Pudioader /]

-—:f(”)-}-fl xf("‘1)+-.v+a" x)f
W[.yo:yﬂ‘”’yn-i] ]() (

ainsi que son adjoint

(12) L; [p] = (—=1) [‘P("J —(czl 'tp)("' Dfoin 4 (— 1)n a, y].
On suppose que les fonctions (4) sont dérivables autant de fois

qu’il sera nécessaire, dans ce travail.
Avec ces deux opérateurs, on a l’identité

(13) yp L, U1 — L [yl = (HLf, p])

otll

1y T A = f o @D [ — () + @yl

ol St Vi e G R LR SRR o o b T | A
Sur Pintervalie [a, ], prenons les noeuds Xys X500, %, €L SUppOSONS
que x,<<x, <-..<{x, . Nous allons attacher aux intérvalles [25s %15

(%5 %,)5...5[%,_,, x,] les fonctions @, (%)s @, (%)5...5 @, (%), solutions dgs
équations différentielles

(15) Lilpd =0, L[] =0,..., LI [p,] =0
et qui satisfont aux conditions aux limites
», (x%,)=0, 09; (%)) = 0,...... o g2 (xo) =0,

‘Pz(x1):99[(x1):
w
P (xn—l) 5 Pn—i (xn—l)’ (p:x (xn—l) = QD;_I (xn—l)" bl gn,(,"'“i’)(x"_l) =

= A (x5

@, (x") =0, (p; (x") = 050 2% 550 5 3 gn&:"’?) (x") =0,

Po (%) =@, (%) 50005 P () = pln2 (),
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Cela étant, remplacons dans P’identité (13) la fonction 4 par @, €t
intégrons les deux membres de x,_, 4 x,. Nous aurons la formule

9 Ak
H[f’ {pk]:z-—l = S‘PkL,, [f]dx
1
d’ou il résulte que i
(17) S HU by =\oL, 1114

*o

ou la fonction ¢ (x) coincide sur les intervalles (255 25 [ 2] g0 oy
[x,_,> x,] avec les fonctions ¢, Piis e v B

En supposant que le systéme d’équations (15) avec les conditions
aux limites (16) admet une solution, la formule (17) se réduit a

*n

(18) Ay (%) + A fx)+ -+ 4, f(x,) = (gL, [f]dx
ou les coefficients 4, A4,..., A, sont donnés par ﬂ]es formules
AQ = (_' 1)" Q'?'—Ij(xn)s
| = (___ 1)rr—] [g()(lnfl)(xl) o ‘P:{g"—l)(xlj]i
An—l = (_- 1)”-[ QJE;'L_]])(x,,_I) = (PE,"—]) (x"_l)] ]
A =1 el tig ),

Nous sommes ainsi conduits au:

Probléme aux limites: Intégrer les équations différentielles (15) avec
les conditions aux Iimites (16).

6. On sait que la fonction de Cauchy

(20) G (%, 5) = 2y (%) 2, (5) + 3, (®) 2, (8) + - -+ 3, (D) z,_, (5)
01\1 b W[_’)Ji, J’g:---, J’n_ll
= (— 1)1 3
zo ( ) W[.y(p .y[:"'s _’,V,,ﬂ]

(19)

W [ygs Yosees
2, =(_.1)n72__[3’0 Yoseees y"__,],
WL s Py 3w os Vg

W[.y(p yl:”-:y,._p_] ;
W[J’g: yls'--a y,,_l]

]

et ==L
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considérée comme fonction de s, est une solution de I’équation dif-
férentielle

(21) L[] =0
qui satisfait aux conditions
(22) Gz, %) =0, G (% %) =0,-.., G(;::}) (%, x) = (—1)y"!

et qu’on peut écrire
yo® ¥ (®) ¥y (@)

(— 1y yolo) v () ey, (9
W13 31 seems Yy O [ 206 916 eeduy )

(23) G(x,5)=

$2 () $* () .87 )

En remplacant dans la formule (23), la variable x par x, et la vari-
able s par x, nous considérons les fonctions
(24) @; (*)=(— 1! G(x,-) x)
pour i =0, 1,..., n—1. Les fonctions @, (x) vérifient Péquation diffé-
rentielle (21) et les conditions -
(25) 9,(x) =0, O;(x) =0,..., 8~ (x) =0, Oy~ (x;) = 1.

Ces fonctions sont utiles pour Pintégration des équations différen-
tielles (15) avec les conditions aux limites (16).
7. On voit sans difficulté, que les fonctions

U (x) = Cg @o (x):

@, (%) = C0,(x)+ C, 6, (x),
(26)

P (‘x) = CCI 90 (x) T Cl @I (x) gkt “* Ctr—l @n—l (x)

vérifient, quelles que soient les constantes G, C,,..., C _,, les équations

différentielles (15) et les conditions aux limites (16) relatives aux points
Xys Xys-0+, ¥,_,. Nous allons déterminér les constantes Gy Csenis'le

n-1
de maniére que les conditions aux limites (16) relatives au point x,
soient également satisfaites.

D’aprés les formules (25), nous pouvons écrire
(27) @, (¥)=U(x) T(x)
avec
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1
U (JC) = — 3
Wy, (), 3, (%)se0s 3, ()]
G GGy

Yo (®) ¥y ey ()

(28) TE) =1 3060 9y @eeuryi (0

$§i2 () D (). 05D ()
et

n—1 n—1 n—1
(29) CD = kgo Ck Mo (xk); c‘[ = .f-go Ck Yy (xk), very C:,._l = .E;D Ck In—1 (xk)'

En dérivant successivement les deux membres de la formule (27)
et en remplagant x par x,, on voit sans difficulté¢ que les conditions

(16) relativement au point x , sont

T(x)=0, T'(x)=0,..., TA(x)=0
et que nous avons
31 o (x,) = U(x,) TV (x,).

En dérivant successivement la fonction 7 (x) et en tenant compte
que les fonctions y,, v,,..., ¥,_, sont des solutions de Péquation dif-
férentielle L [f] =0, on démontre que les équations (30) peuvent étre
remplacées par

yn (.\‘") i (x"} el (x") Yo (x"} Y1 (xﬂ) ree Yy (x") '

G} ¢ o gy Yolx)  W(x)  eer Yy (5)

W) ) v =0 g d oy =1,
9§ V) s )i () A0 (2, 5"V () oo P )

Yo (x") V1 {X") "'yuwlcxn)

! K, o [
vg (x,) ¥ (x,) ves ¥y (%,)

78D (@) 97D () 0o ()

r ’ ’

Cﬂ CI "'Cn—l
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et nous avons aussi

& G d

vole) 3 ey
(33) TN (x,) = Yo (%) VIG5 ey (x)

o L AT kN O T

Considérons le déterminant
¥ (x,) ¥y (x,) vendy_q ()

Yole) (e v (x)

(34) W[yO) Viarers ,,_1],\.” = *
y'%rr-QJ (x") y{"_g) (x") g 'ys:-l-—_lz) (x")

W) YD) AT,

et désignons par B,, le complément algébrique de I'élément situé sur
la ligne de rang 7 et sur la colonne de rang k. Alors on peut écrire les
équations (32) sous la forme

B, Cy+ B, Ci + - +8,,C,_, =0,

(35) Bﬂl C£)+ BBQ C“[ Uil & Bﬂn C:z—[ = 0’
BnlC£)+Bn20; +.”+Brmc;l—] =10.

On voit sans difficulté que ce systéme a la solution
(36) G =—C, %), C=—C, y(*,)....C,_,=—C,3,_,(*,)

Hn—

ou C, est une constante quelconque.

) D’aprés les équations (29) et (36) nous avons donc le systéme de #
équations linéaires et homogénes

COyU(x[}) + Cl y()(xl) ’IL i + Cﬂ—l yl)(x"—l) + Cny(l(xn) = 0:
37 Coyi(x) + Ciy1 (%) ++o+ Cpyi (%) + Coy(x,)=0,
CoYn—1(x0) + C1Yp—1 (¥1) + -+ + Cy=1 Y1 (Xg—1) + CrYn—1 (%2) =0

pour déterminer les constantes C,, Cy,..., C,.
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Les déterminants qu’on obtient de la matrice du systéme (37), en
supprimant la premiere, la seconde,..., la (# 4 1)¢me colonne sont

D(xla Xoseoes xﬂ)) D(."CO, X2y00ey xr{}}"‘! D(x[): Xiseney xl!—l)

et par suite ils sont tous différents de zéro.
Il résulte que la solution du systéme (37) est donnée par les formules

o e E YT
(38} e CO Qe C] e == ( ]) Crz = M
D(xlsxz.v-":xﬁ) D(xOJ x2:---;xn) D(xl]: Xiseees xrz—l)

oit M est une constante que nous préciserons plus loin.
8. D’apreés les formules (26) et (25) nous avons

(39) Ay=(—=1Cy, A;=(—1)"Cy,..., Ap-y =(—1)"C,

et d’aprés la derniére formule (26) et les formules (31), (33), (35) nous
avons aussi

(39’) A, =(— 1)” G,

Il résulte que les coefficients A, Ay,..., 4, de la formule (18)
sont donnés par les formules

A[}z('_l)” MD(xh Xgyeens xn)’

4, =(— 1)1 MD b) aveny g/
(40) 1 =(=1) (%9, X %n)

Au = (— 1)0 MD (x(JJ Xiyeens xn—l)'
En remplagant ces constantes dans la formule (18) et en choisissant

(41) M= !
Di(xs Epsves 5 %5

nous obtenons la formule

:"‘D (xo) yl (xo) e Vp—t (J"O) f(xu)

X

Vo) ¥50a) vea¥ 1 (x) Flx)|
42 0l 1M1 “n (.5 | 1 =frpL dx.
( ) D(xO: xl"")x.'l) e e . . n[f]

3 0
Vo) () S Gn) ()

Ainsi nous avons obtenu le théoréeme fondamental de ce travail,

Théoréeme 1. La différence divisée généralisée de la fonction
F(x)eCm[a, b], sur les noeuds x4, %yy..., X, est représentée par Pintégrale
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définie du second membre de la formule (42) o la fonction ¢(x) est donnée

par les formules (26), (38) et (41).
La formule (42) s’écrit aussi sous la forme

(42') {xO} Kigeway ys f}:rWLn[f]dx
*0
9. Dans le cas n =1, la méme méthode de travail montre que
*1
(43) {%0> x15 [} = [ Ly [f]dx
iy () 3a () 1
Yo (Xo) Yo Xy
# D (x> ) 70(®)
De méme pour 7 =2, on démontre la formule
%8
(45) {xq, %15 X35 [} = [ Ly[[f]dx
avec
D(x,, e D (x4, x) R D (xy, x,) D (x, x,)
@ (x) = s pa (%) = .
D (xg, %1, %3) W [>0, il D(xq, x1, x2) W[, 1]

Dans ces deux cas, on remarque que la fonction ¢ (x) ne s’annule

pas sur Dintervalle (%, x,), n=1, 2,
Nous démontrerons dans la seconde partic de ce travail que cette
propriété est valable aussi pour n > 2.

§ 2. Létude de la fonction @

10. On sait que les fonctions

WIyys Yoseess Vol
Wy Dyseevs i’
W[yga Yoy e 'sy,,,_l]

== _1::—27
Ari=D Wives Pyseeesdyil’

#o=(— 1)t

(47)

W[y(}) y]J i 'Jy,.{:z]
W[ygs y[)"': -yn—-l]

2= (—1)y
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forment un systéme fondamental de solutions de I’équations différentielle
adjointe
(48) I [z]=0.

A Paide des fonctions (47), on peut écrire Popérateur L'[2] sous
la forme

(49) L: (o] = (— 1y B a2 2y 4]

W[zgs z].‘l"')z,;-—ll ‘

On démontre que les déterminants de Wronski
(50) IX/['zr+!’ Fongan zu——l]

sont différents de zéro pour r =n—2, n—3,,...,0, ce qui nous permet
d’introduire aussi les opérateurs

T — z"_l,z]

W[‘Zn—k’ e zu—l]

[zn—k >

1) Ly[s] = (— 1)

pour k=1, 2,...,n, ainsi que L)[z] = =.

D’aprés les conditions aux limites (16), la fonction ¢ (x) est continue
sur Pintervalle [x, x ] avec ses dérivées successives jusqu’a I’ordre n—2.
Il résulte alors que les opérateurs Lilpl, Lilwls.--5sL,_,[p] sont des
fonctions continues sur I'intervalle [%,, x,]. A Paide des opérateurs (51)
ou peut écrire les conditions aux limites (16) sous la forme

Lylpl, =0, B} g, =0a:0n0 comas JL ol =0,
Lilw,),, = Lilp. s Lilp),, = Lilp)), -5 Lisloal, = Liy [,
(52) . . w a ) . .
Lilpl,,_ = Lolp,i)s,_p» Lilw ), = Lilp,oily, seereeeeieenn ;
L, ole.l,,  =Lialeud,,
Lylp,], =0,...... LTy, =0 cvovans Ly lp,], =0.

’On sait qu’entre les opérateurs L; [2] et L;  [2] il existe la relation
de récurrence

(53) L, [ = — ;;i‘[‘? (2] + b, (x) L, [2]
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avec d
]

54 b, (%) =+

64) (%) L[z, -]

Il est trés important pour notre travail, d’établir le

Théoréme 2. Les opérateurs L,  [¢ ], L [w))seesLly @] me
s’annulent pis sur les intervalles (x;, %), (x,, Yo 5 il B im B

La démonstration de ce théoréme résultera des considérations sui-
vantes.

11. Appliquons la formule de récurrence (53) 4 la fonction @,, qui
satisfait 3 Péquation différentielle (21) et aux conditions (25), en prenant
k = n—1. Nous aurons

* d * *
Ln [@r] g _d; Ln—l [@I] _E_ bn—l (.’JC) thvi [G)r] =0

ot 2Ll
B e e
n—1 L:z-—l [ZO]

Mais

L, _ [7] =(—1)} Wiz, 2550058, 15 zn] . W[zns 2’1:-..;3,1—171
n—1 0

7 T N T WP T SR ]

et on sait que le second membre est égal a —17, de sorte que
Yo
5 1
L, i[53 =—-
0
11 résulte alors que L', [@;] est la solution de I’équation diffé-
rentielle

d . ., Y@
— L el+——L ©]=0
dx n=1 [ |] + Y (x) n—I| [ 1]
satisfaisant 4 la condition L'  [@], = (— 1)*~'. Nous aurons donc
N Yo (%)
55). : L' [6]=(—1y" :
(55) [0 = (=12

Si nous appliquons maintenant Popérateur L, , aux fonctions ¢,
g3+ 1+ p, données par les équations (25) nous aurons d’aprés I'équation
(55) et les équations (39), (39')
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—=1
Ln—] [';‘71] = ij Ao Yo (xn) 5

—1
L:-—l [‘?72] = ¥, (x) [Aoy() (xg) + A, M (x])]n
(56)

1
L_[e]= yD(T)[Ao-Vo (%) + A, Yy (x) + oo+ A, (%))

Nous avons y,(x)==0 sur lintervalle [a, 5] et A, 0. Il résulte que
L:_ [¢,]50 sur lintervalle (%55 %)

Nous avons aussi L!_, [p,]150, sur Pintervalle (x, ,, x). En effet
en remplacant dans la formule (18) la fonction f par y, nous avons

Ay vy (%) + Ay () + oo+ A, y(x, )+ A4,3,(x)=0
puisque L [y,] = 0. II résulte que
Ayy(x) + Ay () + .o+ 4,3, () =—4,9)F0

et par suite, d’aprés la derniére formule (56), nous avons L) | [¢,] 0.
Il nous reste 3 démontrer une importante propriété des coefficients
de la formule (18), exprimée par le

Théoreme 3. Dans la formule (18), nous avons
S‘,' = Ag.yo(x[)) + Ajy()(x1) Jr g+ + A,‘ y(](xj):#os

pour j=1,2,....,n—2.
o Pour démontrer ce théoréme considérons le polynéme d’interpolation
généralisé

(58) h(®) = ay 3 (8) + o, 3, () + oy By ()

ot les coefficients ay, a;,..,a, , sont définis par les conditions
(59) () = 3o (), () = (%) 5.5 h(x) = ¥ (%),
hx,, )= 0, wen s lx_ ) = 0.

Le déterminant du systéme qui détermine les coefficients ay, a;s---5a,
; ” - : =
est D (x,, %,,...,%,_,) 50, et par suite le polynoéme / (x) est bien déterminé.

Anale — Matematicd 12
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Si Pon fait le changement
(60) h(x) = y,(x) A (x)

les conditions (59) deviennent

B (x)=1, k(%) =1,..,h(x) =1,
(61) B () = Oy sy (2, ) = O
et nous avons 9, (x) | -&_ lg}
(62) by (8) = ag 03 Ty Tt G Ty Gy
, BNCIAY Yt )Y
(63) hl(x)=u](m)-) toto, "(7’0(36)_)'

La dérivée h(x) ne peut pas étre identiquement nulle, car dans ce

cas le polynéme £, (x) devrait étre une constante, ce qui est impossible
puisque 7 (%) = 1 et Ay (xy-1) =0, quel que soit /= 1, 23..’.,7_2’—2.
En appliquant le théoréme de Rolle au polynéme généralisé /; (x)

et aux intervalles [xg,x1],...,[%i-1, x,-’], [x415 ng]\,...,[x,,_g, Xy,—1] oM
déduit que la dérivée X (x) a n—2 zeros distincts 4 gauche de x,_ .

Mais on sait [2,5] que si les fonctions

Yo(®)y 3, ()50 058, (%)

forment un systéme de Tchebycheff sur Pintervalle [a, 6], les fonctions

(yl(x) ] (J{z(x) ' (y,,ﬁ1 (%) ]
Yo @ 17 Ly () )77 ()
forment également un systéeme de T chebycheff sur lintervalle. [a, b].
Il résulte que tous les polyndmes généralisés formés avec les fonc-
tions (64) ont au plus n —2 zéros sur Pintervalle [a, b] et en particulier
le polyndme généralisé #,(x) a seulement 7—2 zéros sur l’mt,ervalle
(%,, x,_,). Nous déduisons que le polyndme généralisé %, (x) ne s'annule
pas sur intervalle (x,_, x,] et par suite A (x)==0. La formule (60)
montre alors que nous avons aussi & (x,)=0. .
Cela étant, remplacons dans la formule (18), la fonction f par le
polyndme généralisé % (x) qui est une solution de I’équation différentielle
L [f1=0. Nous aurons

Ay ¥y (%) + A, yp(x) + .00+ A.3,(x)+ 4, h(x,) =0

(64)
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et, par suite, la somme S, donnée par Ja formule (37) est différente de
zéro, puisque A4, A (x,) 0.

Le théoréme 3 est donc démontré.

Le théoréme 2 est aussi démontré car il résulte des formules (56)
et du théoréme 3.

12. Théoréme 4. La fonction ¢ (x) de la formule (18) qui repré-
sente la différence divisée généralisée de la fonction f€ C" [a, b] sur les
noeuds Xq, Xys...,%, par une intégrale définie, ne s’annule pas sur Pinter-

valle (xy, x,).
Pour démontrer ce théoréme, admettons le contraire et supposons
que la fonction ¢(x) s’annule en un point &, de Dintervalle (x,, x,).

La forllction @ (x)est continue ainsi que les opérateurs Li (), L [@] sees Ly, [ ]
sur Pintervalle [x,, x,] et nous avons

Lﬂ [(p]xn - 0’ L; lqj]xn = OJ”"L;—QI(P]JM —

L[J [(P]xn == 09 L; lqj]x" == OJ'“J L;_g [(p]x,, =0.

En appliquant le théoréme de Rolle généralisé [3] a Popérateur

L§ [¢] et aux intervalles [x,, EU,I]:’ [.;“DJ[,'xn.], on dedu‘lt que lopérateur

L} [»] doit s’annuler en deux points distincts de Pintervalle (x,, x,).

En répétant ce raisonnement on arrive a la conclusion que l'opérateur
2 ] : ) ; :

L’ _,[p] doit s’annuler en n—1 points distincts &, &,,...,£,_, de Pinters

valle (x;, x,), et nous pouvons supposer que & <&, <...<<§

*n~=1°"
&

Le point £ n’appartient pas 3 Pintervalle (x,, x,].
Ea effet, en supposant que ¢ €(x,, x,] et en appliquant le théoréeme de
Rolle généralisé 4 Popérateur L) ,[p] et a Pintervalle [x,, &] on arrive
a la conclusion que Popérateur L'  [p] doit s’annuler en un point de
Pintervalle (x,, x,) ce qui est impossible d’aprés le théoréme 2.

Pour la méme raison le point & , n’appartient pas a Pintervalle
[%, 15 *,)-

On démontre d’une maniére analogue que sur les intervalles (x;, x,],
(%35 %3]5e+0s(Xn—35 Xn-2]y (¥n—2; X¥»—1) ON ne peut placer que les points
&1 &5.00,3,_,. Il y a donc une contradiction parce que le point &,y n’a
pas de place sur Pintervalle (x,, x ), d’ou il résulte que la fonction ¢ (x)
ne s'annule pas sur lintervalle (x,, x ).

Le théoréme 4 est donc démontré.

s 13. Désignons par R le second membre de la formule (18), c’est-
a-dire

(65) R={p(x)L,[/] dx.

L]

-1
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Puisque la fonction ¢ (x) ne s’annule pas sur Pintervalle (x,, x,)
nous pouvons écrire

(66) R=L,[f], [ (x)dx

ol £E€ (xy, Xn) ’
Pour calculer l'intégrale du second membre, désignons par @ (x) la
solution de P’égquation différentielle

(67) L[e]l=1
qui satisfait aux conditions
(68) O(x%)=0, 0(x)=0,...,0(x,_,)=0.
On démontre sans difficulté que
Yolxg) 3 (xg) oe Vpoy () [ Glags) ds
Yo (xl) Y1 (»’Cl) v Moy (-‘C]) 'ré (xl s, ds)
£
—1
69 Ofx)= or—————
b D(xy %y 505X, 1)

*n
Yo (pmy) ¥y Copg) vov Yy Gipy) [ O3y ys ) @5

Tn—1

X

yﬂ (x) .3"1 (-’() v y“_l (I) IrGCx, S) ds

Si 'on remplace dans la formule (18) la fonction f(x) par @ (x)
nous avons d’aprés les équations (67) et (68)
fp@)dx=4,0(x,).

X
a

Mais nous avons

_ D(xys %5000, x"fl)'
" D (% %yyeer &,)
et par suite nous avons finalement
(70) fo (x)dx = P,

Xy

oll nous avons noté

ot
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.\'"

¥ (xﬂ) " (xﬂ) ver Ynoy (10) SG(xO, 5) ds

*n

. yﬂ(xl) yl(xl) Ve yn_] (xl) EG(JCI, 5) ds

—1

7 DR R B
(1) &, D (x5 X 5005 %,)

| n
‘ y(](xn*l) 3"1 (xi.—lJ R yli—] (‘xn—lij G(xn—] > ) ds

Yn—1

Yolx))  »(x) - Yp—y (%) 0

La formule (70) montre que le signe de la fonction ¢(x) sur I’in-
tervalle (x,, x,) est le signe du nombre P, donné parla formule (71).
En revenant 4 la formule (66) nous pouvons écrire

(72) R=P,Ly[f]
ou & € (%y, x,) et nous avons l’évaluation
(73) |R| < PyMn, My = sup L,[f]].
I
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REPREZENTATREA DIFERENTEI DIVIZATE GENERALIZATE PRINTR-O
INTEGRALA DEFINITA IN CAZUL NODURILOR SIMPLE (I)

Rezumat
Se stie cd dacd functia fe C" [a, b], atunci diferenta ei divizati pe

nodurile x;, ¥ 2 e es %y Unde a < wy < x; <. < x, < b, se poate reprezenta
printr-o integrald definitd, adica (1).
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L. Tchakaloff [7] a dat prima oard formula (1), iar noi am re-
gisit-o in lucrarea [4], in care am fdcut i un studiu aprofundat al func-
tiei p, demonstrind cd ¢ (x) >0, pentru x € (%o, %)

Formula (1) este legatd de sistemul polinomial 1, x, x2,...1n aceasta
lucrare se extinde formula (1), la diferente divizate generalizate, care
corespund la inlocuirea sistemului polinomial cu functiile

(a) o (x)s My (x) yeees Y (x)

definite pe intervalul [a, b] si care satisfac la conditiile (¢) exprimate prin

10, Functiile (a) au derivate succesive cel putin pind la ordinul #,
continue pe intervalul [a, b].

2,. Determinantii lui Wronski (5) nu se anuleazd pe intervalul [a, 6]
pentru =0, 1,...,7

Se demonstreazi cd dacd functiile (a) satisfac la conditiile (¢), ele
formeazi un sistem de functii A. A. Markov [1] pe intervalul [a, &],

ceea ce inseamnd ci functiile

(b) Yo (%), ¥,(%)5...,3, (%)

formeazd un sistem Cebisev pe intervalul [a, 5], pentru » =0, 1,...,n.

Diferenta divizati generalizati a functiei f pe nodurile x,, x,...,%,
care se noteazd cu {x,, X,5.-+5%,5f) se defineste prin (8).

Aceasti definitie se giseste in lucriirile acad. T. Popoviciu [6].

In § 1al acestei lucriri se stabileste

Teorema |. Diferenta divizatd generalizatd a functiei f€C" [a, b]
pe nodurile Xo, %, ,...,%, Se reprezintd printr-o integrald definitd (9), unde
operatorul L, [f] este definit de (10) iar funcpia o (x) este solupia sistemu-
Iui de ecuapii diferentiale (12) cu condifiile la limita (14). Ea este datd de
formulele (26), (38), (41).

fn § 2 al lucririi se face un studiu aprofundat al functiei ¢ din
formula (9).

Functiile 2,, 2;,...,2,— date de formulele (47) formeazi un sistem
fundamental de solutii ale ecuatiei adjuncte L’ [2] = 0.

Functiile 2,-,, 2,-25--+5,% formeazi un sistem A. A. Markov ceca
ce permite si se introducd operatorii L,[z] prin formulele (51) pentru
k=0, 1,...,n Cu ajutorul lor, conditiile la limitd (14) se pot exprima
prin formulele (52).

Teorema 2. Operatorit L’ _ [p], L._ [@,)s---> L, _[p,] nu seanu-

leazd pe intervalele (x,, x1), (%1, X2) 5o vy (Xy—1, %n)-
La aceasti teoremid se ajunge cu ajutorul teoremei urmdtoare:
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Teorema 3. In formula (18), avem
Sf = Ag y[)(xo) +A[ .y[] (xl) + 5wt Afy{)(xj)#o

pentru j=1,2,...,n—2,
De aici rezulta

Teorema 4. Functia o din formula (18) nu se anuleazd pe inter-
valul (x4, x,).

Datoritd teoremei 4, membrul al doilea al formulei (18)pe care 1-am
notat cu R se poate scrie sub forma (72) din care rezulta evaluarea (73),
constanta P, fiind datd de formula (71).

Aceastd lucrare va fi urmati de o a doua in care se va trata despre
reprezentarea diferentei divizate generalizate a unei functii in cazul
nodurilor multiple,

IMPEOACTABJEHHE OBOBINEHHOWM PA3LEJIEHHOM PA3HOCTH ®YHKIHH
YEPE3 OIIPENEJIEHHBIM MHTECPAJT B CJIYUAE IMPOCTHIX V3/10B

KpaTkoe cojep:kaiue

Mapectno uto ecan dyuxuus f¢€ Ct|a, b,] TO €€ pazienéHHas pa3HocT
Ha y3JaX Xg, X1,...,%, PAe @< xg< %y <...<%x,< b MOXKHO NPEACTABHTDL
uepes onpeaeNéHHbIE HHTerpas, to ectb (1).

J. Yukanos [7] Hawén snepsbie gopmyny (1), a mb e€ Boccra-
HOBUJH B pabore [4], B KoTopoll chenanu u yray6JEHHOe HcciiefDBaHUe,
pokaspiBast 4to @ (x) >0 nas x € (x,, x,)-

@opwmysa (1) ceAsana c moJHHOMHAJLHON cucremod I, x,x2%,... B
3Tol paBoTe pacnpocrpausercss (opmyna (1) ans oOoOlleHHBIX pasje-
JEHHBIX pPazHOCTEd KOTOpBIE COOTBETCTBYKT 3avelleHHeM MOJHHOMHANbHOM
CHCTEMBI (PYHKIIHSIMH

(a) Yo (x) Y1 (x)a'”:yn (x)

onpenenéHHble na orpeske [a, b] U KOTOpbIC YHOBJETBOPAIOT YCAOBHAM (7)
BbIDAKEHHbIE Uepes

10, dyuruun (a) AONYCKAIOT MOCAef0BaTe/bHbIe HenpephiBHbIe MPOH3-
BOJMHBlE MO KPaiiHOi Mepe 10 MopfAJKa n# Ha oTpe3ke [q,b).

20, Omnpegenutenn BpoHcku (5) OTAHUHL OT HY/IA Ha OTpeske
[a, 8] nna » =0,1,... n JlokasuiBaeTcad uto, ecan Qyuxkuuu (a) ynosjer-
BOPAT yeaoBHAM (r) OHH cocTamasaloT cuctemy dynxkunii A, A. Mapkosa
[l] Ba oTpesxke [a,b], TO uTo o03HaYACT UTO (PYHKINI

(b) Yo (%) 31 (%), v (%)

cocrapJisiior cucremy Uedoimesa na orpeske [a,b] mas »=0,1,....n
O6o6uénnas pa3neEHHSA PA3HOCTE (PYHKILHH f HA Y3AaX Xg, Xpse.., Xy

KoTtopas oGo3Hauaercs 4epes {xy,Xy,...,%,; f} onpejpensercs uepes (8).
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Or10 onpepesenne Haxonutca B paGorax axkan T. [lonoeuua [6].
B § 1 atoro pa6oTel ycranapaupaeTcss Teopema 1. OGoGliEnnasn pas-
nenénHas pasHocTb QyHruuH f& C" [, b] Ha ysnax xy,x;,..., X, OpeACTaBs-
eTcsd uepes onpejeseHHbli uaTerpan(9), rae oneparop L,[f] onpenenén yepes
(10), a dysxuns ¢ (x)—peluerde cucTembl AH(p(EpeHIHalbHEIX yPaBHEHHH
(12) ¢ kpaesniMu ycaosusamu (14). Ona nana B dopmynax (26), (38), (41).
B § 2 paGothl Jenaercs yrayO6agHHoe HcenejoBaHue (QYHKUHH ¢ H3

hopmyns (9).

(OyHKUHH 2, 21, ..., &y AaHBL popMynamu (47) COCTABIAIT OCHOBHY IO
cHeTeMy pelleHHiH CONPSXKEHHOro ypasHerus L [z] = 0.
DYHKIHE 2,—1,Zy_3,.-.52¢ COCTaBAAOT cucteM A. A. Mapxkoea, TO

uTO AoMycKaeT BBeleHHe oneparopos L) [z] nanabie popmynamu (51) mis
k=0,1,...,n. C 3THMH, KpaeBble ycnoeua (l4) MmoxkHO BbIPa3HTL 4Yepes
dopmyne (52).

Teopema 2. Omepartoput L) [¢p,],L)_, [@el,.. .. L, o, [®,] HE auny-
JIHPYIOTCA Ha OTpe3Kax (xp,xy), (xq,%),-.-,(%,_,%,).

B sroli TeopeMe MPHXOAHT HCMNOMb3Ys CJeAYIOIIero Teopemy :

Teopema 3. B dopmyae (18) umeem: S;= Ayvo(xo) + Ay yol(x) + ... +
+ Apyo(x)) F0 qnst j=1,2,...,n—2.

OTcioga BLITEKAET :

Teopema 4. Pynkuua ¢ "3 Qopmyaoit (13), He auuynupyercs Ha
oTpeske (xg, X,).

Buarogaps Teopema 4, npasas uacth Qopmyas (18), koropyto
o6o3HauaeM ¢ R, MOXKHO HamHCATh B BHAe (72) H3 KOTODOH clleflyer oUeHKa
(73), mocrosiHHoe P, Oynyun JdaHa (topmysioii (71).

B mpyroi#i paGore Mbl OymeM HcclefOBaTb BTOPOTO IIpeJicTaBleHHe
0606ILEHHON pa3len&HHON PAa3HOCTH (PYHKLHH B CIyuae KPATHHIX Y3J0B.



