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In Nota de fati se generalizeazi la familii interpolatoare problema de interpolare
lacunari formulati de G. D. Birkhoff in [1] pentru polinoame algebrice. Se enunti
0 teorema relativd la rezolvabilitatea problemei formulate.

Notdm cu € [a, b] spatiul functiilor reale i continue definite pe
intervalul [a, b]. Fie (Z o submulfime a acestui spatiu, avind forma

F = F,, unde P, este o familie interpolatoare n parametrici definits

1
pe [a,b]. In cele ce urmeazi vom presupune ci F, pentru v = 0 se reduce
la funectia identie nuld pe [a, b].

Definim operatorul B: (£ —(F in urméitorul fel :

1. B este liniar (aditiv i omogen) pe fiecare din F, C (£ ;

2. B (F,)=F,_,;

3. Dacd ¢ <0, oeF, are h = ks radacini distincte, atunci B%
nu este identic nul. Prin B intelegem aplicarea repetatd de &k ori a
operatorului B la functia o.

Un operator care posedd proprietitile 1, 2 gi 3 este operatorul de
diferentiere in cazul cind familiile interpolatoare F, sint generate de
baze de forma :

-1
1L, =, ...a"

In acest caz B = D*, unde D este operatorul de diferentiere.

1 Comunicare prezentatd la Sesiunea stiintificid din 11 —12 decembrie 1964 a Academiei
R.P.R. — Filiala Cluj
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Problema generald de B-interpolare se formuleazi in urmitorul fel :

Fie date punctele axei reale x,€ [a,b],¢=1, ..., n, numerele arbi-
trare y;, t=1,..., n, precum gi numerele intregi nenegativer, , t=1,...,n.
S& se determine functia ¢ e, avind proprietitile
(1) Bti o (z;) =y, t=1,...,n.

Spunem ci problema (1) de B-interpolare are solutie dacd existd
un singur element cu proprietitile cerute.
Problema (1) de B-interpolare este complet caracterizati de pere-
chile : :
(biy @), ©=1,...,m.

Intr-adevir din liniaritatea lui B urmeazi :
LeMA. Problema (1) de B-interpolare are solufie dacd st numai dacd
matricea

|| B% @; (%) ]i, j=1... n

este nesingulard. :

Prin o, ,..., ¢, se intelege o bazd oarecare a spatiului #,.

Problema de B-interpolare formulati mai sus nu are totdeaunsa
solutie nici chiar in cazul simplu cind B este operatorul de diferentiere,
iar F, este mulfimea polinoamelor de grad cel mult #» — 1. In acest caz,
B-interpolarea revine la interpolarea lacunars cunoscuts [17. Exemple
de probleme de interpolare lacunars £irs solutie sint date in lucririle
[2] i [3].

Date fiind numerele %,, ¢=1, ...n, vom zice ci sint fixate ordinele
operatoriale ale B-interpolirii.

DEFINITIE Un sistem de ordine operatoriale se numeste nedegenerat,
dacd se poate determina cel putin un sistem de puncte x;, i=1, ..., n, astfel ca
problema de interpolave (1) sd fie rezolvabild. ,

Prima problem# care ne-am pus-o referitoare la B-interpolarea
formulatd mai sus este urmitoarea: In ce conditii sistemul de ordine
operatoriale %;, i=1, ..., n, ale B-interpolirii cu operatorul B avind pro-
prietatile 1, 2 si 3 formeazi un sistem nedegenerat. Am demonstrat urmi-
toarea : ‘

TeorEMA Conditia necesard si suficientd peniru ca ordinele operato-
riale k;, i=1, ..., n ale unei B-interpoldri cu s = 1 sd formeze sistem
nedegenerat, este ca sd avem :

-1

H(n—j~p{ki1ki>—§-})¢o.

=0
Cu p (4) se noteazd numsirul elementelor din multimea finits 4.

Pentru demonstrarea necesititii s-au folosit numai conditiile 1 i 2
impuse asupra operatorului B. Suficienta se poate de asemenea demonstra
in conditii mai generale decit cele de la punctele 1, 2 si 3. Aceste conditii
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sint insd mai complicate si nu au importants din punctul de vedere al
cazurilor concrete la care se aplici teorema, La demonstrarea teoremei
drept punct de plecare se folosegte lema enuntatd mai sus.

Aplieind teorema la cazul concret al interpolirii Iacunare, ajungem
Ia urmétorul

COROLAR  Conditia necesard st suficientd pentru ca ordinele de deri-
vare by =1,..., n, ale unei probleme de wnderpolare lacunard si formeze
sistem nedegenerat este s@ fie indeplinitd condifia

n—1
IT(EE —p{k k> f) =0
j=0 . A

Problema care se ridici in urma conditiilor impuse operatorului
B este urmitoares :

Date tiind doud familii interpolatoare F, i F,_ existd oare totdeauna
un operator B: F,—F,__ care s verifice conditiile 1, 2 ¢i3? Daci exists
un asemenea operator, atunci in ce conditii va admite o prelungire in
sensul ca 3 existe un subspatiu @® [, b]C € [a, b] astfel cg
B (€' [a, b)) =€ [a, b]*

Primitd la redactie la 29 mai 1965 Institutul de caleul al Academiei
Republicii Socialiste Romdnia — Filiala Cluj
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