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SUR LE PROBLEME BILOCAL POUR
LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

par
DUMITRU RIPIANU

Clyj

1. Dans cette note on traite le”probléme suivant :

On considére 1'équation différentielle linéaire de l'ordre =

o Y0 + D ar)yi(z) =0

=1

dans l'hypothése suivante:

Les coefficients :a,-(x) sont des fonctions continues et & dérivées bor-
nées en valeur absolue par un nombre fixe dans Uintervalle [0; co)
(2) < et quand x parcourt cet intervalle, le point M de coordonnées B; = a,(x)

(¢ = 1,n) décrit un certain domaine borné et fermé D de Uespace eucli-
déen a m dimensions rapporté aux axes Ogg, . g . '

On suppose que la frontiere 'S_du domaine D possédev dans chaque
points un plan tangent unique, c’est-a-dire quez (-air >0 dans chaque
i i=1 i :

point de S, oit F(By, s ..., Bs) =0 est I'équation de la frontiére et, de
.., B,) sont des fonctions continues par rapport a

plus’ -que Fé; ([31: B2! .
U'ensemble des variables By, By ..., B, sur S (i = I,n). Le domaine D
€tant fermé, il comprend sa frontitre.

On désignera par commodité par a(x) la fonction — vecteur de com-
bosantes a,(x), a,(x), ..., a,(x), par E, I'équation (1) et par R[f(x)] ou
R[f] la plus petite racine positive de la fonction f(x), qui est supposée
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définie et continue dans l'intervalle [0, oo); si f(¥) 520 pour tout >0

on écrira par convention R[f] = oo.
On dira que la fonction-vecteur a(x) posséde la propriété 2) si

les fonctions a,(x)(¢ = 1, n) possédent cette propriété et on dési

of l'ensemble des fonctions a(x) qui possédent cette propriété.

On désignera par L un ensemble de » nombres donnés /; (i = 0,  —

gnera pqr

L = (ly, 1y, ..., lu=1) et par @, (%) l'intégrale de I'équation E, pour laquelle
(3) oL (0) =1, (6 =0, n—1).
On fixera un nombre p de la suite 0,1, ...,%# — 2 et on désigners

par (0, App;) lintervalle de longueur maximale dans lequel ol (x) 0,
quelle que soit la fonction-vecteur a(x) de I'ensemble f.

Le probléme en question consiste dans la détermination du nombre
A0 >0, (qui sera quelque fois désigné par commodité par X ou }).
. Dans le paragraphe 2 de cette note on établit un systéme d’équations
dl’ff.éyentxelles (en général non linéaires) et # conditions initiales qui sont
vérifiées par la fonction-vecteur minimisante (théoréme 1). On entend par

13 une fonct(ign—vecteur o-(%) € oA qui vérifie les conditions (2) et pour
laquelle R [¢% ,(¥)]1=Apr. Cette fonction existe. Si I'on connait inté-

grale-respectivement les intégrales du systéme sus-

. : mentionné, qui satisfait-
respectivement satisf

o ont aux conditions initiales mentionnées, alors on
obtient immédiatement la fonction @2 ,(x), respectivement cette fonction

Se¢ trouve parmi certaines expressions, obtenues immédiatement 2 I'aide
de ces intégrales. Nous

. ne pouvons pas préciser laquelle de ces expressions
?—St' la fon(ft10}1 ¢ (%), mais si lepnonfbre des igtégrales en quelztion est
c{;u n%tmc‘;: lgteg;ales sont connues, on peut avoir une délimitation inférieure
s deedét(eor servations 1—4). Dans le paragraphe 3 on donne un e?‘em%k
Sl de det mination du nombre A dans un cas particulier (théoréme 2.
_© germer paragraphe de la note on établit une certaine propri¢t¢

dont jouit Ia fonction ok (x). ‘
3 Ofll\‘Tﬁc:u:t %)1113?22 21[0113? servir, dans I'étude du probléme, d’un résultat 2

» qul ont détermingé ion @2 (¥
au cas olt dans (3) L — 0,0, , entre autres, la fonction @2 [\

¢ - 0,1), p =0 et le domaine D est défint
ﬂzrc{;e:ffgigrtlgnz |515|’§ 2= m)» oit 4; sont des nombres donnés gt
continues, mais s?m Efqeuatmn (1) ne sont Pas nécessairement des fonCtlt?gi
s’obtient A 1'aj P ement mesurables et bornées. Le résultat en quests

d il : S
5, ege 551 € du principe du maximum de PONTRIAGUINE ([2], théore™®

2. On désignera
par H(B,, B, ... ; :on  obtenue €
remplagant dans la fonction H1 ; ) S")iﬁsqsm I'expression

1 - (B » y v w 1 les fonc‘
tions a(x)(s = 1,7) et on présenltegz le Al " waaliles g yad
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THEOREME 1. Soit F(By, Bs, ..., B,) =0 Uéquation de la frontiére

S du domaine D. La fonction-vecteur minimisante of-(x) = (af-(x), ok (),

<., a(x)) verifie pour tout x € [0, \] le systéme suivant d’équations diffé-
venlielles, qui ne dépend pas du nombre p: '

Flo(x), ex(x), ..., oo(x) =0 () |

d [ Fé‘(ﬂp Bas oo vy Ba) l J +
de| Fy (B Ba oo Ba) g —oPy
Fj By B oo Bw) Fh (BrBa -u Ba)| 2 FL By Bo - - -84
£ B 4 B;
5 ' + 27 (%) A——| =0 (3)
Fp (B Bay « -4y By) i=1 I'p (B1,Bas- - -1Bx)
(4) g ? " o
By=a—(z) |Bg=as (%)
Foo_ (B Ba ooy Ba) _a o By Bos - Ba) l+
Fo (Bu B oo Ba) sas=af-m dx | Fo (BuBe - -0 By) ps=af—«x)_

F’pi(ﬂlr Bz- 1é ey ﬁn) F;;"__I(BIJ BE‘.' L 2 o Bll)

F;i‘i.&l—rvgzl AT 'IBH)

(=Zn—1) (0 _

B, =as(x)
et les conditions initiales
ln—y — In—»s o =
oy (Bu By Ba) o — ooy F'(By, Bar -+ -» Br) 8= a(0)
5)
= In—i Iy

) Fé”(ﬁlr ﬁz- R} B)l)

Fp (B By -, Ba)

r b
B=c5(0) B,=a;7(0)

Démonstration. Nous allons écrire par commodité o(x) i la place
de of (x). Lasota et Opial ont démontré dans [1] que au cas p = 0,

L=1(0,0,...,0,1) dans (3) et que a,(x) soient des fonctions mesurables
et bornées dans lintervalle [0, oo) et D soit donnée par les rela-

tions |B;| < 4;(# = 1,#), il existe une fonction-vecteur of(x) pour qui
Rlpz ,L(x)] = Ao, p,.- Lva démonstration est immédiate au cas des coef-
ficients a,(%) (¢ = 1,7#) & la propriété (2), d’une valeur quelconque de p
de la suite 0, n— 2 de (3), d'un domaine D borné quelconque et d’un en-
semble quelconque de nombres L de (3); la démonstration ne sera par
conséquent pas présentée. Il existe donc une fonction «(x) de la clase

C[0, co) pour laquelle R[cp(:z L(x)] = Ap,p,.- On voit immédiatement que
a

¥

le point de coordonnées (oy(x), as(%), ..., a,(x)) est situé dans D ou sur
S, pour tout x € [0, oo).
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On désignera par

(6) z=12(x) =l x) (=11

On entendra par la notation F (21, 25, ..., 2,)|n l'expression obtenue par
le remplacement des variables z, de la fonction B B0 o vunitt) par
z(M@E=1,7) de (6). On écrira sous la forme Fi(zy, 23, ..., 2) =0
(f=1, n —7) les équations de la variété 7,-dimensionnelle située dans
I'espace a # dimensions rapporté aux axes 0z, 25, ..., 2, sur laquelle est
transporté le point de coordonnées z,, z,, .. ., z ([2]), théoreme 3, page 59).

.
Dans ces conditions, Lasota et Opial ont montré dans [1] qu’il existe
non identiquement nulles toutes et continues

n fonctions ¢,(x) (i = I, ),
dans lintervalle [0, oo), qui ont les propriétés suivantes :

1. La fonction linéaire des variables indépendentes B, By,

v B
LBy, B, ..., Ba) = — oui(x) ;zi(x)ﬂi =f ;z.—l(x)?a(x) (a)

atteint son maximum dans le domaine D pour B, = «(x)(I =1, n). Celle

propr{été a liew pour tout x¢|0, M), comme du rveste les trois autres
(7) propriétés suivantes.

2. gj(x) = P1(x) (%) — Pina®)(=1,n, ¢ut1() =0) . (b)
3. _1 OFi(z, z,...,2,) = 1 OFilnz, 0z | 1 QFi(z, za..., 2n) (©)
() 0z A A 9z T ;

1 (z:l’ n,—l-rl) P2(2) 3 A Pn{?) 0z, A

4. L’expression L(a,, (%), as(x), ..., 0,(%)) ne dépend pas de x quand
%€ [0, 2] et a une valewr ;LO?’Z- négatz';e(. L ? ¢ !

Sim@¢armMmmAmwmmmnZ@%w@m—aun=0

, y i B T ' '

de I'espace 3 » d1n1f:n51ons, rapporté aux axes OB4By...B,, coincide avec le

Plan tangent au point de coordonnées (o, (x), ay(x), .+, o,(x)) & I'hyper-

31rface S d’équation F (B Bosiiss B.) =0 qui est la frontiere du domaine
» Parceque au cas contraire Ihyperplan pénétre nécessairement a l'inté-

rieur du don;ainen D et détermine dans celui-ci une région dans laquelle
(n—1i) L W 7 : n .
i; Par N(x)B; < -;1 29 (%) ey(x) et une autre, dans laquelle Zl e (%)Bi >

(i) (2 £ Ee e : :
>,§=—\; Parr” (%) oy (x), ce qui signifie que la fonction LBy By, o, By 9 (7)
(a) n'atteint pas son'maximu‘ ; (i :

; )2 m dans D pour B, = o,(x) (i = 1, n) et com-
:;idlt.,la proprieté 1 de (7). Du fait que la fonction linéair)e de (7) (2)1)‘ atteint
s orlcﬁ)a:;gélslm dans D pour Bi=a(x) ¢ =T, n), il résulte que le point de
%€ [0, A] ey (), xg(%), ..., %,(%)) est situé sur la frontiere S, pour tout
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L’hyperplan A, coincidant .avec le plan tangent 2 S au point
(@1(%), @g(%), ..., (%)), on a ! : ‘ ' '

ou V()

(n—2)

— ?Q’L (:L) = =
P'g,(ﬂu Beo -y By) ps=¢!_§(1) Fél(ﬂl- Bos <o Ba) Bsmas(x)
. s @ | S % R R
( ) FF;.‘(QI. e vyor Ba) 'ﬁs=“s(") f : Fén-q(ﬁh Bar: - 2 Bl Fy=asl=)
P (%) I
Fy (Ba By Ba) [ )
donc ,
(n~i) Fy By B <o Ba) | YreciSipai!
_'P‘L-L__ﬂ:,_"’f_lz__ (=11 —1)
Pq, (%) Fﬁnw" By - «s By) ‘ps=as(x) ! :
On en déduit, a 'aide de I’identité
©) i(@&’?z”m )_ Pal ) %ul) e’ 270
dr\ o (®) )T 9 rl#) P, 1 (%) @y L(%) E
Fy (B Bar ey o) _ | Tee B wess Ba) | 4
F;ﬂ(ﬁh Bas oo, Ba) [Pg=a(x) dx F;;”(Bl- Ba, - - <) Bu) B =a,(x)
Fo (BB o0 Ba)Fy  (Bu By o-eu Ba) | P
Lo T8 w1 G=2"n—1)

Fi (B By -

Bn)

By=ox,(x)

c’est-a-dire la relation (4) {c). _
Mais @, r(x) est une intégrale de I'équation E,, c’est-a-dire

qaa_,[_(;-

o (%)
)

n (n—i)
NN ¢Q,L (x) =
+|L={m{(x) q’a,L(x) - 0

ce qui s’écrit a I'aide de (9) (avec. i =1) et de (8):

a [ Tl Ba oen ) |
dx F;”(a,, B - - -y Ba)

+ 12
ps=as(;)} 'FB”(BII B%r s sy Bn)

Fo Bu Bar oo BalFly (B, By - B |

_|_

Bs=uay(3)

Fo (B Bar - Ba)

+2°‘i(x) el

1=]

c’est-a-dire 1a relation
Sur S, donc F(ay(%), a,

(4)

(%), .

Flﬁ”(BlJ BE- ceny BH) Ifs= as(,f)

(b). Le point (ey(¥), as(%), ..., «,(x)) est situé
oo %,(%)) = 0, c’est-a-dire la'relation (4) (a).
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Les relations (8) ont été établies .dan,s I’hypothése c.pl(x)';:& 0, mais
elles ont lieu aussi quand ¢,(x) = 0, ainsi qu'on le constate 1mmed\1ateme1.1t,
en remarquant qu’ainsi qu’il sera.démontre au paragral_)he 4 (a la suite
de la relation (26)), ¢,(¥) a dans l'intervalle [0, 3] la racine x = A et que,
si elle en a d’autres, celles-ci sont en nombre fini. On’ désignera par H(x)
I'expression q)l’_'z")(x)F;n(ﬁn Boy e Bn)lps=a,s(x) - ‘PG,L(x)Fﬂi(Bi’ Pe, -y B”)Ipfas(xi
Les fonctions H;(x) sont des fonctions continues dans l’interva,lle [0, 2]
et (8) atteste qu’elles s’annulent dans tout cet intervalle & I'exception
éventuelle des points auxquels ¢,(x) =0, parceque si par exemple
F;‘_(ﬁn B, = 0, alors cpg:L')(x) = 0, par suite du fait que

les normales au plan tangent en (a,(%x), ay(%), ..., @, (x)) @ S et 3 A, ont
les mémes cosinus directeurs. Ces points étant en nombre fini, il s’ensuit
que H,(x) s’annule dans ces points aussi, c’est-a-dire que les relations (8)
ont lieu dans tout l'intervalle [0, A], ce qui démontre le théoréme.

Remarques. 1. 11 résulte du théoréme 1 que le systéeme (5) de n équa-
tions & # inconnues By, B,, ..., B,:

) Bn)lpszas(x)

10 Fé’ (Bll ﬁEl E 'lﬁﬂ) ln—i . e
(10) i i =T 0); F(By Ba .
Fp”(pl’ ﬁz:--wp‘n) l“

cui B ==

compte parmi ses solutions la solution B, = a®(0) (i = 1, %), et que le
systéme (4) de # équations différentielles & » fonctions inconnues B,(#),

. p2(x)! ey ﬁ,,(x) i

(a) F(By(#), Bo(x), ..., Ba(¥)) =0
b) af F,_; (Bu(#), Bala), +. ., Bul#)
da| Fio (%), Byl#), - ., Bal2))

-

43 Fl, (Ba(#), Ba(#), .-, Ba() Fén_l (Bu(%), Bao(#), - .., Bu(#)

Fg? (Ba(=), Bal#), - ., Ba(2)) g
Y nFy () Bl Bal)
B; \P1LEL Bald)s v en, Balx
+ E Bi(x) = =
i=1 Fp" (By(#), Bal), ..., ﬁn(x))
Foy (B2 Bl Bl Fo (B, Bo(a), - .., Ba(#)
Fio, (a0 Ba(3), s ) x| Py (84(3), Bul) -, B

- Fy (Ba(#), Bal), ..., Ba(x)) Fg, | (Ba#),Bol#), ..., Ba(®)

=1

g (Bal#), Ba(2), ..., Ba(#))

t=2n—1)

compte parmi ses intégrales intégrale . B,(x)

=al-(x) G =T, n) et ce
pour tout p€ (0,1, ..., 5 — 2)
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2. Si l'on connait la fonction-vecteur minimisante o (x) alors (8)
(avec © = n — 1) donne

& = 6 Fboy By Bar oo Ba)) .
(12) 9,2, (¥)= const. exp. H(x); ] = § B (B B B p 0'= s

3. Si toutes les intégrales du systéme (11) sont comprises dans les
formules B;(x) = f(x, C1, Cs, ...,C,) i =1,%) ot Ci(i =1, n) sont des
constantes arbitraires, alors les valeurs C; =T, ({ = 1,%) qui donnent
lintégrale B;(x) = i (x) (i =1, %) se trouvent parmi les solutions du
systéme de # équations a # inconnues C,, C,, . i

R ..,C";L(O,CI,CZ,.».,C")=
=B; (¢ =1,7), ot f;(i =1,n) est I'une des solutions du systéme (10).

4. S'il existe un nombre fini ! d’intégrales du systéme (11) qui satis-
font aux conditions (10), intégrales qui seront désignées par ﬁf— () =
=fi(x)@i=1,nk=1,1), alors

¢ Fa e 5 i8]
App,L > min R { [exp Hk—(x):[“’)} HY (x) =S p:._l (BsBs 8 l
e ’ % Fp" (Blvﬁzu _— p")

do
&
By = f5 (o)

3. On présentera, a titre d’exemple, I'application simple suivante
du théoréme 1.

THEOREME 2. On considére Iéquation y"' + a,(x)y’ + ax(x)y = 0 on
a,(x), ay(x) sont des fonctions continues, & dérivées du premier ordre bornées
en valewr absolue par un nombre fixe dans Uintervalle [0, co) et vérifient
dans cet intervalle la relation a%(x) + a3(x) < R?, avec R >0 donné. Dans
ces conditions, et quelles que soient les fonctions ay(x), a,(%), la plus petite
racine positive de U'intégrale ¢,.(x) de I'équation considérée qui vérifie les
conditions @.(0) =1y, ¢ir(0) =1, avec 1, et I, domnés, est au moins
égale au nombre N défini comme suit:

Si g = ——:i+\/1 () S4 =5 (R+ VITR + V2RER+VIT )

vlors

44 +9q)
1 + Agq

A= =% R) =\/R +Vit+ R’y

2R(4 + RY)

S (R +VITR)
) R s
+\/;ﬁ_\/_4ﬂ oo By s B

2R(4 R? R S
(4 + R ;(—R+‘\/4+R’)
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Si g > A, alors ow bien A = A, ot bien

b A= 00, R)-*\/ 2RG + R B Alg— 4) +
_R+VitR® V2Rr(R + V4 + I3
el i oo LA S N
2 \/ PRE+ R By gk + Vi Io)
(On entend par arc tg la détermination principale, comprise entre
—Zet 1)
2 2
Démonstration. Dans notre cas, au théoréme 1, # = 2, donc p =0
et le domaine D est clos par le cercle d’équation F(B,, [32) = BZ 4 B — KR2=0.

On prendra done, conformémént a (4) (a) a,(¥) = R cos A(w), og(x) =
= R sin A(x) et la relation (4) (b) s’écrit

(13)

N

> = cos? 3 + Rsin 3 (3 = A(x))

X

x

pendant que la relation (12) donne H(x) =& = Sﬂ(") do (vu que
sin A(o)

(13) donne x = X(3)). On en déduit a I'aide de (13)

H cos A(x) — i 2
(] = T ' (3) (cos 8 4+ Rsin J)
c’est-a-dire
( ) A ) S lifsinB-}‘n:o:szsaz8

_ R+ VixR

4 . . : v_i :
(14) = gonst + log [sin 3 (— sin § 4 :R_"'ZW_JF_EJ ViR (__ i B

_ —R+ ViR
+n+\/2m) 2 Vivre ]

auquel cas la relation (12) atteste que
. " _ R+ Vi
9o,z () = Const. sin § (-— sin § + M) ST (__ sin 8 +
(15) 9 |

: _ —R+ Virw
R+ViTE Ve
LR+ \/2 T )
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ne s’annule que pour § = kn (& entier). D’ailleurs cette affirmation résulte
aussi de la relation (8), qui s'écrit 5 . , -

(16) ‘ CP;,L(Z) = oy (%) - clos A(x)
‘Pa.L("') cta(x) sin A(x)

mais la forme de la fonction ¢, .(¥) de (15) peut présenter quelque intérét

Or, la relation (13) donne

1 ; ~
— t_
R+\/4+If2 3 g
r = ¢+ 2R(4 + RY) log 8 =
4+ A+tg?

(17)

= C + F,(3)

tg—8—~ (—.R+\/4+R“)
s M \/4+m 2 2
i 20(4 4 17 are R
P2 L T C——
\/7(—R+\/4+Rz)

avec A défini dans 'énoncé du théoréme. Vu que, ainsi qu’on verra dans
(22), l'intervalle de variation de § ne comprend pas = comme point inté-
rieur, en prenant pour arc tg de (17) la détermination principale, la fonction
X(8) est continue au point 8 = =.

Dans la fig. 1, § est défini par la relation sin$ = % (— R+V4+ R,

0 <38 < on en déduit donc que

3

LI
5 pour 3¢ [0, n + §)
A+tg;

En (17) on p?endm log

(18)
1 3
z—+ gj
ou 8¢ (2nr — 3§, 2w et log| — —

. 4 +tg—2‘

pour 86(1'-[—8 2m — 3).

Vu que les fonctions a,(x), a,(%) sont, ainsi qu’il a été rappellé au §2,
continues, et que & = A(x) € [0, 2r], il s'ensuit que A(x) est une fonction
continue dans l'intervalle [0, 7], de sorte que la fonction inverse X(3)
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I'est également dans l'intervalle /s parcouru par A(x) quand x Pparcourt
lintervalle [0, A] et par conséquent finie. Or, X(8) de (17) devient infini
pour 8 = + 8§ ou 3 = 2x — 3§, de sorte que l'intervalle J; ne compreng

Adﬂg-g-

T| 78 216 21

L'* S

Fig. 1

pas les valeurs =«

+ 3 ou, 2 —3§. Cet intervall i t
e rvalle comprend nécessairemen

» ™ ou 2, vu qu'au cas contraire (15) donne @g1(x) 70

i & 43 2% — 3 2n
h R
X’(3) + oo e o X

Tableau 1. '

Pc}gr tout x >0, 4
Inlirmé, par exemple, par I'équation ¢’
a(x) = (0, R) vérifie évidemment lesyc

onc selon la convention du § 1, Npr = o0, résultat

+ Ry =0, dont la fonction-vectetr

onditions (2). Donc

(19){9-6 ‘est situé oy bien dans I';
Vintervalle (2m — 3, 9n),

niervalle [0, = + 3), ou bien dans

de sorte que A(x) est une f
En ce cas on déduit du ta

(20)

onction uniforme de x 0, A
bleau 1 et de (18) queE wadh

Js = [A(0), A(V)]
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Il en résulte 4 I'aide de la relation
(21) x = X(A(x))

(déduite du fait que A(x), respectivement X(38) sont des fonctions unifor-
mes de x, respectivement 3) et de (15) que

(22) st s C (0, = —|—_§), alors A = X(=), donc 5 C (O; ], tandis que
si Jds C (2n — 3§, 2n], alors A = X(2n),

avec X(3) donné par (17). La relation tg%: — cot 3 + V1 + cot® 3

et (16) donnent tgw = g ou tgé(éo—)— . , avec g défini dans I’énoncé
q

2
du théoréme. Or, on déduit sur la fig. 1 que I'on ne peut avoir tg'é—(z'o—)é

= — % , parceque il en résulterait A(0) € [x, 2x — -§], c’est-a-dire confor-

mément 4 (20) et (22) que la relation (19) serait contredite, Parsuite, si

g = A, on ne peut avoir que tg&;) = ¢, donc A(0) € (0, =), Js C (0, =],

auquel cas (22) et la rélation
(23) X(3) = F,(8) — F.(A0)

(déduite de (21) et de (17)) donnent pour A la valeur % de Iénoncé du
théoréme. Pour obtenir X(r) on tient compte que, vu que 3¢ (0, =], on a
lim tg —;- = 4-00. Si ¢> A4, on peut avoir soit A(0) € (0, =), donc la méme
L RS = _ ’
valeur A pour 1, soit A(0) € (2m — 3, 2x), auquel cas Js C (27 — 3, 2n]
et (22) et (23) donnent A = A, avec A de l'énoncé du théoréme, qui est
ainsi démontré.

Remarques. 1. Si 1, = 0, (donc I, £ 0), alors ¢ =0 et le théoréme

dome %= (0, B) = 2 \JEELER jop g \[ZREVIER (o
2 R4 + R 2R(4 + R?)

+ 2 arctg \/———_——_ - +2‘1J24 r Re) y

2. Si—ll—2 0,onal0<g<1< 4, donc a nouveau A=

b

=A(g, R).

4. On présentera en conclusion une propriété de la fonction minimi-
sante of(x). Afin d’éviter I'écriture de relations assez encombrantes dans
I'énoncé du théoréme présenté ci-dessous, nous allons nous reporter par
numérotation A ces relations, écrites au cours de la démonstration.
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12
On dira qu'une fonction-vecteur a(x) = (a,(¥), as(%), ..., a,(x)) définje
-dans lintervalle [0, oo) jouit de la propriété P, p (avec A > 0) dans un

domaine D de I'espace 4 # dimensions rapporté aux axesQp,, B, ..., B, sila
fonction linéaire des variables indépendentes B,, B,, . :

.0y "

@4 L (Bur Ba -2 B) = = 00a(3) 2 gl ()8,

ol @,,4(x) et g, (%) sont définies respectivement dans (36) (o1 'on remplace
la fonction-vecteur «f (x) par la fonction-vecteur a(x)) et (3) — atteint
son maximum dans le domaine D pour B; = a,(x)(i = m et ceci pour
tout 'x ¢ [0, A].

Il est évident que cette définition exige que pour tout x € [0, 1],

le point de coordonnées (a,(x), as(%), ..., a,(x)) soit situé sur la frontidre
S du domaine D.

THEOREME 3. St la racine ), ,,, de la dérivée oW (x) est une ra-

cine simple, alors la fonction-vecteur minimisante ol (%) jouit de la pro-
priété P*p,D,L,D’ avec Ay, p,p, défini dans (3).

Démonstration. Les deux premiéres relations (7)
de o(x) et @i(%); ceci et la troisieme relation (7) (a) assure 1’existence
de ¢{"(x) et @(x). En général, les premiéres /i relations (7) (a) assurent
Texistence de ¢{(x) et ¢~ (x); par conséquent, les n relations (7) (a)
assurent I'existence de ¢!"(x) dans Iintervalle [0, 2]. On a

(a) assurent l'existence

' |

B9) - 6006) = (— 1) 0y, (5) ~ 3 9(n) 53 (= 1 €1 atr-i-9(e)(q = 2

1=0 =1

“

2 la condition de remplacer au cas ¢ — 0,s=gq 1 : 0
S R » 8§ =g, l'ex 1. Cette
relation s'établit immédiatement, g, l'expression Cy par

imn si 'on suppose qu'elle a lieu pour ¢ = 41
en ce cas, on déduit de (7) (b) olt Ton fait ji g, + 1: A

hi—1

i1
= cp(l?x+l)(x) — ; cpg')(x) § (___ l)s C;1+l—s ol£'I|+1—"'-S) (x)"l'

+ );, i i S 9l(%) 0y (%) + o, () é (—1)7 a1 =9 (2)F

= {—i%n (‘Pl(x)“q.ﬂ(x). = q’m—z(x)) = (— 1)%t2 <F’ql-:-z(x) T+

= C(®),
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c'est-a-dire la relation (25) avec ¢ = ¢, + 1. Or, si I’ ondérive les’ termes
de la relation (7) (b) dans laquelle on fait s = 1, on obtient la relation (25)
avec ¢ = 2, de sorte que cette relation est prouvée. Si l'on y fait ¢ = =,
on déduit que o,(x) vérifie I'équation différentielle

l 5 s (£199(3) + 309(2) = 0
(26)

=il . i : ;
l Ba.g, i(%) =Z_,T(- 1) Coms & N2); 1=g < n; D =g 1"

Il en résulte d’ailleurs que ¢,(x) a dans [0, 2] au plus un nombre fini de
z€ros, parceque au cas contraire il existerait au moins un point d’accumu-
lation de ces zéros. Si 7 est 'un de ces points en vertu du théoréme de
Rolle, il est un point d’accumulation pour les zéros de oll(x) (s=1,n — 1).
Attendu que ¢f*)(x) sont des fonctions continues et définies an point x = 7,

il s'ensuivrait ¢(r) =0 (s =0, % — 1), c’est-a-dire 0,(%) =0, au quel
cas (7) (b) donne o,(x) = O(s = 1, n) dans [0, 2], ce qui contredit la rela-
tion ¢(x) 2 0. Nous allons établir les conditions »initiales* auxquelles
satisfait I'intégrale ¢,(x) de I'équation (26). Au cas de notre probléme, les
relations Fy(z), 25, ..., 2,) =0 (6 = 1, n — 7,) écrites A la suite de la re-
lation™(6), se réduisent a la relation Zu—p(rp,p,) = 0, auquel cas (7)(c)
donne

27 ‘Pi(7\p)=0(i;=1:2;---,n“P—I.71"—]54-1,71,'—}5-{;2,...,#)(-;b.gl)
=) { =0 = T Ty (=D

On peut remarquer que, attendu que p << n — 2, en (27) la relation P1(2p) =0
figure sans faute. Or, (25) s'écrit . L '

—

q—

(28) 90(2) = (1, (1) — > b, (%) ef(x) -

avec byq,i(x) données par (26), ce qui donne avec (27)
(29 9P =0G=T0,m—2—3); gfr+-I(x) = (—~1)+-1 g (o)

(30) ?5“‘9’(7\9) = (=] ba,n—p,n—p—l ()‘P) (Pn—P(AP)‘

12 — Mathematica vol, 7(30)
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Afin d’écrirs le reste des conditions initiales, on notera

(e c(x) = bu,n—?+o.n—P+Ps-l(x) ban"‘“?‘*' ps—lr”'“f""ps—-Z(x) :
" (PuPy- - -sPs—1)g

(31)
. bu, n—p+p..n—p+p,(x) ba, n—p+o,n—p—1 (x)

ol b, 4 ; sont définies dans (26), et la notation( 2 ;
0::9..---.05_1 a

définie de la maniére suivante : on entendra par la notation (g, p,, ..., -
le fait que le groupe d’indices (p,, s, ..., p,—;) parcourt tous les groupes
distincts de nombres de la forme (3, 8,, ..., §,_,), ot 8, 8, ..., L.
sont des nombres de la suite 01,..
suivantes :

désigne une somme

.» 6 — 1, qui jouissent des propriétés

‘1. 08 <¥h<...<¥_=<0c—1
(32) 12. On peut écrire la suite de groupes de deux nombres

l (G: Ss—l)’ (ss—l! 85—2)1 i (823 81): (81: _"l)

_ A T'aide de la notation (31), le reste des conditions initiales auxquelles
satisfait I'intégrale @,(x) peuvent s’écrire

o+1
‘P(ln_p“)()‘p) =l l)n_p_lcpn— P(Kﬁ){-ba’i-, n—p+a, »-p—z()‘f’) + ‘?;g (= I)SG"‘i’ o ()\”)I
(33) o=1,%—-1 2<p<n—2.
Pfu cas p = 0 les conditions initiales sé réduisent, bien entendu, aux condi-
tions (29), et au cas p = 1 aux conditions (29) et (30). La relation (33) s¢

démontre immédiatement si 'on suppose qu'elle a lieu pour o =1, 01
En ce cas, si I'on désigne par commodité &

l = b : (7\#), on dé-
duit de (27), (28), (29) et (30)

A=, #—pP+k,n—p+1

{Pga~p+a,+1)(l’) o

5= - = pHi) () ) —
(=g l?n—p(lp) i=—1 a’l‘“-"q’l” 3)()\13) ==

+

a,
o +1,—1 3 Ry 10 Pl

L i+1
+‘=21 Aoit1,i [d,-,_l —_ s;.‘,.(—].)SG $ (7\9)].

=, 5,4

lien pour ¢ =
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A Tl'aide de ces relations, (33) avec ¢ = o, + 1 sécrit

g, o+2 o g ' '
an,+l,iai,—-1 &= 2 (—1)°ag, 41,:G » () =
=0 5=3 t=5-—2 g &=,5—1,1

(34)
o,+2 Py
) Gaﬁ, 2,014'1(7‘?) + 523 (_1) Gap—,s,q:—{—](lp).

~

Or, (31) donne Gy g,0,41(}y) = 2 @o,+1,0,%,,—1. En ce cas, (34) a lieu si
P1=0 5

=5

Ga,s,u,-d—l(lp) = _22 aa,+l,-iGa,s—l,i(7\p) (S = 3: Ty +2):

c’est-a-dire, a l'aide de (31)

51 == Sg
S, = E Go+t0_, Bo _ o,y -+ Bp,p8p,—1,
(35) (Pu @ Bim)g 4y '
T,
S, = E Qoyt1,i 2 Bisog 3 @0, 5Py + + + Doy 000, — 1.
t=s—2 (qu Pa, ---:93_2)5

Si Pon choisit donc dans S, un terme quelconque

a I Sl
oitlp . PP o Ps, Py Py —1

ce méme terme s’obtient si on prend dans S,, 7 = E"l_l et p, = F, (k=
= 1,5 — 2). Or, on déduit de (32) que le groupe (P, Py, ..., P,_,) appar-

tient & I'ensemble (p, p,,. .., Ps—2); , de sorte que S; C S,. Inversement,
: . . =1
s1 on choisit dans S, un terme quelconque &

=@ — a—- - Rl /
u;-{-l,tai. Ps—o ps-"2'ps"'3 Pas P:? Py, —1

le méme terme s’obtient si on prenddans §,,s—1=1,¢, = ¢, k=1s—2).

On déduit de (32) que le groupe (p,, Py - ...P,_,, %) appartient & l'ensemble
(1, o, -+ . Ps—1)e,+1, de sorte que S, C S,, d’ott S; = S,, c’est-a-dire la
Telation (35) et par suite la relation (34). Ainsi donc, si la relation (33) a

, g1, elle aura lieu aussi pour ¢ = o, + 1. Or, on déduit
de (28) avec g=m —p 4+ 1, de (29), (30) et de (27) que gi#+0 () .
brend la valeur donnée par (33) oit 'on fait ¢ = 1. La relation (33) est

Onc démontrée. On considérera maintenant une autre intégrale de 1’équa-
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tion (26), qui d'une part vérifie des conditions initiales indépendentes de
la quanti'té inconnue ¢a—p (Ap) qui f_igure en (29), (30).et (33) et d’autre
part vérifie les conditions (7) (a). A cet effet o'n. de51.g1?e.ra par.@qﬁ .1(x)
I'intégrale de I'équation (26) qui satisfait aux conditions initiales suivantes:

' W (n—p=1 (3 Y (__ 1\ =P (21 1y 1.
@) 8% (M) =0G=0, 7—p—2); () &7 () =(=1"" "2V (2;

x—,

. (p+1)
(c) ‘P::!_:f) Bgl={— 1)""”"13_’"_{,, e Jhes (A) @2, (2p)
36 nepto . ey I
) @ 52 =0+ 65200 g O

+3°6, 00| e=TF— 1 1Sp5n—2

oll by, 4, (%) est définie en (26), avec 73 L(x) définie en (3). Au cas p =0,

respectivement p = 1, les conditions (36) se réduisent, comme les condi-
tions (29), (30), (33) aux conditions (a) et (b), respectivement (a), (b), (¢)
de (36). On déduit donc de (29), (30), (33), (36), en tenant compte que par
hypothése du théoréme cpi? L (2p) 0

(37) Pn-p(Ap)P »

a—, 1

() = @L’EZ (Xp)pa ().

Si on fait dans (7) (d) x = A, on déduit a V'aide de (27) (o la relatiod
91(Xp) = O figure sans faute, ainsi qu’il a,été remarqué a la suite de cette
formule) et de (7) (a)

(38) C RuaMe5 Y (4) 2 0.

On déduit donc de (7) (a), (37) et (38) que 1a fonction linéaire des variables

Bhpz: fepy B”_:

L (Bubo..iB)=—0o, 3 (:f)Z_? 9% " (0B,
ofr Pt g (%) et ?L ,L(x) sont définies en (36), respectivement (3), atteld

i axi s . ci
son maximum dans le domaine D pour B, = o () (i = 1, »), et ce
13 ' ?

pour tout x € [0, A,], ce qui démontre le théoréme.
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