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[HEOREME 2. Si %; 7 %ip1 @h07S % :{ir Gk
Démonstration. Supposons, pour preeiset,

(5) X < Mg

et admettons que

(6) % = Ziya

Il en résulte alors

(7) . Fire < Xipa

vu qu’'au cas contraire, on en déduirait, conformément au théoréme |,
%y < %4 ce qui contredit les relations (5) et (6). De ces relations (l)
et (6) il résulte immédiatement

8 Xip1 = ¥iyq.

On déduit enfin de (5), conformément au théoréme 1, % < Ziyy of 6l
nant compte de (6)

®)

Firs < Xipo.

Les relations (7), (8), et (9) conduisent 3 1la double inégalité

Tips < Xips < Xiyq

qui contredit elfe

: aussi le théore ;
Imposible. héoréme A

par conséquent, I’égalité (6)
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UN PROBLEME D’INTERPOLATION DANS LA THEORIE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES®

par
DUMITRU RIPIANU
a Cluj

I. Dans le présent travail on détermine les éléments , minimaux”
d'un certain ensemble attaché aux équations différentielles linéaires du
second ordre.

On considére I'ensemble & des équations différentielles linéaires du
second ordre, de la forme

() Y(%) + ) (8) + palx)y(x) = O,

ou p(x) (¢ = 1, 2) parcourent l’ensemble des fonctions continues dans un
intervalle donnée [0, /]. On désigne par le terme ,,équation (E)” un élément
quelconque de &, c'est-a-dire une équation (1) et par 76 ’ensemble des
€quations (E) qui ont la propriété que leurs intégrales qui s’annulent pour
x = 0 ont dans I'intervalle [0, /] au moins une racine positive. On désigne
par hg la plus petite de ces racines positives, relatives 4 une équation
(E) € 4 donnée, et qui change en général quand on change d’équation.
On désigne enfin par m; la quantité max |p,(x)| — étant entendu que
€[04 ]
I'équation (E) € & est donnée par les coefficients p;(x) qui donnent les
mi(i = 1, 2)— et par of l'ensemble des paires de nombres positifs a, et a,
qui ont la propriété que la relation suivante, du type de de la Vallée-Poussin

a lieu pour chaque équation (E) de . .
L’ensemble of est borné inférieurement et évidemment non borné
Supérieurement (si (a,, a,) € of, alors toute paire (7, @,) avec a;=a;

f )

*) Ce travail a été publié sous une forme légérement modifiée, en langue roumaine, dans
Ja revue ,,Studii 5i cercetiri de matematicd (Cluj) tome XIV, No. L et 2 (1963); il y est ré-
Parti en trois notes. .
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X )
ont également & of) de sorte quon peut se poser & probley, -
(i=1 2) apbal;tlgl(: lagdétermi"ation de ses EI(’.}T]E!l.]t_S ,minimaux”; ey fonc. 1. i
de I'existence et de donnée 2 ces ¢éléments minimaux. . -
tion de la défimition ira trois définitions de ce genre ! 2. Nous allons présenter le
" 3 Py . : = " ) o .
Dans ce travail on introduira i 5 g K THEOREME 1. 1. Powur une valeur donnée de a,, la paive minimale relative
Definition 1. Une paire (@, @) de of est dite |, minimale Tefa. a a, est la pairve (ay, « (a,)) ot la fonction w(a,) est définie comme suit -
efin : 2

; : aire (@, @,) avec a, << @, n’'appartiegt - . 1 y .
tive’” par rapport 4 a, S toute p (@1, nt 18 0 < a < =, alors o(a,) est la racine positive de la fonction de

adf. . i o :
- Sfinition 2. Une paire (@, @) de of est dite ,,minimale ghg, - ]f' vartable a,. o |
lue”II)):r iappol’t i a, si toute paire (a,, a,) avec a, << &, et toute paj Fal) = 1 Vw4 +In Vi 17 — 4

s ) : 3 g. g\tee) = T = e g
(ay, @) avec a; <& 1 appartiennent plus a of - - T VE. i :
‘r:‘;;ﬁ;éf‘initiOn 3. Une paire (@,, @,) d(_: aif est dite .,l?nmmale par ot

rapport 4'la fonction f(a,, a,)”, supposée délinie dans tout I'ensemble , 7 1 \
st fla @) =(nn-1|i)I:Af(a“ ). m = 4::'“{— [Zai'(l + 2a,) + ay(l — 8a, — ai) +

Les deux premiéres définitions peuvent évidgnnnent se formuler pa + (1 — 2a) VIR F A0 —Zajar T = o T s
rapport 4 a,, il est inutile de les répéter, 1

L'ensemble of n'est pas vide, car conformément au I'héoréme bien 1

e 1 1
2° Sia, =—, alors y.(—) = —
8 8

; " . 1 STRE TRy 8
.connu de de la Vallée-Poussin ([4]) il contient la paire ( ks 77—) (a’inégalitt
e e | T 3% Si- ~2-, alors o(a,) est la racine positive de la fonction
stricte dans (2)). Hartmann et Wintner ([2]) ont donné la paire (., ;g . 8 =W 2 %(a) b4 /e
. . ; - de la variable a, :
de of (3 inégalité stricte), et Opial ([3]) la paire ¢ % Uy .
f]g(ag) o i —V-i — i arctg Vll — ’
(3) i (E _I 2 al\/m-i- \/4(12—}- atni m
2 2’ oit

de of (qui' assute dans (2)
Le probléme Posé a don

M= — [2a3(1 + 2 1 — 8a, — 4a}) —
tant I'égalité que I'inégalité). » "= A [2a}(1 + 2a,) + ayf “ )
Le présent travail se djy

¢ de sens.

o Btermine Tx . DIVISe en deux parties. Dans la premiére parﬁ:fe — (1 — 2a,) Vda} + 4a3(1 — 2a,)a, + (1 — 12a, + 4a%)az ] .
o o € la paire minimale relative par rapport 4 a,, quand ;2 y ) ]

gl re]atil\lrze quelconque, et l'on démontre que cette paire est ausst i 4°. Siay =2, alors a(a) = L.

qui résout Ja %ﬁesrt?g}mat & %, pour la valeur ainsi déterminée de “i'qm, ‘ = m | )

]‘a paire indiquée parl Oi)sia%)a:ersis llllilllr_nales 'l‘e_lati\-'es_ On démontrl':ppoﬂ I1. La founction ofa,) décroit dans I'inlervalle (O, :"—) et

4 4, et qu'il n’y @ Paire minimale absolue par :

€N a pas par Tapport 4 q,.

donnant |
. . . es
Palres minimgleg

cations. simples

L 1ppll ;
En conclusion, a titre d'ap? i ; lim «(a,) = co.
détermine Jeg

: pe] ives 2 0
paires minimales relativ® “

: e
bar rapport 3 quelques fonctions "

Démonstralion. Nous allons nous servir, a l’exgmple d’Opial, ([1]),
.-, ans la secopq

. . ” 1 : 2 . :

imauy | € partie du travail, on detel:ml j00? du résultat suivant de de la Vallée-Poussin ([3]):
(1 té coefficients const::: dins le cas oft & est I’ensemble des eql(]a) ol o
ont la proprig S et ot 75 est 5 ions \! L . o 1 s e 5 do *)
s dé%ivel 1été que lenrs intégrales st 1,€nsemb1e des equato ossedf”]1 (4) h = Himy, my) =2 S e
nombyre } € Pr(enuer_e qui a ay o 2 qul sannulent pour x = P a5 : J.e + My 4 m,

'z de (2) est Moins une racip itive. En c€ © ol .
gues, pour la plgplartla .pluS l)etlte de ces racinese Ilfé)SSIIFésuitatS sont 311?31. - ; £ » ;
quer qu'en vertu ,u'na- Ceux de la l'ére Partie O t d’ailleufs T r:e]g * nous écrivons simplement & a-la-place de hg.
: ré . On peu

seconde partje s€tendent aizu}tat de 0. AraMZ I

([1]) les conclusion®. pe

Slau ; ; o arlé
cas des €quations (1) A coefficients ¥



74

DUMITRU RIPIANU

Dailleurs il v a des cas oit dans (4) on a I'egalité, par exemple l,équation
a v ; _

=0, my,=~R, h= - = .3
(Ey) :5* + Ky = 0, pour laquelle ? x A0y |

La relation (2) est équivalente®* a la relation

©)

(_ aym, + V;‘—?ﬁ;{“% 47‘27—’;;)

h= @ = o(m, mg) =

2a,m,

En effet, pour une équation (E) fixée, donc pour /i, m,, m, fixc?s' e
ne peut avoir h < g, car alors h se situerait entre les racines du tringp
amyx® + aymx — 1 et (2) n'aurait pas lieu. La relation

(6) Hz=9

est équivalente 3 la relation (2}, car (2) résulte de (6) par I'entremise d
(4) et de (5), et (6) résulte de (2) dans le cas des équations (/) pour lesquells
h=H — toujours par I'entremise de (5).

La relation (6) s’écrit a I'aide de (4) et de (5) sous la forme des trois
relations suivantes, données, en d’autres notatioms, par OPIAL dans le
travail cité [3]: '

ANt — 2 ] ) e ——
fulmy) = L”“T—m’ (H—9) = Vo= o (aym, — Vda,m, + aimi+

8agm,
+ arct;g \/ dmy — mi > A
my
pour m, < 2\/m, ;
4 a4+ a, — .l_
M| H-e=t "7 . - o

Vm, 4+ 2a,+ Vat tq,

our = P
pour my = 2/, .

Vil g
fz(m]_) = -—~1_~_ 2

S
8aym, (aym, — Vdagm, + aims) +

+In @ = : (d
2V, =

\ Ppour m, >2v‘1;2—'

Ces trois :
: relatlon : olt
tion (2), > Prises ensemple sont donc équivalentes 2 L
** Par gquj . :
(4) est it équl\’a]ence de i it q®

deux 3
co rel
iséquence de (B) et (eBé;tl::S (4) et (B) on entend selon 'usage:

¢ conséquence de (4).

{

H
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()]

Les expressions (7a) et (7c) donnent

o) — falmy)
Film) dagmy \f (dmy — m})(4aym, + azm)’
Homl) — Saliny)
(8) Ja(ms) da,m, '\/(m';' — dmg)(daymy + a}m¥) ’
Jalmy) = — m[@mf + 2(a, — afym,] +
+ lam? + 2(2a, — a,\)m,) \4aym, + a@m? .

La relation fy(m,) = 0 s'écrit si I'on fait disparaitre la racine par
élévation au carré

1112

Pim) =0, otr m =—L et
) P\(m) = 2a} m? — [2a%(1 + 2a,) +
l + ay(l — 8a, — 4a?)Im + 4(a, — 2a,)?.

Ainsi dong, fy(rm,) peut avoir au plus deux racines non-négatives, qu’on
désignera, si elles existent, par 7, et #,. Pour cela, il faut que les racines
du polynome P,(m) de (9) qui seront désignées par 7 et 7, soient non-

négatives. Pour que les expressions non-négatives Vm,m et Vm,7i — seuls
nombres qui pourraient étre des racines de fy(m,)-soient des racines de
cette fonction, il faut et il suffit qu'on ait dans (8)

[aym + 2(2a, — ay)][am + 2(a, — a2)] >0
respectivement |

[a,m + 2(2a, — a,)] [@2m + 2(ay — a?)] >0

(vu que les expressions a;m + 2(2a, — a,) et a’m + 2(a, — al) ont la

. S 1 . Vs ¢ ;
méme racine au seul cas olt @, = ;) Ces relations s’écrivent a l'aide de (9)

(10) = 2a;){[af +a - 2a1)]E + 2a,(2a, — al)} ~ 0.
respectivement
(10) - 2a1){[af +2(1 — 2a) 7 + 2a,(2a, — a,)} > 0.
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Le réalisant du polynome P,(m) de (9) est
R = (1 — 24, Po(a)
(11) P,(a,) = (1 — 12a; + 4a?)a; + 4a’(1 — 2a,)a, + 4a?,

% | i 1
hes 77 et 7 de istinctes, et s1 @, = £ — | g
Si les racines m et 7 de P (m) sont d , 1 5+ alos
' i — si elles existent — des racines sip.
les racines 7, et 7, de fy(m,) sont si elle oy
ples, parce que (8) donne
Bajmi 4+ 2(4a, + ,2(.’,1(’,‘3 = a'[,)m!

filmy) = — [3am} + 2(ay— a)my] + @y ——— Lk Jilos

Tmi

1771

de sorte que

- dafmi — mg(2ai(l + 2a;) -+ ay(l — 8ay — 4aj)]
fa(ml.) = da,m, e

1)

atmi + 2(a, — adm,
vu qu'au cas contraire si I'on tire 7, de la relation f,(m,) = 0 et quel'on

. L _ o L o o - .
écrive que Py(m) = 0, avec 7 = =% et jj, ainsi déterminé, on obtient en
) ", C

(11) R =0 ce qui contredit 'hypothése que P,(m) a des racines simples. -

Ainsi donc

Si le polynome P 1(m) de (9) a deux racines non-négatives et ais
: g opl o 1 i ;
tinctes, ef st a, #?’ alors la fon.ctzon_ fs(my) de (8) a deux racines

(12) . n(}n-negatwes svmples, une seule, ou aucune racine de celle espicd
secon que les deux relations (10) sont vérifiées, une seule est vérifiée,

ou aucine d.’e'ces relations n'est vérifiée. Le polvnome P,(as) de
l (11) a‘les racines . - : ~

= ‘72,_‘— @sa,) = — “‘Q‘fL___:
(13) i =20, + 2 /2,
a, = 1—1;2' r: Eg(al) - 2(1%

-
— L1+ 204 2y3,

(14) S0 < gy ‘
<4= =, (7) (b) donne agg%— @, =2

!

4

. La démong
Slons (7) selon
cas, Sulvant les

11322‘510111 Présentée consiste
valey
IS de a, et a, et

i » . ] 1
valeurs de a, exige I’examination de plust®

1%, «. j :
4 P ' ‘:0<a1$=g3__\/‘9‘
2

-~

. i ' resa
dans 1"étude du signe des exp s

=1
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En ce cas, (11) donne R >0 pour chaque @, > 0, tandis que dans
(9) 2ai (1 + 2ay) 4 a,(1 — 8a, — 4a?) >0, donc m >0, m >0, auquel
cas (14) assure I'existence des relations (10), et (12) I’existence des racines
my et . Or, (9) et (7)(b) donnent ’

0

v

5 4y — 2 1
(15) P,(4) = 16(a2 + ag)(al I :)

et

(16) T —d=-1 (2031 — 6a,) + ay(l — 8a, — 4a})] >0,
]

. 1 - ’ 1
de sorte que si a,=— —a,, on a m=4 <m, et si ay, > = ay, oil
4

a 4 <m _<m, auquel cas (9) donne m, = 2\m, < m,, respectivement
2Vm, < my < m,.

Tableau 1 Tablean 2
.‘—”"7 Wo - 2V;; m,y 2Ym,  m, ©
gfﬂ"":) J A0 N 0 | homd 0N fufm) 2 e,
Tablean 3

w eV o m e

Efé(m,) | + 0 = 0 4

falmy) ! 0O S AN fm) |
Bl gy = % — a,, on a donc les tableaux 1 et 2 (dans lesquels f; (2Vm,) = |

Or, (9) donne

- [ 7= —— [2a2(1 + 2a,) + as(1 — 8a; — 4a3) — (1 —2a;)Y Py(ay)]
4a}
)
K Il 7 = L [2a3(1 + 2a,) + a(1 —8ay — 4a)) + (1 — 2a,) Y Pyfay)]-
4a}
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avec P,(a,) donné par (11) et

my =, YMem, Wy = \/m2m'

(18)
On peut donc considérer 'expression fy(7;) du tableau 3 successiye.
ment comme fonction de a,, de 7, de a, et de W — On désignera par

. fulas), f+(7), folas, ) les fonctions respectives, en tenant compte ques
d

e (17) est une fonction de 4, qui sera désignée par #i(a,). Les relation
(7)(c) et (17) donnent donc

fo ) = falag) = f5(M) = fo(az, M) =

(19) =1 ;‘/m ____m_4 _—l—lnv——————ﬁ_*'vﬁ'ﬁ-l.
2 a, Vi + Via, + aibi 9

~

Mais (18) donne

e ) _ o
(20) B na; - = fi(m) =—2"\/_1—;3 2(,) =0,
de sorte que
f4(£l) = ME)_ d_ﬁli afs(?gfl o ffa(“z %) .
(21) da, day  om da, -

Tableay %4
I__‘“‘“; ———— -
a, _4_ - a /-4_2 "
Jlay) P

Le) A 0 4 o

On en déduit 1e tableay 4, dans e

—

quel
Flay) = g, (% = al)

= “J;‘QL\/%I —5
da,(1 — 4a,) 1

+Inl=6e 4 g 2a) VT "5

o gt by
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__ (1 —2a)(1 — 8¢)) {/T_gg,

de sorte que fr(a,) =
q fa(a,) 3a — a2 =0
Tableau 5
™ | ’ L
' i 8 i
T
ha) j—eo 20|

auquel cas le tableau § donne f, (% — a,)J < 0, et le tableau 4 présente

la racine A, = A,(a,) de la fonction f,(a,).
On considérera a présent l'expression f,(a,) de (19) comme une fonc-
tion de a, et de a, donc

(22) Jalas) = fulay, a,) done fy(a,, 4, (a))) =0
afs(ay, a,)
23 A, e, - O
(23) : (al) afslay, as) _
a4y ay = Ayay)

On considérera enfin la méme expression f,(a,) successivement comme
fonction de a,, ensuite de a, et 7, et % de (17) comme fonction de a,

donc % = #i(a,)

(24) falas) = fs(ay, @) = fo(@:) = frolar, ),
auquel cas (20) donne
af1olay, ) 2 afglay, ) -0
afi am ’
de sorte que
afslar, as) ; s /1ol ) f’:‘ Afyolay. ) .
fala 8 ,—_-—fg(d]) = —’—‘“a“l . o i, ——ﬁﬁf

/

_ 1 . 1_~ k -\/i‘ﬁ(m _-’41 > 0.
T e a, ViE + Vday + aii da, + aim

2

- 3f10lays ﬁ)
da,
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Par ailleurs (21) donne

(26) ad,

fa(A,) >0,
i

de sorte que (23) donne A;(ﬁ;) < 0 et le tableau 6, dans lequel

" lim  Aya,) = .
(2/) ; b - 2( l)
Tablean 6
; |
| i 3 =
a0 > ~V2]
A
Ay(ay) f o\ 12(; " \/2) !

. . e . L] . l .'
La relation (27) se justifie de suite, si I'on tient compte que pour a, < 2’

, =
au tableau 4, 4, >-5—, de sorte que (27) doune pour a, = Ay(a,)

lim 7 = lim aGm = 0.
;=0 Mm=30

Si l'on avait done Asla) < M pour tout 4, < «, of o et M sont des

e, 01s Sl 1 »

a, In Mﬁ?—ﬂﬁ‘_‘;‘

o= *"_2(‘”)
donnée pa; (19) tendrait yepg 1

i des
), de sorte que la relation ¢l de

- relation (27).
e V <a, <é_1

; 4 fa |
Suffisamment petit, ce qui contredi® ™ |
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En ce cas, on a dans (13) 7, < 0 et @y >0. On déduit de (11) -

1 1 2
(28) Pz(T - al) = |T (1 — 2a,)(1 —Sal)] >0
de sorte que @,(a,) >% — a,, et :
2“?(1 — 6a,) = ‘72"' Z, _ 1661? L= f“l + 4“? " =0
— 1 + 8a, + 4a* 2 (= 1+ 8a; + 4af) (= 1 + 122, — 44
si
_ =
18l agaalal Do,
5 8 2
3 . ¢ Heny
et _ v
243(1 — 6ay) ) L ay(l — 2a,2(1 — 8a,)
\ —1+48a,+4a ) (— 1+ 8a, + 4a))3

. Vs 1
de sorte que 511/5—1 el R

2{(1—60) 2 142,

i k. A
— 1+ 8a,+ 4a° — 1+ 8a, + 4a]

©29) By(a) <

Si %—‘ ay < 8y < By(ay), on a dans (11) R >0 et m et 7 sont positifs,

, 5 5 A
parceque (29) donne danus (9), dans I'hypothése = —1<a; <

(30) 7+ 7 > o55(260(1 + 2a;) — B~ 1+ 8ay + 44))] >0

3
%

il est évident que dans (9) on a

foae ony i
au cas 01‘1_3__'\/2<a1<-;'— '
> 2

p—

6 — Mathematica vol, 7 (30) — Fascicola 1/1965
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les tableaux 1
; 6) se conservent*, donc x1 93!
Les relations (15) et (1 dans lequel ' 2 =1
aussi. Le tableau 4 se remplace par le tableau 7 dans leque 7 3 o=
A _—I—\/l — 6a, — 4a1\/ﬂ; .o : En ce cas, (7)(b) donne a,>-1
ful@) = fu(@s) = 4 ' B2
—— ‘ ) : _ _ 1
$inl= VZa, + \/1 — 6a & 4a1\/2?f1 i Si I'on fait donc a; = a, = e (8) donne donc
V2 V24, (-1 + 20, + 2V 2a)) ,
] m ( — 4 2
| flm) = ——— T
Tablean 7 _ 8lmy(m} + 14my) + (w2 + 2m)\m? + 32my)
& % -y Ay(a,) :, done fi(m;) <0, fafm,) >0, donc dans (7) filmy) > fi(2Vmy)= 0,
| fle) | e A 0 A fu@) | | falms) > fy(2Vmy) = 0.

de sorte que La paire minimale relative par rapport i a, est en ce cas la paire [%,%).

, — (1—86ay, + 16a3) + 2(1 — 4a,) \ 24, '

filar) ===t 105 e SR ‘ g LR |
4ai (= 1+ 2, + 2Y3a,)V1 — 62, — 44, 24, 8 6

donc

En ce cas on a dans (16) pour azg% — a,:

fula,) - (%) == ),

: | AR 4= L2601 — 6a,) -
:ie qui, avec le tableau 5, présente la racine 4. o(a,) au tableau 7. Les rele- | 2 4a;
) :nss r'521), (213). (26), se conservent, donc Ia relation A,(a,) <0 aussh (31) 1 2 ;
 Sorte _ - 2] — 1
dne fe tableau 6 se remplace par le tableau 8 B (I N al) (= 1+ 8 + da)]= 16a?(1 L
Tablean 8 Les relations (28), (29), (30) se conservent — & la différence prés
|- e Ja —w—r% | i la forme #y(a,) < 28— 28 et ré
“1 3 Ve : que (29) prend maintenant la forme a,(a, Y
s || ® 8 ¢ sulte des relations
A_z(ﬂl) 4, ‘_3_ 5) ( 1 ) : gl
= N4, |—— 242 (1 4 2 Z,+ & !
. ; 2 2 € B ¢ ay (1 + 2a,) ay+a@; _ >0
— e W | ;; “1+ 80+ 4@ 2 (= 1+ 8a+ 4a)(— 1+ 126, — da))
B parce:;ue au cas of E -1« 1 mt+ Ay °t : 5 2
S _1_3[2‘1.;,(1 . : 2 a4 < s (16) s'éerit 4 l'aide de (29) T - C 24%(1 + 2ay) J _ 39 aj(l — 2a,) il
4 U ~ay— 1 B | = g 2\2
o : +8a1+4a?)]>0 et au cas o 3—-\/_2“<“1</n75‘f1' | _1+8a1+4¢f (—1+8“1+4“1)

méme felatio
" (16) est évidenge, 2
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1 = 1
données par (11) — de sorte que pour e a; < Ay < ay(a,;) les Tacine |

7 et 7 sont positives, tandis que (I8), (15) et (31) don‘nent m; < i <

\

1 . v ‘
ool O TTI . it a, = — — a,]. Ces deux propriétés se
< 2Ym, (I'égalité au cas ol @, ; 1 J con. |

o ; iffé ¢ u'au cas G° il
servent aux cas 5°—10° a la différence pres ¢ 6° on a s, =

et aux cas 6°—10° la relation m + @ >0 se déduit de la sorte:

2 2 1= g, )
r_—l—ﬁ;—.la[%;(l + 20) +2 (1 — 8y —4a,)J =M=l n

24, 40;’

Les tableaux 1, 2, 8 se remplacent donc respectivement par les tableauy =

9, 10, 11 c’est-a-dire que si a, = 41 — 4, on a les tableaux 10 et 11 (dans

lesquels f1(2Vm,) = f7(2Ym;) = 0), et si a, > % — a;, on a les tableaux

Jet1l. Sia, = % ' a au tableau 10, 7, = 0 vu qu’alors a, = | —d1=?
4 2
Tablean 9 Tablean 10
m 0w m oy _.__’_';,ll__,,i o 2m
’ M\R\»‘—-sﬁﬁ_ = e e e
.f] (ml) “—l_‘(r)ﬁ_:}-—_‘_ 0 - f]’ (7)1.1) ! - 0 +
fulm 0 W T ® B P E P
1(my) HO) Ny ) A fi%E) N o falmy) F £1(0) x f,07)) /___,:
SN A e i el B
Tablean 11
—————
I my | 2\;’,‘,; ; - '
Ty (my) Y ]
R
\\—“
‘\
Les relationg i
(7)(a) et (18) donnent [, relation

- 1 \[3“:
- B e -
R R ] — W
1V 4 v4a2+a§m+arctg\/ =

n
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SR L L B = 2
Si 'on y considére f,(m,) comme une fonction de g,

> et de 7, done
fx(i"?_h) = f1s(as, m), alors (21) se remplace par la relation

.f,rz(ag) _ Ofulas )

da, Py

Vi—m
(33) S 0,
-\/-'ia2 + af?ﬁ (a1 V;T_F + -\/4a2 + a-f?fi '2 =

qui donne le tableau 12, dans lequel

oy 2 el
f14((11) = f12 (T — “1) e i M 2a)V—1F 8a, 4

4a,(1 — day)

_I._ arctg 1_____331_ '\/?_ 1 + 8(11,
1 — 6a,
de sorte que
Fadlag) = — SN A B e

4d¥(1 — 4a,)

done f,(a)) < fi, (-g) = 0, tandis que

Sisl@y) = fra(@) = — 4; v— 1 + 6a, + 4a,V2a, +

V-1 4 6a; + 4a, \/21{1-
arctg — - ’
T atetg 1 - \/2((1

de sorte que

[} 2 9.
1 — 6a, + 16a% — 2(1 — 4a,) V24, o

fis(a) =

T (= 1+ 20+ 2V2e) V= 1+ 6, + da,V2a;

/

A 7 et 4, 12 par des

* Ennd Taa i des tableaux 4 et 7 et A,(a;) du tableau. P
nOtation?n dzj}ﬁd_iseg%;z lesai()créczitliglli eﬂes(:;x)t d:5 fonctions différentes, étant respectivement le:
racines ;les fo(;lctions' cL:btenues en considérant les expressions f,(#7,) de (19), respectivemen

51#7,) de (32) comme des fonctions de a.
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g tivement par | .
: 929) —(26) se remplacent respec par les relatj,, -
Les relations (22)—( ’ X s Ty 1
A =0
Falas) = fre(@n 2, donc fre(@n Ao(a)) N s | Ve
3f14(21, Ba) i fl’ (m,) =
== da,
Azfan) = ——— - Alm) | £0) 0
aay a, = A,(a,) ; _
(34) Falts) = frolar, @3) = firl@)) = frsl@r, M) Si @y = — —a;, on a donc les tableaux 13 et 11 (avec f;(2Yym,) = 0),
j ; . i
funlon, @) _ 1 vm(4 — ) 5 tandisque si g <a, < %‘, on a les tableaux 14 et 11 [avec fi(o)=o0
] > ' i
da, V,_,,-i- \/43, + a m da, + “fﬁ au cas a, = %‘)
8/14(a1, 3s) f (A ) > 0.
ay = 4,(ay) Tablean 74
: my ‘ 0 7, 2Vm,
Tableau 12 . i (my) + .
1 - ] 0) A 1) 0
i - 7 3, l ‘ flm) | £0) £
ML 20 2 fulay ’ Or, la relation (7) (a) donne
o ! 1 1 1
5 _<“1<?‘— (36) fl(o)=f19(“2)=‘2'(“—7'a—;)>0P0u1' as?;'
En ce cas, on g L _ nt
P i < 2 de sorte que les relations (10) n'o " £ Banig nolis e W < 2;<;1;..
elles mémes i ' ;
On déduit de ©) pout tout als I iy Par conséquent «(a,) > . On déduit de (11) Pz( J ( & (1 —2a;) ) >0,
de sorte que u: @, Pour ﬂ < @, < @,, on a donc les tableaux 9 et 11
2
(35) P, (2, _ﬁ:ia‘g 2 (1 = 2a3(a? 4 2) (2ay — ) et 3 la place du tableau 12, le tableau 15. Les relations (34) se conservent
' l '|- < D = 2a; n - ! et donnent Az(al) < 0, donc le tableau 16.
20 ) [+ % 0 200
de sorte que i 4, o _ 0 Tableau 15 Tableau 16
' 2’ A mg 2“1-i‘L_2_"= . < 7, donc dans (1 s - 4 1—+ 2
2 :_ i % T & By | g E 2
5eu1e 1 al+‘(l—2a) i ] l 2 2 o ot 8 b
a seconde relation est vérifige 2 . ' s on *j e s =3 = !-_: ' 1 ) 5 ( 2 )
e O)' (Vu quau cas ot @ = 3 i fala,) —;- \/2 20 A fig(a) Asa) QAE g LR e
i 2y | O N
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= fLY .+
Va que (19) domme & (] =5

tableaux 8 et 16 on a

: - _hmAzf—— -)=—‘
(37) 1:.133 {s ) 0 g

‘e 0

Ta relation associée 2 la relation (21) pour la fonction fyy(a,, a,) de By
‘est — conformément & (33) — _

af1slay, @a) =f ((12) ' \/4 — __”“777771_ ~ 0.
oty v4az+ « m( '\/m + -\/4“ + ay m

On déduit donc de (32) et de (34) fl‘3 —q, -I;J = 0 et de Texpression d-

dessus de

afla(“n‘“z) . 3f16(a1, 5)
aaz aﬂa

de sorte que conformém
au tableau 16

(38) lim 22{1‘ s)____l_
&0 =2 '

e 0

I.'J

o 2
6 a1=_2

En ce a
Cas, pour a, < El

h

vement 14 et 11, dapg lesquels f;(0 ) 1

1 =

< 0, parceque dans (36) 4. <
Pour g, =%

conformément 3 (36)

-2
w

de const
ater ’
que la pajre li’ 1} i i
i nZJ si obtenue est la paire

absolue Par rapport 3 ,
2:

(a1, 3)) € 4 alors g, > I'Z::fdeque COIlfOl‘mer:lellt e (I)t(}))
1Sque si g, — — alors f£4(0) = D=

» ]3?

on déduit des tableaux 7 et 19 QUay |

ent au théoréme des fonctions implicites, on? .

01 a toujours les tableaux 13 et 11, respec’”

2 1]
2’ O & par contre leg tableaux 14 favec f,(0) = £10) =0

3 |
et 3 (8)} et 11, de sorte que c,(" ) 1 qrest BT

i imdl®
qi
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.

™

que fi(m,) > 01l faut que £/(0)>0, donc qien (8) £,(0 )=i , 3/2[_ - ] <0

2
donc que a, ;_—2 . On a retrouvé ainsi le résultat de OPIAL.
o) 2 1
T —<a< =

a .
Pour a, < ;‘, on a toujours les tableaux 13 et 11, respectivement

14 et 11, ainsi que les tableaux 17 et 18, selon que a, < Lou al_L.
3 4 -

Tablean 17 Tableaun 18
oo ]7 —— 7]v — e e e ———e. o
a, | :; — & 3 a, 0 %} g‘! l

s | B

w2 2 l
i 1
fm(“z)“ fm(]‘ = “1) ZA 0 7 fw( ‘

o .
8. . a‘,1=

La relation (8) donne

Salmy) =

—

— [m} + 2(day — Nmy)(—my + Vi + 16a,m,).

= | =

Sioa, <(l) on a les tableaux 14 (dans lequel #, est remplacé par
: :

V2T —4aym,), 11 et 18.

1 3 5
9°, S <as s +V2

2 . +V2, et a, < %‘ on déduit de (35) et du fait que pour
2 2

a, < & .on a +£‘2_2 (1 — 2a,) > 0, que dans (10) seule la- premicre

relation est vérifiée. On a donc les tableaux 14 (avec 7, & la place de ),
11 et 18. Si a, — 3 1 V2, on aboutit & la méme conclusion si I'on tient
. 5 .

compte que dans (11)

R = 4a3(1 — 2a,)*[d} — (2a, — 1)a,] >0 pour a, < ; ‘

.100. 3 a‘l >'§'+v§
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| En ce cas, (13) donne 4, >0, & >0 et (11)
‘2 ﬂl__é_i'_.g_zz—_il M
Pg(%‘)=(%‘(lf2al)J >0t 24— = )

de sorte que _“2_1 < &g Pour 4, < %‘ on a donc dans (11) R >0 done g ;

méme conclusion qu'au cas précédent.

Ainsi donc, a(a,) est:

aux cas 1° et 2°, Ay(ay) — racine de fy(ay), donnée

par (19) et (17) o
(Tableaux 1, 3, 4 et 7)

anu -cas 3°,é

(39) y aux cas 4° et 5°, 1?1_'2((11) — racine de

fra(as) donnée par (32) et (17)

(Tableaux 9, 11, 12, 15)

Aux cas 6°—10°, lz(tableomx 14, 11,

17 o 18). .

Les tableaux 6, 8 et 16 et les relations (37) et (38) peuvent se résus ‘

mer dans le tableau 19,

Tableau 19

a 0 1 =,
— 8 nt o
_— %
alay) | 00 \ \ 1 1

{iles relations (39)

. dé .
€oréme, cmontrent le point T et 1 tableau 19 le point II dy

3. Tes
alssez com e
i se '
Cases‘fi ’ﬁil;t-resre _Préféraple 11)1(1)11)11r 1
; Présentation |
ar i for s
P de‘_lx fonctions de fom(liee tla Smple g Jolstive sbi rapport

On désigner, 1és § )
es : lmple A . t e
et fia(a,) de l'éno%icét 1Vement ble d’'une méme variable. A ce

3, *
d eqllatmn res

a commodité, de se servir, dans Cert:I”’

ffet:
4(ﬂs)

Pectivement - ®t par (C)) et (C,) les arcs de @

fuolay, W) =0 fula,, @) =0

€quations d - i
pliquées et nu théoréme | qui donnent la fonction a(@:) Solllt
eut pas admettre une forme plus simP |

ar 5 i
du théo'rlé)meflz()(ah @) et fo(ay, a,) les fonction® arbe

21 UN PROBLEME D'INTERPOLATION 91

situés dans un plan P rapporté aux axes rectangulaires Oa,

respectivement entre les droites d’équations a, = 0 By L sk |
H 8 1 -

2 : s

Oa, et compris

a, —

1]
.

1l 51‘1ffit alors de remarquer que (C,) et (C,) admettent, par exemple
les représentations paramétriques suivantes, de forme trés simple '

. 1 1 —52(1—5)"
: @ = fuls) = — L Lo 21— 9% (4 gtns
2 Ins 1—84 (14 s)Ins
(C) Bl Moo
l ay = fuls) = — L. Lot Bl
4s51In2 s I—Sz—|—(]—|—-52)[ug

(a) se(0,1); ale((), %)

[ 2(1 — cos s) — ssin s
a;, = S) =
1= /ald) 2s (sin s — s cos §)

(Co)

(I — cos s)(s — sin s)
as = fy5(s) = ;
2s2 (sin s — s cos §)

(b) s€(0, w); a,€ (é, %)*

A une paire (a,, a,) de of on fera correspondre un point de coordon-
nées (a,, a,) dans le plan P. A I'ensemble of correspondra alors un do-
maine infini D de P, situé dans l’angle positif des axes, et borné inférieure-
ment par une frontiére (C). '

Selon le théoréeme 1, I’équation de la courbe (C) est a, = a(a,) et
Falo(ay)) = faolar, @(a1)) = fra(@(@1)) = far(ay, ala;) = 0. i
Cette équation prend donc les formes fy(a;, a,) =0 pour a,¢€ (O’E)'

1 2 1 F2
fala,, a,) = 0 pour ale(g, ;] et a, = ~ Bous ale(;—g, oo), La courbe

(C) passe par les points 4 [%, %—) et B (_E ;1_2| . On en déduit a l'aide
de (40) le

THEOREME 2. La paire nunimale relative par rapport @ a, est laﬂpaira
(faa(S), foa(s)) de (40) ol s parcourt Vintervalle (0, 1) quand a, parcourt linter-

valle (0, -;-); la paire (fau(s), fasls)) de (40) on s parcourt Pintervalle (0, =)

. 1 2 . 1
quand a, parcourt Vintervalle (E : :ﬂ) et la paire ( a,, ;} quand a, parcourt

Pintervalle [E , oo).
7!2

—_—

* Les relations (40) (2) et (b) se déguisent des tableaux 20 et 21.
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1 1
e _—1 1 — e -
Pour a, = la paire est (8, 8]

\

4 Tl est d’ailleurs facile de construire la courbe (C) car elle admet |

ainsi qu'on vient de le constater, la représentation paramétrique (40) poyr

2
al < ":2.
On en déduit donc pour l'arc (C,) '
day , 25fa4(s)
— = Jo9lS§) =
ds f"( ) In2s[1 — >+ (14- s2) In s]?
1 — s3(l 4 Iz
J(s) =%ii) e (1 —s)*(1+s+s%)Ins L+ ~
2= s
1
+ ;s;_(l — (1 4 4s + s2) In2 s - 1n 3,
Dy () =‘_;3_2d_“1; Pag 1=+ (14 &) Ins  da
41 “ Zelnsds  da 252 1n2 ¢ " ds
(41) et pour I'arc (Cy)
de, Jaarls)

o 2(s) = —Jut}
. Zs¥(sin s — 5 cos s)?

Fuls) = — 2 sin (1 — cos s) + 25 (1 — cos)(l + 2 cos s) —
— s*sin s (2 4 cos §) + s3

d ; '
f_——fés(s) — _?Bﬁ{if; . E”_ai _sins — scos s
s ds ’ d“% . da
: a5
| ds
Par conséquent pour s < (0 1)
fzs(s) — 253 1 — 5'-’
| U= P4 43y s S2el) = Ins + 38—
YD Wt 70 Jul) <o) = 0, fiols) <O,
26 3) >f26(1) =0 ' o
’ s Fafs) >0, faals) <0,
2(5) = I s -}.-Ll‘f ren 1
14 2’ fgg():-—-.(—l——;si 2>O
S\l 4 2 ’

MM<mm=Ql-¥+u+ﬂl 0
‘ ) Ins <0,
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et pour s € (0, w)

fao(s) cas © o fals) s, - 3sin s
2s(1 — cos ) (2 + cos s) 24 cos s '

3ol =572 >0, fals) > fual0) = 0,

(42) , _
T(s) >0, fuls) >fr(0) =0, fis) >0,
J2s(s) <0, fy(s) = sins — s cos 5
[als) = s sins >0, Jals) > f(0) = 0. '
Tableau 20 Tableau 21
S » “ 0 1 S r 0 .
|
[ > =
’T-—fﬁh ——————— —‘-{ OEC-S
| =Ll | + o Ll +
A A ) - —ppas Mol : -
jauls) =fuls)| O A = o) =ful)| 5 A =
[ o I day, | - .
= Sale) - s =S -
! 8 1 1
: a,(s) =fzs(5) J‘ o0 N E a,(s) = fos(s) ; N ;
| e “ —1 0
} da, ’ da,
-__dfa2 ! d?a, i 4
da | " I T I

Les tableaux 20 et 21 donnent donc pour la frontiere (C) la forme

‘de la fig. 1, dans laquelle le domaine D est marqué en pointillé.

5. On constate sur la fig. 1 qu'une paire minimale relative par rapport
4 a, est en méme temps une paire minimale relative par rapport i a,.

De la sorte, on a démontré le
- THEOREME 3, 1. La paire minimale relatfve par rapport & a, pour une
valeur downée de a,, est la paire (B(a), ay) ot la fonction B(ay) est définie

-Comme suit.

1°. Si ==, Blas) =

T

=2
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Fig. 1

o . 1 1 ‘
2% Sz§<“2 <§: B(ay) est la racine de Ig fonction de a, oblenu

en considérant
Sonction de a,.

3° Si “z=‘;‘, alors Blay) =

]
=2

Blay) est la yacine de la fonction de a, obtenue en O

est décroissante ef lim B(a,) =

On const =
ate a . - . 5
al?solue par Tapporléss:al zur la fig. 1 qu'il ";l,; a pas de paire mimmae
€montre aussi Je 1 La Temarque fajte au début de ce pamgrap
THEOR MR

; 4, L : - :
Vadls), faufs)) e 0) oy Jmimale relasi par rapport & ay est it 1%
inervalle |1 - 1 “reourt Vintervalle [, 0) quand as PO

gtl "
(]’ 0) quan’: 8 a ]502178 [fzz(s): fza(S)] de (40) o s parcom‘t l'iﬂtﬂvam
by Parco ). e
o ( 1 l] ¥t Vinteryaly, (_1_’ OOJ' B 2y 1 g, poif
8’ 8 8 8

12 . & o .
dans I énoncé dy Théoréme 1, Pexpression f,(ay) comme une

théoreme 1 Vexpression f,(a,) comme une for |

le
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6. La représentation de la paire minimale relative, donnée aux Théo-
rémes 2 et 4 permet de déterminer facilement les paires minimales par
rapport & des fonctions f(a,, a,) données. Bien que cette détermination puisse
se faire aussi a4 l'aide des théoremes 1 et 3, nous croyons que c'est 13
un des cas mentionnés au début du paragraphe 3, qui justifient la pré-
sentation de la forme (40) de ces paires minimales,

On se bornera a deux exemples, simples donnés par le

THEOREME 5. La paire minimale relative & chaqune des fonctions
(11 - {2
S ey, a,) = aa,, f (@1, as) = a" + &',

(m nombre naturel quelcongue) est la paire (_;_, _;'J*)‘

Démonstration. On suppose la fonction f(a;, a,) définie, ainsi qu’on
I'a mentionné au paragraphe 1, dans D et sur (C) et, de plus, croissante
par rapport a 'une des variables. Pour fixer les idées, cette variable sera
a,. Il est alors évident que l'éventuelle paire minimale par rapport i
fay, a;) est la paire (7, @,) = (@, a(@,)), ot fi(7,) = inin fae(a,) avec

forlay) = flay, a(ay)). ‘

On en déduit, a I’aide du théoréme 2

1

folar) = min( inf f|fuls) ful9)]. /(5 5 ).

8

" 1
i , fas(s)], inf a,-—”.
(49 b fTals), fls)] n,zif( -
(paire minimale (z,, «(z,)). -
Une condition suffisante pour que fy,(4,) admette un minimum dans
Iintervalle (0, )-s’il y en a plusieurs on en considérera le plus petit — est

évidemment la suivante.

1

- : 1
1° ou bien que tous les trois infima de (43) soient > f[?’ E)’

o |
8 .
(44) 2° ou biem, 'si le plus petit de ces infima eit mow.ﬂ,dre gue
f(—l-— l) qu'il sott atteint pour une valewr s de lintervalle
8’ 8)

ouvert (ou semi-ouvert), respectif, auquel cas @; = fy(S)
0% @y = [24(5), suivant le cas.

auquel cas @, =

- NN

. ") On de¢signe par fay, agd(i = 1,2, .
9 intervient dans la définition 3.

..) les diverses formes de la fonction flay, ag)
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Cette remarque rend la démonstration immédiate. On posera poy, L ‘:

commodité

(5) = £ (fuals), Suals)s o5 5) =7 (Faals), fus(s)),
) 1 (a)) = ff"f(al, _iz) B=1. 8 ,0el

Si /"(a,, as) = a5, (45), (40), (41) domnent

{L =3P 14 45+ s2 g 5
S) fasls) < O
4sln?s 1—s*4 (1 +s%)lns 28()f_,()

) = —

Jilly =B dpemy) s pe ) 50,

2s%(sin s — s cos )

conformément 2 (42) de sorte que les tableaux 20 et 21 donnent

(46) Cinf W) = nf ) — L L
sezo.l)fs ) se(omf“() / {\8’ 8]’
'ai tf o 2 1
DalllQUIS, en (45) ‘35](%) = %J de sorte que int: fséj(a]) == >a= ‘

==

=l 1 ;
f J(s ’ SJ’ €€ qui, avec (46), assure la condition 1° (44), auquel cas (43

domnne la paire minimale (l L
8' g}
Soit maj =
OIt mamntenant f%(g a,) I
on déduit "

o =L g4 e e
TR, o - Ly L vE T )
de sorte que :

l h
—_— 20 ,2¢ N—g ”
Pl I Bt gcg"d @ + 4)"° pour m — 2n pair
‘ Vi g o

20 2 5, ) . ir
il ch-oCQ"“d (d2 4 4$)""° pour m = 2n + 1 imp#

La paj 1
paire (. _} est i, _ il
Tapport 3 I4 fogct'8 ‘male, ainsi qu'on vient de le constates P |
1on p et . ’ ge
aussi 3 1a f : ya & ¢
oncti 2% ue §
* of. fig 1, _ on d2* de sorte ¢ & ;

e m — @ -
=4 + a,, En posant d = a, — 45, p = 4"
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f(ay, a,), considérée comme une fonction de 42 et de P est croissante par
rapport 4 chaqune de ces variables non-négatives, elle atteindra son mini-
mum pour la paire qui réalise 4 la fois le minimum de P et de 42, donc

: 11 _——
pour la paire (-g, E) ce qui démontre le théoréme.

Il résulte du théoréme 5 que le point 4 de la fig. 1 est le point du
domaine D le plus rapproché de Uorigine des axes. On pourrait en ce sens
considérer dans o£ la paire (%, —;] comme la »DPlus petite’* des paires de

cet ensemble.
II

7. Nous aborderons a présent le cas oit le nombre h; de (2) est — ainsi
qu’il a été mentionné & la fin du paragraphe 1-la plus petite racine posi-
tive des dérivées des intégrales de 1’équation E & coefficients constants
qui s’annulent pour x = 0 et nous présenterons le.

THEOREME 6. 1. La paire minimale relative par rapport & a, est la
paire (a,, «(a)*) ot la fonction «(a,) est définie comme suit:

1° 851 0 <a, < -l—, a(a,) est la racine plus grande que 1 — 2a, de la
fonction de la variable a,

Faslas) = VE’[_— {1 — a,)°d; — 4dla, — 4ai +
ayay
1

+[(1 + ay)a, + 2ai1V4al + 4ai(1 — a))a, + (1 — Ba, + ai)az)? +

+2 1n%({2_’§[2af(1 + ay) + ag(l — day, — &) +
ay

1
+u~%NM+mm—m%+04m+@4F~ﬁﬂMu~ma+

2 2- ]l—
+ ay(1 —da, —a2) + (1 — a))V4al + 4ai(1 — a,)a, + (1 — 64, + “1)“2]j2 )

2° G4 a, =.i—‘ E(‘h) —

1o | =

——

* les notations a«(a,), B(as), 0_& D.- il gl
dans la seconde par o-c-(al). E(ag), ot D, (€y), (Ca) ().

(Cp)» (Cy), (T) de la premiére partie seront remplacées

7 — Mathematica vol, 7 (30) — Fascicola 1/1965
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= 3 |
30 §; _i_ LW <;‘;, w(a;) est la racine plus grande que 1 — % 4 : 

la fonction de la variable a,
1 5 2o (1 — a)2a2 4 |

fsslas) = — 22 a, 4, {4“1 + 4aja, (1 a,)a; + i

+ [Zaf + {1+ ax)“z]\/‘la‘lt ¥ 44%(1 — ay)a, + (1 — 61_11 - a‘f)ai}; L

1
\/2—(‘39 —ay)

+ arctg {2a? de {1 = 00 = Tk 4

+ (1 — a)Vda} + 4ai(1 — a)a, + (1 — 6a; + a‘;')a:;’}%

4

2

4° Sia,> 2, aa) =

A

9

2a.'l'

IL $i3—-2/2<a, <2 Bla) g
; =2 a1—1+2\/a1

III. Au cas 1° on a lim a(a,) = oo,
a0

Démonstration. Si le

de I'équation (1) polynome caractéristique Py(r) = 72 + &2 4

qui prend 3 présent 1a forme

Yty +ey=0

Cy, C s ¢
‘(P(lx) Edzorll’?ét;llll:’sisgna lgs Tacines réelles et distinctes, # et 7., alors I'intégr ale |
qu'on peut toujour(s) qu vérifie les conditions cpl(O) =2,O, ¢'(0) =1 <
tante), Supposer-a 1 forme o(x) = Afens — e'+*) (4 cons
Si dOllC 7.7 |

172 < 0, 3 x I A la ]

seule racine 4 — :——Tn( rz 70 pour tout 4 >0, et siry,>09 (42 |

— en ¥ qui ; - iope com’ ¢
mun de 5 ot 7:2 N qu est de signe contraire au sig 5:

Si done
7 Soati |
1 et 7, sont negatifs, en posant |

Vo= < Pupw
Bli=1,2), ayee O<Ry,<R,ona

R S ——

R )

1
B~ &, R, ™M =R 4+ R, my, = R, R,,

29 UN PROBLEME D’INTERPOLATION 99

. de sorte que la relation (2) s’écrit

L by g L
1~ sp “F i

1ns—1>0avec0<s=£i<1.

1
Cette relation s’éerit

TR . e N Bt 2
= (1 —s)? [ e a; 2 2a,s V4a25 +tall + 97 x
X[lns R Yo =+ J _‘Sv4azs+af(1 + 3)2] > 0.

a, 2s 2a,s

Etant donné que I’expression dans le premier crochet ci-dessus est évidem-
ment négative, la relation ci-dessus s'écrit

1 —s? 1 —
) fae(s) =Ins — ——2; + Za; V4a2s + a1 + s)? <0

O<s<1)

Si le polynome caractéristique a la racine double p-évidemment réélle
et non-nulle, car pour I'équation " = 0 le probléme ne se pose pas — alors.
@(x) = xef* donc ¢'(x) = e*(1 4+ px). Si p >0, ¢'(x) >0 pour tout
x>0, et si p <0, alors £ = —i, m, = — 2p, my = p?, de sorte que:

P .
la relation (2) s'écrit ‘

(48) 2a, +a,—1>=0.

Si le polynome caractéristique a les racines complexes o iB(8 > 0),.
alors o(x) = Ae* sin Bx, donc ¢'(x) = Ae** (« sin fx + p cos Bx) = 0.

quand tg px = — B/« Si « <0, alors x = %[Kﬂ + arctg(— —‘:—JJ . donc:

h=Larctg (_ _E) o, = — 20, my = o + B3, de sorte que la relation
o
(2) s’écrit
a, 14 42 (arctg 5)2 +?E1-arctg s—1>0, avec s = ——[:: > 0..
o3 s .

‘Cette relation s’écrit

_'__o_.m
14 s L - . Vaz—l-af+4232]>,<
43— [arctg s+ 4 ) | all+ )

as 3
g+ ) @+ )

- 2 0.
X[arctgs-f- Va2+al —{—aas]>
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Titant donné que I’expression du premier crochet est évidemment POsiti.

ve, la relation ci-dessus s’écrit

a;s s

ay(l + s%) - ay(l + $?)

{(49)  fuls) = arctg s + V“z + a1 + ays? =20(s > 0).

Si a =0, o(x) =4 sin Bz, ¢'(x) = AP cos Bx, h = —2%, My =0, my=p

vl

de sorte que (2) s’écrit
(50) iy s
i

1

o

Si « >0, ¢(x) =0 quand = ZE(KR — arctg ﬁ), done h =21 (7: -
B

p : ;
— arctg -u]. My = 20, my = o + B2, de sorte que la relation (2) s'éerit

14 s

st

2
Gy (v — arctg s)2 4 —;‘H(‘R —arctgs) — 1 >0, avec s = id >0,

-2

Cette relation s’écrit

14 52 [ e e
s n—arctg s 4 — 4 s % 2] %
s? ao(l + s?) a1 + ) \/az + ai + ass

X [7': — Bttty § 42" s 5
Gl + 8% ay(1 4 g Vn2 +a + “232] = 0.

Etant donné que I'express

ositi i i Zeri
positive, la relation ci-dessus s’éerit

61 =~ arctg s +__‘sz

L s Z =—E
ay(l + 2) mvaz +a; + a,s2> 0 (s >0),

et est é&vi <
est évidemment upe consequence de la relation (50),

(52)

parce que

T — dfefgs s L
2

et si 'on pose

Joals) = — % _ _ ass s —
2 4,01 4 s +;mvaz + @ + a,s*

lon du premier crochet est 4 nouveau évidemment

L ey e e e Nt A R e R

31 , UN PROBLEME D'INTERPOLATION
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alors

2 2 —_—
fra(s) = St 4+ (5 - al)sz = ay(l — 5% Va, + o 4 g,s? >0

ay(l + 5% V%_-—f- a% 4+ a,s?

de sorte que fy(s) < fi0) = —— —

Par conséquent

a;s

§ 2 ™
——Va, - 4,5t > — —
a,{1 + s?) V kg 2’

ay(l + $%)

ce qui, avec (52) assure I'inégalité stricte en (51).

Ainsi donc, l'ensemble of est formé des paires (a4, a;) qui 'vérifient
les relations (47), (48), (49) et (50).
La relation (47) donne
—(145s) (a'f—',- 2a,5+ a?se) + (u1+2azs+u152)v4a¢s+af (14 s)2 _
2azsgv4azs+af (14 s)®

2P,(s)
53) | — o
53) s[4+ 5) (a2 2ay5+25%) + (a,+ 25+ a,st) \ days a1+ s Y daus + af(1 + 92

P,(s) = aj(1 + 9 + [— 2ai(1 — a;) + ax(— 1 + 4a, +
+ a)]s(1 + 5?) + 2[af + ax(— 1 + &i) + 245]s°.

fus(s) =

b 53 1
La relation P,(s) = 0 s’écrit, si 'on pose % =s+ —

Py(x) = alnt + [2a}(— 1 + @) + aol— 1 4 4, +ai)]x +
(54) + 2a5(— 1 + i + 2a) = 0.
Le réalisant du polynome Ps(x) est

(55) R = (1 — a,)[4al + 4ai(l — @)z + (1 — 6a, + ai)aj]

alors les racines de P,(s) sont don~

et si x, et x, sont les racines de P (%),
; ¢

A7 BCA FACy, %

Ay
7 f{:is"
i )
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’ ¥ 3 . 2 . - ———
‘nées par les équations s* — %, + 1= 0, s %58 + 1 =0, dont les racines
seront désignées par s,, S, respectivement Ss, s, et qui sont positiyes i

seul cas olt x, > 2, Tespectivement x, > 2
Or,

Py(2) = 4(as + 2a; — 1)(ay + 4i) > 0
(56) x_;r_ - Ls[zaf(l —8a) + ax(1 — 4a, — 4%)].
2a1

Ainsi donc, si a4+ 24, —1 =0, on a

1
ay 0 — 2 /3 _l_ _l_
4 v 3 2
#3(ay) - 0 4

7’2(“1) © N2, 0

Aut ‘

ableau 122 o1 a done pour 0 < g, < % 1%, >2, de sorte que §; =Sz =
= 1, o

= VA=) <1, 5,51,

Donc

S B . e
2 1 241, alors pour O < a, <l fz;s(s) a dans V'inter

. 4
0, 1) la racine Sy et si L
tout g s (0' 1) ] 4

(
67 |
'l

; uf
<“1<%» fss(s)5ﬁ0 PO

On va étudier 1o :
. gne de R n
e la fig. 2 la courbe (C.d:; (g’scgqtﬁt(;gg effet, on construira dans le Pla
404
“ + 4ai(1 El al)az + (1 T 6611 + aﬁ)a% = 0.

33 UN PROBLEME D
On en déduit

(58) ay = f(a,) = ——*26%——__—,
=L 2!/“1

de sorte que

fiolay) = 2a, 1= il L7

(al-—l—2\/a_1)2’

Tablean 23

‘INTERPOLATION 103

2
@y = fiola,) = —-—2—a‘—-—_—
a; — 1+ 2VYq,

fiody) = 2,;1“1_—%_
(al — 14 2\/@1)2

Tablean 24

1
a {0 34+2V2 = (1343V17) o a |0 3-2V2 %(13—3\/17) oo

figlay) | - 0 + | |fiola) < T R

1 e
f3s(a,) | 0 N Fooy Py (71+17\/17) A o0 Jul@(] 0 N Fooy —;' (71-17y/17) A 0

)
Mg Mg Mo Ma M U
Fig. 2

&

‘ 1
Coordonnées des points: M; {Z' C

1] M0, Me(3 — 27, 0), My(V5 -2, 0),

1
~,0
M,.,(—;—,o) My (3 + 22, 0), M1z(2 , )
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te du travail, pour abréger, par ,,courben o

.On”entenftr-a" c}iinfalfo;ﬁ)e ou de la droite res‘pectzve_r située dans Pangle

»,droite* la po 518(111{2 Dans la fig. 2 on a tracé d’un trait cqntg‘m} la courhe

]()gs)xt;ft c}zsdi):fte (&) g'd’équation a, + 2a; — 1 = 0 et en pointillé I courhe
(C:) d’équation

ZCI%(I - 3&1) + az(l —4da, — a?) = 0,

1 — 3q,
— 14 4a, + &}

c’est-a-dire ¢, = f.u(ax) = 2aj

2 — 13a; + 244} + 343
(— 1+ 4a, + afp

avec fy(a) = — 2a, <0

qui intervient dans le signe de I'expression f‘—'zif — 2 de (56).

Tablean 25

== 1
ay 0 V5 -2 = ©
fn(“l) 0 N F o N 0 N —

On déduit done sur Ja fig. 2 4 T'aide de
région R marquée en pointillg, alors Xy
valle (0, 1) les racines

i i la
(57) que si le point M est d‘a_ns .
> %; > 2, donc f34(s) a dans l'inter

(59) S=S1=%(xz—\/ﬁ~4) ets:sazé(xz—\/g:-‘l)

. TR ' 1
SIM estsurle segment ouvert UX extrémités .M, fiq(s)a dans (0, 1)
la racine s — 8

Tableau 26
Faa(s) + 0 =5
————
Fule T B BT & °

35 UN PROBLEME, D'INTERPOLAT[ON 105
Dans ce cas le tableau 26 indj

que qu’aucun point dy segment en question
n’appartient a o, '

My de
(Ca), fa4(S) @ une racine doubie en (0, 1) done f} (8)=>0; si M est

l situé dans le reste de la région de I'angle positif des axes située

sur o au-dessus de (A), on a Saels) >0 pour tout s (0, 1), ‘
donc fy4(s) </[ss(l) =0

! St M est sur la branche (infinie et ouverte en M) M

(60)

On peut donc supposer, grace a (60), que le point M est situé dans la
1
région R, de sorte- que 0 <a, < rk

Tableau 27

s 0 Sy 5 1
S—— - ) -
J34(s) + 0 |
A faa(8) — A S30(s) N falsy) A 0

\% x— a2 — 4 décroit qund x croit au dela de 2, on a en (59)
u que x — — . -
i la condition nécessaire et suffi-
sduit donc du tableau 27 que iopind -

santeo ;oiidg:fe l?on ait fa4(s) < O pour tout s (0, 1), est g
. .
f“(ss())f coc;nsidérera s, donné par (59) et (54) comme une fonction fle 4

auquel cas (47) et (53) donnent

(1 —a)( —sj) .
faa(sa) = faa(aa) = Titigy T a, + 2555+ ay5}

On en déduit

Faln) = o= {— 4at — dala + (1 — @:fdi +
aaldz] = YV 24,0,

%) a2} %
+ \/F -|—4a‘§(1a1)a2 + (1 — 6a, + 4}) a,}
(243 4 (1 + 44)a.] 1
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4+21n é({-z—la—[Za'{(l + a,) + ay(1 — 4a, — a?) +
a1

(61)
(1 — o) ViaT F B30T — e (16, F gy
= {—21—3[2a§(1 — 3a)) + ay(1 — da, — a2) +
ay
+ (1 = ) VEF 46T — ey ¥ (1 6oy + e, ),
de sorte que
foo(l —4a)) = frlay) = L= VI =z, +
a(1—2ay)
, ¢ o
i (0 = 20)(1 — day 4 @) — (1 — a)(1 - 30} YT =7
d’ott
: = (l —“1)(1 —4a)
i 1
Jas(ay) il — 2ap \/1 4a, < 0,
done pour
(62)

1
Q <a < 4’ fa(1 — 2a)) =Jfu(@) > fi [i) =it

La branche js 1, M
ﬁmﬁmmmﬁ“maWWM%fmxwmmwn

(63) dans laquelle s, est une valeur de s & (0,

63)
(63) Jaolss) | = fof 20(21)) < 0 pour 3 — 9 V2 <a, < -
e 4

M sur M, M,

- ’ .1 Z_*pe - d nep()‘”l

fqz(fw(“l)) = f44(“1) =

e —
Loy 1+ “1)\/71:— (1 —al)\/l — 2V

Vo~ 1+ a, + 2vay)

I —

1

37 UN PROBLEME D'INTERPOLATION
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de sorte que

fiaay _ 0+ V) — 2va) Vi v — 2Va,

>0
a(— 14 a,+ 2Va)
1

et fyi(a;) < Jaa {:) = 0.
Si Ton pose en (47) fy4s) = f,5(as, s)
alors

f.’o(az) Loy 8f15(az,s [ +f (S ) dsy afas(“e- s) .

- da, 55, W da, | s=s, da, 5=5y o

(64)
o 255(1 — sy)

=
[Za.,s3 + ai(l 4+ s3)* + a;(1 + s;) \/4«233+ (1l + s,)? ]\/4a oS + af(l + s,)2

On déduit donc de (62), (63) et (64) les tableaux 28 et 29,

Tableau 28 Tableau 29
, li 1 — 2a, a(a,) © l a, 1 — 2a, &(ul) Jiolay) l
' f42(“:2)5~— Bl —3a) % 0 % —o faz(a;:(; Saall — 285) N 0\ frolfunl4y))
G (l

5 5 1
valables respectivement pour 0 <2, <3 —2V2 et 3—2V2<a;, < =
ce qui avec (60) indique que
si le polynome caractéristique de Véquation (E) a des racines ré-
elles et distincles, alors aw cas o

], — B e wla);
Il existe des valeurs s € (0, 1) avec fyg(s) >0, tandisque st
(65) a, = o(a,), alors faols) = O pour tout s& (0, 1); au cas ou
e L om g fas(s) < O pour tout s € (0,1); «(a,) est la racine
1= 4 )

plus grande que 1 — 2a, de la fonction de la variable a,: fy3(as)

de (61).




U RIPIANU
108 DUMITR 38

La relation (49) donne

1
ay(l + 2P

_ ay+af + (a, — a?)s?

a, + a, + (a, — a,)s? — —
2+ @+ (4, 1) \/ag+a§+a2s2

fals) =

Py(s)
66)  { T (1+et)(aptait (e —alstF laptay+ (g — a)st]Vatai b aget) Vataitas
Ps(s) (@ — a))*s' + [— 2a} + (— 1 + aj)a, +- 2a3]s? 4-

+ (@ + af)(a, + 2a, — 1).

Si Ton pose x =s? la relation Py(s) =0 s'écrit

(67) Po(#) = (a2 — a))*%* + [ 24} + (— 1 -+ ad)a, + 2a2)x -
i
+ (a2 + af)(az + 20, — 1) = 0.

Le réalisant du polynome Py(x) est I'expression R de (55). Il est évident
que Py(x) de (66) peut avoir au plus deux racines positives, qui seront

désigné
i Egnees par s; et Se. Les expressions a, + a, + (a, — a,)st et a, + a% +
2 — @))s* peuvent s’annuler ensemble ay seul cas olt a, = 1, quand

’ i ) l 2 -
frls) = T (l+a,— (1 —a,) sﬂ[l -WI‘;I?)

510 <a, < 1,0onen déduit 1
de sorte que Jaals) > f3,(0) = 0

(68)

e tableau 30, tandis quesiay, > 1, f;(s) > 0.
, donc

St =1 fal) >0 pour tout s > 0.

On supposera donc @, 7 1. Pour

done que [q, 4 @ + (@, — a)) bt o ol = 0 0 Bl o

si1{as + a3 + (a, — a3)si] >0.

Tablean 30
s 0 \/1 + a, {
faals) + \T\——*—-\_._____m_‘___
— Y -
-\“-ﬁ__
faals) 0 A f 1+ a, b 1
: 87 —_— N T —>0
i l1—a, 2  Va,

39 UN PROBLEME D’INTERPOLATION 109

Si Ton tient compte que P ofs)) = 0@ = 5, 6), la relation ci dessus s’éérit

a — 1

{(az + a3) a4+ (— 1+ a))a,] —

ay — a,

(69) _
— [2a} — a}(1 + a)a, + (1 — a)atlsi} >0.
On va dessiner dans la fig. 3 la courbe C, d’équation R = 0 donnée par

(55) d'un trait continu et la courbe (Cs) d’équation 2a! — a}(1 + a,)a, +-
+ (1 — a,)a =0 en pointillé. On en déduit

% 4a% 4a2
a, = fyga;) = ——, 4y, = fa,) = e
1+ a,+ V=7 10, + & (1) L+ ay —V—7 F 104, + a}
. — 14+ 150, 4 af + 2+ @) V=7 + 10a; + af

(a,) = 4a
fia(@r) YU+ 6+ Vo7 4 100, + @PV=7 F 106, F &

14 — 15a, — af+ 2+ a) V=7 + 106, + @}
14+ a, — V= 7+ 108, + a)*V—7 + 108, + &t

Sfir(ay) = 4“1(

Dans les tableaux 31 et 32, les nombres a,, et a,, sont les racines posi-
tives du polynome Pg(a,) = a + 10a3 — 27a, + 14.

Tablean 31
| ay 4\/_2 -5 plg a, 30 1 ) ©
f-;s(“l)“_ = L '_0 L
) | VIS N fem) 2 1 2@
Tableaw 32
ay 4‘/—2 —— 5 _——ﬁ_l &,3 o l
R : =
fh(aj_) &= -~
| fula) | fudy2-5 A £ 2 faley) N
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int commun M, ainsi qu'on 1le -
. t (C,) ont le seul poin ; 5, 2insi qu'on
Les CPHIb?(Si'(ggznznt(p;)r élimination de a,. Vu quten (gell)1 a(G;{; 4 — 1>
Statl? lifePl?x) ait des racines positives, il faut qu
bou 7

>

8 4+ (1 — a?a, — 242 > 0.
(70) 243 + ( ), 3
/ L)
’I
4
Vs
s
/l
]
M o

”

Fig. 3

Coordonnées des points :
1 1 s 1 e
MI(—4—, E)’ My(3 — 2V/2, ), Mm(:, 0}, My, (3 +2y2, 0)

On construira donc dans 15 fig. 412 courbe (C,) d'un trait continu et Ja
courbe (C,) d’équation

y (71) Za'il + (1 A a,_;_)a2 — 942

§=

€n pointillé, On eq déduit

(72)

T2 = fus(a,) = %[1 @&+ Ve ¥ 1= a%)?]

2 1648 - 11 —
fislay) = o, =Lt 12+ ot — Y/ Teat + (0 —af
: ' 1643 + (T = g2y

WP -

»

41 UN PROBLEME D'INTERPOLATION 11
Tablean 33
a 0 2/ 9 5
f‘B(al) - 0 +
2 ; -
Jas(ay) E‘ N 3(2\/21 -9 A ©
(04}
a,
O Mg Mg

Fig. 4

Coordonnées des points:

s i) My(3 —2/2, 0),
1 1 M _4_ i]' Mu(lg 1): M?[E - 11'2, 1:2 % |
Ml[:' ;J' R0, 1), My =t =)

1
/ Mol —, 0}
My(V5 -2, 0), MB+2V2 0), 13(2 _
1]
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On a tenu compte pour dessiner la fig. 4, que
1° Les valeuwrs minimes des tableaux 24 et 33 sont > =

o

-2

2° Les courbes (Cy) et (Cg) ont les seuls points communs M, et M, ains;
qu'on le constale de suite par élimination de a,.

On constate donc sur les fig. 3 et 4 qu'aux points M pour lesquels
P,(s) a des racines positives, on a

2a} — a}(1 + aj)ay, + (1 — a,)a3 >0,

auquel cas (69) s’écrit

el 2a} 4+ (— 1 4 a))a
(73) 2wt et at ‘
gy — 4 (@ L 2a} — ai(l + aj)a, + (1 — ay)al >4
ol %5 et x4 sont les racines de P,(x) de (67). Ainsi donc pour
(74) que fy(s) ait des racines positives, i1 faut et il suffit que les

rc_efl.a'tions (70), (73) et R =0 avec R donné par (55) soient vé-
Iiliees.

Or, (67), donne

{P’[(az taf) 2ot (1t as, ] delal(l — o) (a,+ a}) (e -9
2a} — a}(1 4 a)a, + (1 — al)ail (2a% — a2(1 + al)‘;;:(l :mfi]"
(75) (@ +a) — 244+ (=14 a)ey, w4
l 2af — a}(1 + ay)a, + (1 — a,)ad 2
\ = (1 — a,) 40 = 2000 + alale, - 4a) + aja2(ta — o)) — af

2(ay — ay)*(2a} — al(1 + aa, + (1 — a;)ai]

€re expression on construira sur la
tbe (C;) d’équation

4
@(a2 — 24, + ata3(a, — 421) + ara3(day — a,) — a3 =0

fig. 4 3 traits interrompus, la cou
(76)

A cet effet on posera ] t+u="
2

— 2a;). La relation (76) s’écrit alors
2“%‘(12+6u+u2)a1+2+2::+ 2 elation (76) s'éc

3u* + 43 = 0. Par conséquent

. .
, {a: Julo) = 212 4 6u 402 4 (9 4 u) V32 + u?]

Ay = fo(u) A
71 ! .

Il

12+ 6ut w2y (2 + w) V32 ¥ a2
84 2ut wry (2, w32 F 2

a=f =-__1_ 30 1 .2
Hl 1= fo(u) 7124 6u 4 42 (2 4+ %)V 32 + ]

a, .=f52(u) - L[12+ Bu | 42 (2 4+ u}V 32 4 1,.',2]2
2 Sttt w_ey azr e

43 UN PROBLEME D'IN
TERPOLATION 113
Lo flof) = = BT
= Jiol) =~ vm[ls Tt + (34 u)i/32 1),
da, A—— '
2w ool =2012 4 6u + 22 4 (2 4 )3T T 7A] x
s 192+ 98+ 304+ 848 4wty (344 14u + 302 + 43)/32 1
[8+ 20t wt 24 wVi2t wltVaz ok :
B __ g 1 ;
o = Jale) = VT [—(16 + %+ 42) + (3 + w)y/32 1 u?],
da 4 A—
—t= fialw) = 2012 + 6u + w2 — (2 + w32 F ] x
s = (192 + 98u + 30 + 313+ ut) 4+ (34 + 14w+ 3u2 4+ 19)Y32 | u
[8+4 2u+ w— 2+ V32 + 2] Y32 + 2 '
Tablean 34
u — @ Uy -(3 + V»S‘) u —2 @
da,
=T +
ay(u) = fio(n) — A [yl A fan(_(s ‘f'\/g)) A B8 L Fy
da,
2o =Tiolw) + 0 = : a5 . %
W) = folt) | —0 A ful) N Fo o N Gl
Tablean 35
u —® -2 oy —(3-v5) e B! ®
A,
a
- =fal@ - "
_\\ f—
al(u) =f51(u) o \ 1\ fs]_(“ﬂ) N fﬂ(-—(3 —V 5)) N fbl(“a) /fbl(“‘) el oo
\‘-—__
ay T
o = Fialt) - 0 *
S i :
p—
20 = fow)| o N1 N fal) s i i

8 S—
) Mathematica vo1, ¥ (30) — Fascicola 1/1965
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Ders les tableaux 34 et 35, #, & (— 3, — 2) est la racine du polynome
Polu) = u® 4 2u2 + 2u + 2, us = (—1,0) celle de Pjalu) = 43 4 9,0 L)
+40u + 8, 4y, < — 6. = (— 2, — 1), u, = (0, 1) les racines de Pl =
= 45 } 928 } 38u3 + 224u2 |- 2244 — 4, qui a deux racines comnlexes
parceque P (#) > 0 pour tout # > 0. Pour compléter la fig. 4 avec la
courbe (C;) on tiendra compte que:

1° La courbe (Cy) a une asymptote d'équation a, = 2(a, — 4), tandis-
que (Cs) et (C,) w'en oni pas.

2° Les courbes (C,) et (C,) ont le seul point common M. ainsi qu’on le
déduit de suite par Elimination de a, entre la relation (76) et chaqune des re-

lations (58).
3° Les tangentes en M, aux deux branches de (C;) ont selon (77) les
coefficients angulaires 1, respectivement - .
4

4° Si lon fait en (77) I1 w=—2 4 (| xl < 1), on oblient a, =
=1 —x+%+ sy @ =] s x+§—|— v, auqueel cas (72) donne avec

la valewr ci-dessus de ay, ay=1— x4 T +... de sorte qu'au voisinage

de My, la branche en question de (C 7) est située | sous' (Cy). Sil'on fail en
(77) Ly = — 1

- (%] < 1), on obtient a, =§12 (1 — 4x 4 14x2 — 162® + .-.),
: x

1
Ay = - (I—6x+ .. auquel cas (72) donne ay =

=l —axt..)
sorte que la branche en question de (C.) ;

est située, quand a, — o0, ,,501s"’ (Co)-

5° Si lon élimine @y entre (71) et (76) on obtient

A1 — a2 (1 — 742 4 243) = 0.

. 1?1]]!,4 constate done, sur la fig. 4, 4 I'aide de (74), (75), et (68) que si le
]ioxsr; 1 :st dans la région R,, marquée sur 1 figure en pointillé, ou SUF
gment (ouvert aux deux extrémités) M,01,, fir(s)a deux racines posi

tives évidemment simples, se] : i,
(ouvert en M), fé7(s)p » selon (67). Si M est sur le segment M,

& @ une racine positive, auquel le tableat B
3 i ; quel cas le
ndique que le dit segment n'appartient pas au domaine D.

Si M e dans
Dar des traits yeys;,
cas on déduit g,

w5 ) 4.
(78) 4 7eg1n Ry, marquée dans la fig .
aux, f32(5) @ une Seule racine positive, ang

tableau 37 que fia(s) > 0 pour tout s 7

45

(78)
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Si M est sur la demi-droite M ;1\—4: (49) domme fu,(s) > 0
pour tout s >0 (vu que st %g @ <1, on a pour fy(s) Ie
™

tableaw 37.et si ay> 1, fi(s) >0, donc f32(8) > f3,(0) = 0).

Si M est sur la branche (owverte aux extrémités) MM, de (C,),
fai(s) a une racine double positive, enfin si M est dans tout autre
point de Uangle positif des axes situé ,,au-dessus* de la droile

(A) et de la droite d’équation az=iz ou bien sur Pune de ces

T
droiles, on a fg(s) > 0 pour tout s >0, donc fy,(s) > f1,(0) = 0
pour lout s > 0.

Tableau 36 Tableau 37

faals)

= W < fials) F T

Saals)

! 7 1
0N fi(s) 7 ';; = %; 20 S2($)

i t
On peut donc supposer que le point M es
YN bleau
(ouvert aux extrémités) M,M,, auquel cas le ta
que I’on ait f;,(s) > O pour tout s >
On considerera donc s¢ donné par

Tablean 38

o0
s 0 S5 %

Fials) + 8 = 4

F13 1
———2>0
Sa2(8) 0 A falss) N forlss) 7 2 va,

dans la région R, ou sur le segment
(38) indique que pour
0il faut et il suffit que I'on ait f3,(Se) = Oi
(66) comme une fonction de a,, auque

cas (49) et (66) donnent

1 {40t + dala, — (1 —asfa +
- 2 V§ﬂ1“z

Fua(sa) = fosl@a) =
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el

+[2a2 + (1 -|-a az]\/4a4_[_4a1(1——a1) 2+ (1—6a,+a)q § 1

) 24 arctgml{zal (1 — a¥)a, — 2a2 +
+ (1— a;) Vel + 4a3(T — aj)a, + (1 — 6a, + a)a3 ) -
Or, (79) et (78) donnent
Fiall = 28)) = fyy(so) <0; fulfular)) = fulsd| >0
b sur 10T, M sur 100,
(80) fosl@) = Fuolsa) >0

—=
M sur MM,

Dans (80) s,,flgure non comme racine de f3,(s), car si M est sur M,M,, ﬁmo

ou M, 4M fa(s) n’a pas deux racines positives, mais comme une valeur

de s de (78). D’ailleurs ces inégalités peuvent se déduire directement, car
(79) donne

fsalay) = fea(l — 2a,) = — (1 —apvV—1+ a, Erp— a \/— weT
(1 — 2a)) —
fé4(a1) = (1 - "1 -1+ 4a1) m O d .
26}(1 — 2a8 N — 1l +4e < onc pou
= <a<l_2 1 .
4 A gy -;;<—3~.0n af54(a1)<f“(z)=0’
. = 1+ S B
fes(a) Foal fao(ay)) = —'__2;1@ V—1+2\/fl1 za arctgi—t “ZE V"l-l—fl\/dx.
- 1

R
2a3(— 1+ 2 V;:‘i- “1)

>0,

de sorte que pour~ < <1 on a

1
faslay) > fs (:) = (, fw(al) = frs(a,) = g- — —l—__ > 0 pour a, = '4; '

T .

IS

e
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4
On fera en (49) et (G6) a, = = et on y considérera Sg comme une fonction

de a, et f3,(s) comme une fonction de a, et se s: f31(8) = fanlay, ).
En ce cas (79) donne

fss(_‘:i;) = fsa{a, s4) = fsslay) et fss(ay)

— 9fwlay, 5) i1
! da, §==5¢ {
+ [fi2(se) L. A g Lol 9) ; = = (1 - ——-————_. 4 __)
da; 8ay  ls=s, a(1 + sf) V“i' + a5 + a5}

de sorte que si M est sur le segment

g 4 (ouvert aux extrémités) M,
ig. on a

(81) fs3 (;;sz.'iﬁ(al)<f58(££}:f56(£;)=0

On considérera s, donné par (66) comme une fonction de a, et on posera
dans (49) fy,(s) = fila,, 5), auquel cas (79) donne

8/0(ay, 5)
aag

i f37( 55 28 dsg - 8fse(as )

=3¢ da, day

Sialas) =

s =5y

se(l + 56) > 0
" oat + gl + ) + 20 Vel T &l F DIVaE + a1 + )

On en déduit a I'aide de (80) et (81) les tableaux (39) et (40).

Tableau 39 Tableauw 40
= a(ay) Joolan)
% 1 — 2q, w(a,) frolar) L = 1 40

™ - (faola))

- a-
Jsalag) Jos(l — 2a,) 2 0 A fsa(faolar)) ( ' fsa(as) Fsa (’Tz) 20 7 fuslfeola
e—— .
1 12 _-——<a <— cequ1
Valables respectivement pour —ZhB 5 e gl |

avee (78) indique que;
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(si le polynome caractéristique dell’éqwmm (1) @ des racines gqy,.

: 4
plexes, alors au cas on 0 < a; < Pl = ~ 0t Sai(s) >0 pour

1 4 . =
tout s >0; au C“3z<“1 <;;: st 1 —2a; < a; < a(ay), pour

1 1 2 ; . 4 _
(82) 1% << 5 respectivement st = < a, < a(a,) pour _;_ _

o _2; <a, <iz, 1l existe des valeurs de s > 0 avec Jaa(s) <0:
T !

Si 4y, >7(a), fuls) >0 pour tout s >0; o(ay) est la racine |
plus grande que 1 — 2a, de la fonclion de la varialle a,: [uslay |
de (79).

Sia;= ,:_ sl % , (93) donne P,(s) = (1;:)“ > 0, donc pour s (0, 1)
1 a

fa6(s) < fas(l) = 0, tandis que (66) devient

Jials) - s

— — >0
(1499 + 7524 (3+s2)} 9 + 852 Jy/9 + 82 =4

par’ consel’zquent pour s >0, fi,(s) > f3,(0) = 0, de, sorte que selon (48)

_1 .
“(IJ =7+ & qu, avec (65) et (82) démontre le point I du théoréme.
- IL. Le point II est démontré par les tableaux 29, 39 et 40.

III. On fera dans (61) ¢, — & ) i
+ Ey(a,) = 0, ou (61) @y = %(a,), alors cette relation don::e E,(a)

Faar) == {— 4at — dati(a) — (1 — ayaz(ay +

+ [2a3+(1 +a,)a(a,)] \/&WTI —6a,+a?)a2(ay) }1[2.

Ey(a)) = ayi(ay) In 44} — a,5(a,) In (223(1 — a,) +

T —day — a)i(e,) + s,
T —e)Viaf T a i —, |

_ vale) + (T —6a, + a)a(ay) +
+V2{4af(1 — 24, _ ) + 4a}(1 — a))(1 — 3a,)7(ay) +
+ (1 —8e, + 1443 + af)o®(a,) +

T (1 —a)[2a3(1 — o +
+ (1 —_ 4(11 — a%)a(al)]v4a

b+ 4T = a)ale) + (1 6z, T aoa) " |
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Si l'on n’avait pas lim w(a,) = oo, il existerait un nombre fixe M avec

a— »

#(a;) < M pour tout a, < u;_
/

D’autre part, selon (65), on a pour a, < 1, alay) >~ , dioty Pon d&-
4 2

a;—+0

duit lim E,(a;) = 0 et que pour a, suffisamment petit E,(a,) >\71: — ¢
2 ?

1 . 5 = . i
ol e = (O, {/) est arbitraire, ce qui contredit 1a relation Ei(a,)+Eya) =0
et démontre le dernier point du théoréme.

8. Nous allons présenter les théorémes ci-dessus sans les démonstra-
tions, qui sont identiques & celles des théorémes analoques de la premiére
partie ( . 3—6).

THEOREME 7. La paire minimale relative par rapport & a, est la paire
(2f.2(s), 42als)) de (40), oie s parcourt Uintervaile (0,1) gquand a, parconrt
Uintervalle (O, %] s la paire (2f,4(s), 4f.5(s) de (40) o s parcourt Vintervalle

(0, =), quand a, parcourt Uintervalle ‘% i’J et la paire (:11, i) quand a,
T e
parcourt intervalle [%, oo).
w
1 . 1 1
= e est | —, = |-
Pour a, : la paire (4 2)

THEOREME 8. 1. La paire minimale relative par rapport & a,, pour une

valewr donnée de a,, est la paire (B(ay), a,) oit la fonction B(a,) est définie comme
suit ;

'. 4 - 4
10 S@ Ay =——, B(az)z—.
b2 w2
2° Si L < a, <L, Blay) est la racine de la fonction de a, oblenue en
n? 2 s
considérant dans Uénoncé du théoréme 6 Uexpression fy(as) comme une
Jonction de a,.

. - 1
5 5 aym 1, Bled =
4° Si a, > 1 B(as) est la racine de la fonction de a, oblenue en consi-
2 2 s

dérant dans I énoncé du théoréme 6 Vexpression faolas) comme une fonction
de a,. o
II. La fonction P(ay) est décroissanie el ,.l,l_?mg(a”) = 0.
THEOREME 9, Lg paire minimale relat{ve par rapport a aldezt t;ar{:::;i
(2fsa(s), 4fu(s)) de (40) od s parcourt Pintervalle [, 0) quand a,

K ? 7t Vinter-
Vintervalle lig " % J et la paire (2f2.(5); 4fy5(s)) de (40) o s parcour
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i 1 1
valle (1, 0) quand a, parcourt Vintervalle [-2~, ooJ. Pour a, = —, la paire

2
est (l, -l).
4 2

THEOREME 10. La paire minimale velative a la fonction S ay, a) =

; 1 1
/4 1 o — -
14, est la paire (4, 0]

4

a,

Fig. 5.

La courbe (C) et 1e domaine (D)

du do‘main'e (D) de 1a fig. 1 de la premi
Les équations paramétriques de

correspondents de la courbe (C) et
(E) ¢re partie, sont figurés dans la fig-( ?
ay = 4 , sont : pour l'arc (C,):a, = 2fa(s):
S e (0{2)(3227;?(1(1%))1) I(,VOH (40)), pour l'arc (52) ta, = 2}2422), ;2 = 4f25(5)
L’équation cart: : # branche (I) f St une paralléle 2 I'axe Oa,.

(C) est faalay) = o f;ll?nn\e de Tare (C1) est fas(ay) = 0, et celle de 1'arc
" 2 ( Coréme 6) .Le théoréme 10 indique que 1a paire mi-
ton fUi(a,, a;) = a4, n'est plus, comme
paire minimale par rapport a la fonctio?
ue les paires minimales par rapport au¥
“ 4 = al' 4+ &' (m nombre naturel) sont — %

,» de sorte q

fonctions de la forme Je

¥ o SRR
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on en a bfesoin — a déterminer dans chaque cas. Nous nous bornerons a
les déterminer dans les cas m = 1, et m = 2, en présentant, pour conclure, le
THEOREME 11. 1. La paire minimale par rapport @ la fonction fay, a,) = -

= a, + a, est la paire [ — = L
(1 — cos o6)(1 — 2 cos o) 2(1 + cos a)(1 — 2 cos a) ’

o est la racine de I'intervalle (%, n) de Uéguation s = 2 sin s,

ot

II. La paire minimale par rapport & la fonction S¥ay, ay) = a2 + ad
est la paire (2f,4(s), 4fas(s)) de (40), avec s = o, o o est la racine de Pinter-

valle f% n] de Iéquation

B _ 9 1 —coss

$* 4+ 4(1 — cos 5) s — 4sin s (1 — cos s) = 0.

sin s

Démonstration. 1. Nous allons nous servir de la proposition (44), qui
se conserve a la condition de remplacer dans (43) f,,(s), f23(S), fea(S), fes(s)
respectivement par 2f,,(s), 4f5s(s), 2fouls), 4fas(s),

f(%, %) par f(:l‘, %J, 'Szf(al, %) par inff(al, ;2)

1=

1-.-1

On posera donc

(83)

on déduit donc de (83) et de (41)

1 —s?

‘[5%],(3) =2 as(s) fasld) , avec fes(s) =1ns -+

Ins =

(1—s+8)< 0, fesls) >fes(1) =0,

@, | =

Par conséquent fi,(s) = —

¢ — 2s5in §
W) =2 fuld)

i r 13) _ fi3 1 1
auquel cas (42) donne fia'(s) <0, fi(s) > fo(l) = fF (4’ 2]

L
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(tableau 20), alots

. By __ 31 1
B4 scij(lcfxifeo )=/ I 2)'
Tableau 41
s 0 a T
1) - 0 +

PO I (O BV S R T

Au tableau 41 on a f§(0) =f[3]l:11_ , %} (tableau 21) et o est la racine de

Tintervalle i% 7:) de I'équation s = 2sins. On a en (83) m(al) =a;, + 2

62

2

. 8 _ 3 i ;

donc inf ffia) =2 >3 _ g1 l]. On en déduit a I'aide de (84)
e = 4 4 2

et du tableau 43 que la condition 2° (44) est remplie, auquel cas cette con-

dition et le théoréme donnent la

i Paire minimale du premier point du théo-
réme,
- 4]
II. Si Mg, ) = af + &, (83) et (40) dounent

S ¢ BT AT

f[4]l g e _4
%0 () (L= (4 ) la 57 o 57 48

1
64 == _E 1—s 3
(85) ) Jeals) al=sP{l4q 4 - (1-3)21113+21+81n25+1n 3

6[14]’(3) EN 4sin s

m;)‘fz'et (s} fes(s)

o 1-
Josls) = 33“2:;%3_332 + 4s(1 — coss) — 4 sin s (1 — cos )

I1 est facile de constater

, 1 T

que pour s < (0, 1) on a fll(s) > 4L, L), ca
(40) et (85) donnent ) Jea'(s) > 71 (4 2)

(86)

fé?)](s-,) =f38(87), fs[?](sm) =fsv(312)

UN PROBLEME D'INTERPOLATION
53 123

oit S, — Sy2 sont respectivement des racines éventuelles de Seal8), Sos(s) et

f ()__(l—s)‘ 1—s+ 25Ins
s6lS) =

[ 7 s

J stlnts 1 -4 (14 %) Ins
(87) ] Pl el (1 — cos s)*(s — sin s)

l 87 o si(sin s — 5 cos s)
Ainsi donc

o =82 (14 ) InsPlubs =2(1—5E
fes(s) =s L Jes(s) ererey

4 (1 — sY%(7 + 10s 4 7s?) 1t & £d (I —s)(14 7s + 8524 788 4 o)

In? s 4 In3 s,
25(1 + s)? s(1+4 s)p®

s2(1 4- sy
(1 — s)*(1 4+ 3s 4 10s24 3s® 4 59

Joo (5) = Jasls) =

(1 — s2p2 8 (1 —s)(1 + sp

— Ins — In?s,
14 354 10s% 4 3534 s4 2 14 354+ 10s2 4 33 4 4

3
2

95(1 + 3s 4+ 1052 4+ 383+ s12fo(s) _
4 4 215+ 565 4 15957 4+ 3845t + 15955 + 5658 4 2157 4 4s®

Srls) = —

1+ 8s+ 4152 4 4453 + 41s* + 855 4 s°
4+ 21s + 565% 4 1595% 4 38458+ 15985 + 568 4 2157 + 4s*

Ins.

= 3(1 — s?)

247752(1 + $8) +

1 — s)* 16(1 + s1?) 4 265s(1 + 519 +

+ 130§7s3(| 4 %) + 43552 5% (14-5%) + 9555255(1 + %) + 125638s%) >0
' 8

.f70(3) - s(d4 + 21s + 56s% 4 15957 + 3845 + 159s° + 5658 + 2157 + 4s%)*

Par conséquent, pour s & (0, 1)

Jrols) < faoll) = 0, fes(s) >0, Feals) < foo(l) = 0,

fes(s) < 0, fes(s) > fes(1) =0, Jasls) <0, fools) > feell) = 7

1
En particulier, pour une éventuelle racine s,&(0, 1) de, 34(5), 00 2 foa(s2) >3-

i ’j 1le (0, 1) et lim f&(s)=00
Or, selon (42), fid(s) de (83) est continue dans l'intervalle (0, 1) i

d
(tableau 20), de sorte que pour § & (0, 1) on a donc

3 1138
88) A0 >80 =G 3%



DUMITRU RIPIANU
124

On déduit encore de (87)

. - (sin s — s cos s)? _4sins-l—coss__
fn(s) =< 4 ginds fGT( ) 14 coss

(1-—coss)(5+ 7 cos s) +og? (1 —coss)(34 7 coss + 2(_-0325)—83

14 coss sin s(1 + cos s)
(1 + cos s)? X
(89) f”( )= (I —coss)(4+ 3coss—+ 2costs) Fal )
25 3sin?s 3s (1 + cos s) sin s o

44 3coss+ 2cos?s 44 3cos s+ 2cos?s

3sins (7 + 19coss 4 8cos?s + 2 0s? 5) —
— $(85 4 24 cos s 4+ 20 cos? s + 21 cos? s - 8 cost ) <0
(4 4 3 cos s+ 2 cos? s)?

frals) =

T " B i e
pour SG(—Z-, 7:}, car st coss & (— 1,0), on a évidemment

3(7+lgcoss+8cos'-’s+2cos3s) <35 + 24 cos s + 20 cos? s +

i + 21 cos® x 4 8 cost s,

35+24coss+20coszs+21cos3s+8cos4S=

= (I + o5 5)(35 — 11 cos 5) +- cos? S(31 + 21 cos s + 8 cos? s) > 0.

Ainsi done, pour s e(’—_‘, Tr) on a
2

Jaals) < Jfas [;) =i(3+ -2—7‘: — 7r2) <0

)

fals) < 0, fu(s) < Jn (ET)

5 3 =
= 2 Sl W
27'C+4TC < 0,

Jals) <0, fo,(s) < £, (_;_) e 2

. Par conséquent, la valeyr de s qui do

de f :4](“1» @) se trouy
€ Parmi les éventuelles Tacines de f,4(s)

%4

126(2 )defss()' On?

nne 1'éventuel minimum

ey
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Or, (85) donne

14 coss sin s cos s in?
Jas(s) = ——— To oo Jasls) = 2 45 SRS g sinscoss
1+ 3coss 14 3coss 14+ 3coss
(14 3 cos s)2f74(s)
Jrals) = “)i‘*—
(90) 2(1 + cos s)(— 14 7 cos s + 6 cos? s)
i s e 3
— 54 2sins 2+ coss — 3cos?s — 12 cos? s
(1 +coss)—1+7coss+6coszs)
7 __ (I —cos s)(1 + 3 cos $) Pyy(cos oss)
Jauls) =

(14 coss)(—1+4 7coss-- 6costs 52 '

avee Pig(x) = 27 — 5x + 11042 + 1804 + 4844, de sorte que P,(x) >0
pour tout x > 0

Tablean 42
n° 0 u, U, 1
Pij(u) 0 -

Pi(w) | 5 A Pily) N 0 N\ —123

Pigfuy) N 10

Paw) | 27

et
Pio(u) = Pro(— u) = 27 + 5u + 110u* — 180u° + 48u?,
auquel cas le tableau 42 donne Py,(x) > 0 pour x &[— 1, 0]. On désignera

par 5 = arc cos — (0, _), auquel cas (90) donne foufm —§;) =
- “= donc
=nT—35,— — v2. Or, cos S§; = = =~ cos 71° = 0,3256 ..., donne
< 1781 -, par conséquent
sy 0, 24Fs0.
(1) Jaalm — 57)>1807’: 7 v

On en déduit les tableaux 43 et 44 dans lesquels
ki
_7+V736{01_§)_
12

§g = arccos
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Tablean 43
s 0 Sg = Sg S30 ™ — 5_1 i x
2
Fals) + 0
fals) 0 7 40 A 0 v Julr=5s3) N 0 N —oo
fa3(s) + 0 - 0+
Sasls) 0 ~ Sals) N 0 0 N Foo N\ Saalsn) A~ L
fes(s) o 0 =
Tableaw 44
™
5 0 9 S10 S12 il
Jes(s) + 0 -
Josls) 0 » Jes(s10) N 0 Y —oo
f[4]’
61 (s) - 0 rs
F8e | i) = m( L 4
o0 =T 3 ) N s 2 B =3

L M N

Au tableau 43 o ,
marquant que (EI;O)a éréifffé) >0, ce qui se déduit immédiatement en Te-

92 -
(2) Jralsn) = AL — cos 5,2 Pia(— cos sp,)
(14 cos s33) (— 1+ 7 cos $11+ 6 cos? ;)2

avec P, a(%)

=4 — 10x —
. % — %% 4 13743 — 244 x4 4 168%5 de sorte que le

donne pour 4 € [_1_, i
. 3

HOZ R[] =2 Pzl &

- UN PROBLEME D'INTERPOLATION
127
Tableau 45
} 1
g x 1
1 a
2 P{z) - 0 T
568
(2) =2 ;
P3(x) 8 Y P@ ) A 1244

122 4+ V499 ) 4] = 474671904 — 335328 V499
) 14 e i
420 7408800

X =

>0,

auquel cas (92) donne au tableau 43 f,4(s;;) > 0. D’autre part, dans notre

‘ 1
cas on a en (83) fu'(a,) =—€+ a;, de sorte que inf fi'(a,) =73;2 =
4 4

a,=—

= s % . %\, ce qui 4 'aide du tableau 44 et de (88) indique que la deuxiéme

condition de (44) est remplie, auquel cas cette condition, etle théoréme 7
donnent la paire minimale du second point du théoréme.

On peut, comme au 6, considérer la paire minimale du second point
du théoréme, comme la paire ,,la plus petite,, de I'ensemble f. La distance
du point correspondant a l'origine de plan P, c’est-i-dire le nombre fg,(s,,)
de (86), peut se calculer soit 4 I'aide de (87), soit par la formule fyq(s,s) =

= fas(s12), avec
sin s (1 + cos s)(s — sin s)

f S) =
75( ) 2 sin? s(1 4 cos s + 2 cos? s) — ssin s (14 2 cos s+ 5 cos? s) + s cos? s(I — cos s)

qui se déduit de suite de (87) et (85). o
On peut remarquer, comme au 6, q't’en ce cas encore le théoréme 7
semble étre d’un emploi plus commode que le théoreme 6, pour aborder

certaines questions a résoudre.
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