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SUR UNE CLASSE DE NOMOGRAMMES A ECHELLES
DE TYPE DONNE

par
L. BAL ct M. MIHOC
a Cluj

L’étude et l'utilisation des nomogrammes & points alignés occupent
une place importante en nomographie et dans ses applications a la techni-
: que, étant donné qu’ils présentent d'importants avantages pour ce qui re-
| garde leur construction et leur utilisation. Parmi ces nomogrammes, les
nomogrammes 2 échelles rectilignes projectives et régulieres se font remar-
quer par la précision de leurs résultats et la simplicité de leur construction.
On connait ce résultat que les équations a trois variables du troisieme or-
dre nomographique

() Flow) = Afmg)hle) + Big)h(n) + Bof() hiw) +
+ Byf(u)g(s) + Cof8) + Ca(0) + Cyh(w) + D =0

peuvent étre représentées par des nomogrammes a points alignés, a échelles
rectilignes disposées sur les c6tés d’un triangle, ou bien sur trois droites con-
currentes, selon que A >0, ou A =0, ol

A= (Blcl - Bzcz == Bacs . AD)E - 4(3233 - AC])(Czca = B1D)

est le discriminant de Iéquation. Si A<0, il n’existe pas une représentation
de ce genre, dans laquelle les équations des échelles s'expriment rationnelle-
ment a V'aide des fonctions f(u), g(v), h(w) avec des coefficients réels.

Dans le présent travail, nous étudierons la représentation de l'équa-
tion (1) a I’aide des nomogrammes 2 points alignés a échelles rectilignes
(du genre zéro) projectives et réguliéres. Nous déterminerons le nombre
des nomogrammes projectivement distincts et les éléments des échelles
'; de ces nomogrammes, dans différents cas.
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Dans cette étude, nous tiendrons compte du fait que trois droites
présentent deux positions projectivement distinctes et quatre positions

affinement distinctes.

1. Considérons, pour commencer, le cas ot toutes les échelles du nomog-
ramme sont des échelles projectives. L’équation de Soreau correspon-
dente 4 ce nomogramme est [4]

a1+ by agt + by 1
uw+ ¢ u 4+ ¢
dw + e dy + e, _
. ol
heth faw + I 1
w - ny w - Ny

ot (1 + ¢))(v + g1)(w + my) # 0

En considérant deux échelles du nomogramme sur les axes de coor-
données et la troisieme sur une droite quelcongue I'équation (2) prend la

forme plus simple

0 au + b 1
w+c
2) e 0 1|=0
v+ g
fuw+h nw +p 1
w - m w4+ mn
ou, Iéquation équivalente ,
0 auw + b -+ c
(2" dv + e 0 v4+g |=0,
fw+h ne+p wtm

ot a, b, ¢ d, e f g h m netp sont les paramétreslfles échelles du
nomogramme. L’équation (2') peut étre considérée comme l'équation COTTCS
pondante au nomogramme obtenu par une transformation affine convenable

a partir du nomogramme de l'équation (2). 1
Pour simplifier le probléme nous prendrons h =p =1et ?ous dévellop-
perons le déterminant du premier membre de l'équation. Nous obtenons

(8) (dn + af — ad)uvw + (cdn + bf — db)vw + (agf + en — ae)uw -+
+ (d + a — adm)uv + (¢ + ag — aem)u + (cd +b — bdm)v +
- +(cen+bfg—be)w+ce+bg—bem:O

————

e RE———

TS

TP

R
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une équation du troisi¢éme ordre nomographique, dans laquelle les fonctions
f(u), glv) si h(w) sont les fonctions identiques #, v, et w.

Le p{obleme qui nous intéresse est la détermination des parametres
des trois échelles projectives du nomogramme, qui représentent une équa-
tion du troisiéme ordre nomographique donnée

(4) Awvw + Byww + Byuw + Byuv + Cyu + Cv + Cyw + D = 0.

Ce probléme conduit 4 la résolution du systéme

dn +af —ad = A e +ag —aem =C,
& cdn 4+ —bd =B, cd +b —bim=C,
en + agf—ae =B, cen + bfg —be =G,
d +a —adm= B, ce +bg —bem =D

_ Du systéme (5) nous obtenons un systéme plus simple, qui contient au
moins les solutions du systéme (5)

d(b — ac) = Byb — Cya en(b — ac) = Byb — Cya
(1 —dm)(d — ac) =C, — Bye (gf —e)(b —ac) = C3 — By
dn(b — ac) = Ab — Bja ' e(b — acy = Cib — Da

(f—d)b—ac)=B, —Ac (g—em)(b—ac)=D —Cy

A I'aide de ce systéme on obtient les valeurs des paramétres du nomo-
gramme cherché
d _Ab — Bja _ Bgp—Cya,
6 Bph—Cwu Cpb—Da' !

_ BiCCy— ByD) + (ByCy— BiCy + B,C,C,— BiD)b
A(C,Cy — ByD) + (B,By — AC)b + (4D — ByCy)a

(B,D — C,Cy — CC2 + ByCyD)a
A(C,Cy— ByD) + (ByBy — ACp)b + (AD — ByCyla ’

7
(7) d=M_e=fJJ——_]?_g_f=Bl-Ac+Bsb—Caa
b—ac b —ac ! b— ac
. D—=Cc  Cp—Da B3c+b—aa—-Cz_m_Bsc+b——at‘:—Cz
° b —ac b—ac Bgb — Caa A By — Cpa

__Ab— Ba_ Bp—Cu

T Bjp—Cua  Cp—Da
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Les dénominateurs des rapports qui interviennent dans la détermi

tion des coefficients ne peuvent pas &tre nuls. Dans le cas ot les dgmm;%h
nateurs sont nuls, il faut réexammer\la résolution du systéme (S)n%m_
solution du systeme (9) est un systeme de valeurs des e Ll ne
déterminent un nomogramme corresponc}ant a I'équation (4) et par cgg‘
séquent T’étude des solutions de ce systeme est l'étude de la Teprésenta:

tion de l'équation (4) par des nomogramimes du genre zéro dont toutes

les échelles sont projectives.
En vue de la simplification de V'écriture, nous introduirons les no-

tations suivantes:
I, = B,B; — AC,
Kg = Gqley — B,D

I, = BBy — 4Cy Iy =B.RB, — AC;

I<3 = Clcz — BzD

et A, le discriminant de I'équation (4) A=1It—4l,- K,
Des formules (7) il résulte que les parametres des échelles du nomogram-
me se calculent 2 I’aide des parametres a et b, donnés par les solutions de

I’équation

8) 12 + lab + K> =0

. : b .
Cette équation nous donne deux valeurs pour le rapport -- [ou bien
a

£ selon que a3~ 0, ou b 0) _ A chaque rapport correspond un ensemble

)

infini de valeurs pour les parametres &, b et, selon (7) aussi pour les autres
parameétres. La solution a =0, b= 0, ne correspond pas au probleme
parce que en ce cas le nomogramme correspondant ne possede pas I’échelle
de la variable #.

Dans la discussion
nous systématiserons en donnant
et b, les valeurs des autres paramétres devant étre calculées 2

formules (7).
L1. A= (ByCy — BaCa— BsCy+ 4D _4(ByB,—AC,)(C:Ca— BiD)>0:

1.1.1. I, - K3 #0. L’équation (4) admet deux ensembles infinis de
représentations par des nomogrammes 2 points alignés 2 échelles projectl-

% a
ves qui correspondent aux deux valeurs du parametre — (ou bien —
* a

éléments de chaque e€r”
vons estimer par CODSE

nomogramimes
Les échelles des

des solutions se présentent de nombreux cas, qué

seulement les valeurs des parametres 4
'aide des

données par 1'équation (8). On démontre que les
semble sont projectivement équivalents, nous pou
quent que cette représentation admet seulement deux
projectivement distincts. On rencontre plusieurs sous-cas.

g SRS

AR MR IO

sz s e

S
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nomogrammes sont situé i
_ b es sur trois droi i
bien deux droites sont paralléles AL R TR VR, Pl

Si I
i I,#0, K,;50, nous avons a, = A3£0, b1=—I+VE;\ +
il 622#}“ 21, e
Si I, %0 et K, =0, no :
ba_—_-_%-)\, 1 , nous obtenons a, = 220, b, =0, et a, =A5£0,
1

Sil; =0, et K,5£0
. 1 , alors
4, = Bkl bz:_ﬁ?\. nous obtenons a4, =0, & =120 et
I

Si I, =0 o
b, = 0. 1 et K, =0, alors ona a, =0, b, =10, et g, = A= 0

3 3 ’ 3 3 ¢ on 1) adrllet deu::

. . 3 .

Si I. ::0’ I\' s
bl:w . aa?éO et I; =0, Calors nous obtenons a; = A== 0
< 2= 220, by= 2 (By 2 0).
i I,=0 K;=0 B
o ez ‘_Mfﬁ : et)\ I, =0, zz)lors nous avons 4, = A =0,
2 — "J—O,b2=.c_l)\(C1=,._;_0).

11
Si = + o = = 1=
11 0et IB Ka = 0, alors nous obtenons a4 A= 00 LA
’

(sify, =0, B, == 0, ou bien ca
’ . Y al = hEE 0, b = —2A i =

ey = 1 & (si Kz =0, C;#0

1.1.3. Iy = K, = 0.

Si - = 'é i

. .+ K, = 0, l'équation (4) admet deux représentations nomogra-

phiques de cette sorte olta; = A =0, b, = Loy etay=22:0,5 3
(Bz-C]_#O;b#a)' o 2 il 2_‘71,

admet ou n’admet i
JEL ou pas, de repré g
doit étudier le systéme initia1p(r5)s_§ntat1on nomographique de ce type, on

12.A=0

1.2,1_ I I{ 1 O P )z - 5
repré I, . K, = 0. Pour I'équation (4) il existe un ensemble infini
présentations nomographiques, par des nomogrammes ée;inisliflliglngse
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échelles rectilignes projectives, situées sur trois droites concurrentes ou
aralléles. Ces nomogrammes sont projectivement équivalents.

Si I, 0 et K, = 0, nous obtenons @ = A== 0, & _-;Z% R
1
SiI,#=0et K,=0, nous avons a = 1 =0, b = 0.

Si I, =0 et K, % 0, alors nous obtenons a =0, b =21 = 0.

Si I, = 0, K; = 0 il résulte également I = 0, a et b restent arbitraires,
¢quation (8) étant indentiquement vérifiée. En ce cas 'équation (4) n'ad-
et pas une représentation nomographique de ce type, le polynome du
remier membre de I'’équation (4) est un produit de facteurs qui contiennent
ne ou deux variables.

122 I, - K, =0; I, + K, 0. L'équation (4) posséde également un
1semble infini de représentations nomographiques par des nomogrammes
points alignés formes par trois échelles rectilignes projectives, situées
1r trois droites concurrentes ou paralléles. Les nomogrammes sont pro-
ctivement équivalents.
BCy— 4D, _ Gy,
I B,

» (si K, = 0).

Si I, 0, alors nous obtenons a =A=0, b=

i I, =0,) ou bien 4 = A =0, pesita= g . 0

1 1
Si I, = 0 nous ne pouvons pas affirmer si I'équation donnée admet
n n’admet pas, de représentation nomographique de ce type, on doit
udier le systeme initial (5).

1238. I, = K, = 0.

En ce cas l'équation (4) n’admet pas une représentation nomographi-
ue de ce type, le polynéme du premier membre de 'équation est un pro-
uit de facteurs qui contiennent une ou deux variables.

1.3. A<O.

En ce cas, 'équation du troisiéme ordre nomographique (4) n’admet
as de représentation nomographique par des nomogrammes & points alig-
s A trois échelles rectilignes parce que les valeurs des paramétres des échel-
s qui s’obtiennent en ce cas sont des nombres complexes.

. Une étude analogue peurrait étre également fait dans les hypothéses
lon lesquelles I'échelles de la variable v ou w serait située sur I'axe Ox.

Exemples: 1. Pour 'équation du troisitme ordre nomographique
; uvw+3vwl-}—2uw+.2uv+u+'u+2w—i—1=0
ous avons A = 16> 0, I, = 4, Ky=—1,I, =3 Cestlecasl; - K; =0,

SUR UNE
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I, = 0. Les parameétres des échelles du nomogramme d’aprés les formules
(7) sont:

B oeg B e
a a 3
a=1 6= Le=-24d =%' =0, 1=2, =1 m=—-2,n=—-2;

1 2 f12 1 2

a,=1, by= 3 02=‘;a dy =3, 32=—5‘: fo=—2, gz“"—""s": L e
ny = 2.

Les équations de Soreau correspondentes sont :

0 u 4+ 1 1 { 0 3u—1
u— 2 ; 9u + 2
1 v 5v 4 4
e 0 1 ] = 0 1 |—
3 v+ =0 et 89 4 1 = 0.
2w + 1 — 2w 41 ] ' — 2w 4 1 2w + 1 1
w— 2 w—2 3w+ 2 3w+ 2

2. Pour l'équation

uwvw + 3vw +uw +4uv + 24 +8v +w+2=0

nous avons A =0, [, =2, K, =09, I, =2 Cest lecas I, - K; 50, et
I, = 0. Les parametres des échelles du nomogramme sont :

b , i
1J 1: - 3,d_..— _.1, =0, = — —, =2, = 4, — .
o g I €= e=0,f - gre=0 m—4n_—2

- En ce cas l'équation de Soreau est:

0 w4+ 1 1
©—3
—v
1
vtz 0 =T
1 1
——2—w+1 E—w-}-l
1
w+ 4 w4+ 4

2. Nous étudierons maintenant la représentation de l'équation (4) par
des nomogrammes a points alignés a échelles rectilignes, dont une réguliére
et deux projectives. En cette sorte de représentation il nous fait prendre
en considération tous le quatres types de nomogrammes distincts au point
de vue affine, parce que la transformation projective ne conserve pas les échel-
les réguliéres. :
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L'équation de Soreau correspondant au nomogramme a une échelle ré-
Y z 5 1 L * s
ulitre sur I'axe Ox, une échelle projective sur I'axe Oy et & une deuxiéme

chelle projective sur une droite quelconque

0 u-+a 1
bv-{-.c 0 1
9 848 =0
ew+h kw + m 1
wtg wtg

contient neuf parameétres. _ ‘
En tennant compte que au moins I'un des parametres b, c ou ¢, 1 est

différent de zéro, et en développant le premier membre de l'’équation (9),
dans I'hypothése b = 1 nous obtenons

(e — \)uvw + (k + ae — a)vw + (de — c)uw + (b — gluv +
(10) 4 (dh — cg)u + (m + ah — ag)v + (ck + adec — ac)w +
+cm + adh —acg =0

ILa détermination des nomogrammes du type considéré, pour I'’équation:
(4) conduit a la résolution du systéme

e—1=4A dh — cg = C,

k+ale—1) =B, m—+ah —g) =C,
() de —c = B, ck + a(de —¢) = Cy

h —g= By em + a(dh — cg) = D

A I'aide de ce systéme on obtient les valeurs des paramétres du nomogram-
me cherché

- Cy — Bya D — Cia
"~ B,—4a C,— B
d = 1 'Bz_‘_&ﬂﬁ, e=1+A, k=B, — Aa
(12) 1+ 4 B; — Aa
g = (C1 4+ AC; — ByB3}(B, — 4a) — By(Cy — Bya) , m=C,— Bja
By(By — Aa) — 4(C;3 — EFy1)
h=B, + (Cy + AC, — ByB}(B — Aa) — B4(Cy —Bga)

By(B, — Aa) — A(Cy — Bya)

Il résulte de ce systéme que les paramétres des e’chel]es_ du nomogramme
s'expriment 4 I'aide du paramétre « donné par l'éguation

(13) ILa* 4 Iae + K, =0

SUR UNE
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Dans tous les calculs effectués avec les formules (12) il faut supposer que
les dénominateurs sont différents de zéro. Au cas oii I'un de ces dénomi-
nateurs s’annulerait il faudrait réexaminer la résolution du systéme initial.
Pour la discussion des solutions on procéde de maniére analogue a celle
du cas précédent.

21. A >0
2.1.1. I3 - K; = 0. L'équation (4) est représentable nomographique-
ment par deux nomogrammes distincts au point de vue affine situés sur
trois droites qui déterminent un triangle, de telle maniére que la variable
u ait une échelle réguliére et les autres variables, deux projectives.
Si I 50, K, =0, les paramétres des deux nomogrammes sont cal-
—F ~il 5
21,
Si I = 0, K;=0, I'équation (4) admet deux représentations nomogra-

phiques de ce type olt a; = 0, g, = ——.

culés a l'aide des formules (12) ot1 -a, = -*_12-1\/_3 et 2, =
Il

. 5 1 ‘ .
S11, =0, K, = 0, I'équation (4) admet une seule représentation nomo-
graphique par un nomogramme 2 deux échelles projectives et une réguliére, si-

tuées sur deux droites paralléles et sur une sécante. Les paramétres des échel-
les du nomogramme sont donnés par les formules (12) ott ¢ = — i;’—

Si I, =0, K, = 0, I'équation (4) admet une seule représentation nomo-
graphique 4 deux échelles projectives et une échelle réguliére disposées sur
deux droites paralléles et une sécante, les parameétres des échelles du nomo-

gramme s’obtiennent a I'aide des formules (12), entenant compte que a = 0

2121, - K; =0, I; + K, ##0. L'équation (4) admet deux représen-
tations nomographiques de cette sorte oi1 le paramétre @ a les valeurs -

B,C, — AD B, . s
By = 221 et a2=_jSlIl=r-"0» K;=0, I, =0, 4 5= 0 ou bien
1
B,C, — B,C C X
al=%et azz—'g!- Sl I.l.#O’ I{3=O, 1.3¢0, Ba':r"'o.
1 3 ’

: : : C
Si I, =0, alors nous avons a =—A-’~ (si I, =0, A4 = 0) ou bien a =B—’
3

(si K, =0, B, == 0). L'équation (4) admet une seule représentation nomo-
graphique, 3 deux échelles projectives et une échelle réguliére disposées sur
deux droites paralléles et une sécante.

213 I, =K, =0.
Si I, - K, = 0, alors I'équation donnée admet deux représentations
nomographiques de ce type, ot a4, = -];—1 et a, = %, (4-B;=0)
3
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Si I, = K, = 0. En ce cas on ne peut pas affirmer catégoriquement
que l'équation (4) admet ou n'admet pas de représentation nomographique
de ce type, on doit étudier le systeme initial (11).

22 A=1

2.2.1. I, - K, = 0. L'équation (4) admet une seule représentation
nomographique a deux échelles projectives et une échelle réguliére, disposées
sur trois droites concurrentes.

Si I;0, K;==0 alors les parameétres des échelles du nomogramme
se calculent 2 I'aide des formules (12), avec les mémes restrictions qu’au
cas A >0. _ .

Si I, =0, K, # 0, I'équation (4) n’admet pas de représentation no-

mogtaphique de ce genre.
. SiI, = 0et K, =0, il résulte aussi I = 0, I'équation (13) étant identi-
quement satisfaite et le paramétre @ restant arbitraire. En ce cas, I'équation
(4) n’admet pas une représentation nomographique de ce type, le polynéme
du premier membre de I'’équation est un produit de facteurs qui contiennent
une ou deux variables.

222 I, - K;=0, I, + K, = 0. L'équation admet une seule repré-
sentation nomographique a deux échelles projectives et une échelle régu-

lidre, disposées sur trois droites concurrentes.
: B,C, — AD

: : B, ,.
Si I,=£0, alors la valeur du parameétre a est a =— L (si
1 P F 4

1

I, =0), ou bien a=_1330_3;£1&=% (si K,=0).
N 1 3
Si I, = 0, nous ne pouvons pas affirmer que I’équation doneé admet

ou n'admet pas de représentation nomographique de ce geure, on doit
étudier la systéme initial (11).

2.23. I, =K, =0. En ce cas, I'é)quation donnée n'admet pas une
représentation nomographique de ce type, le polymone du premier membre
de l'équation est un produit des facteurs qui contiennent une ou deux
variables.

2. 3. A<O0.

En ce cas, I'équation du troisieme ordre nomographique (4) n’admet
pas de représentation nomographique par des nomogrammes a points alig-
nés & trois échelles rectilignes, parce que les valeurs des parametres des
échelles qui s’obtiennent en ce cas sont des nombres complexes.

Les nomogrammes considérés, ayant une échelle réguliére qui ne se
conserve pas par une transformation projective, il est nécessaire d’étudier
par le cas aussi olt les trois echelles du nomogramme sont situées sur trois
droites paralléles.

11 SUR UNE CLASSE DE NOMOGRAMMES
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2z >
I’équation de Soreau correspondante est :

| O u 1
1 v4+b
(13) B . el
4 ew + f 1
w+tg
Elle conduit 4 I'équation :
(14) (@ — Nowvw + (¢ — dyow + ¢(d — 1)uw + gld — uv +

+ cg(d — Du + (f — dg)v + (ce — bd)w + fc — bdg = 0

Pour la représentation de I'équation (4) par un tel nomogramme, il
est nécessaire de résoudre le systéme : ,

d—1=4 cgd — 1) =C,
e—d=DB, f—dg=0C,
(15) ¢d—1) = B, ce — bd = C,
gld—1) =B, fe —bdg =D
qui nous donne les valeurs des parameétres des échelles
B, + AB -
Sl v+ palli ol gl S L

(16)
= - By -
e +4+B,  f=Cit(l+A)2 g2
Ce systéme est compatible dans les conditions:
(17) Iy = . 4= B=1

Il résulte de I'étude du systéme (15) que si les conditions (17) sont
1"emp11es, alors I'équation (4) se représente par un seul nomogramme 3 deux
échelles projectives et 4 une échelle réguliére, situées sur trois droites paralle-
les, les valeurs des paramétres étant données par (16), A(1 + 4) == 0 parce
que A = 0 et A = —1 correspondent aux cas d = 1 et 4 = 0. En ces cas
}es éaomogrammes correspondants ont les supports de deux échelles con-

ondus. ' ' :

L’étude de la représentation nomographique de I'équation (4) par des
nomogrammes a4 deux échelles projectives et a une échelle réguliére a été
falte_dans I'hypotheése que 'échelle de la variable # est 1’échelle réguliére,
tandis que les échelles des variables v et w sont des échelles projectives.

2 — Mathematica vol. 8 (31) — Fascicola 2/1966
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Si nous changeons ces échelles de toutes les maniéres possibles, nous
pouvons obtenir pour la méme équation (4) d’autres nomogranimes affi-
nement distincts, les paramétres de leurs échelles peuvent se déterminer
de maniére tout 2 fait analogue. Nous n’allous cependant pas présenter d’une
maniére détaillée ces cas, parce qu’ils sont analogues au cas considéré.

Exemples. 1. Pour l'équation du troisitme ordre nomographique
Suvw — ow + 2uw +uv +4u —v — 2w+ 2 =0

nous avons A=196>0, I, =4, K, =—6, I, = —10. C'estle\cas Lol 22
et I, == 0. Les paramétres des échelles du nomogramme, d’aprés les formules
(12) sont:

=1, gy=1, d1=%, e,=4,86=—13, I =—12, k) = —4, m; = —2;
1 3
ay = —%, lg= —6, dy=—1, =4 g =1, by =2, by =—, my = —.
Les équations de Soreau correspondentes sont:
0 w41 1 0 50 —2 1
v+1 v — 6
- 0 1
4v 4+ 3 0 1 =0et v—1 = 0.
w—3_ —4w — 2 1 22w+l w—3 1
w— 13 w— 13 w41 w41
2. Pour l'équation
wvw — vw + 2uw — 2uv —4u —v —w—3 =0
nous avons A>0, I, = —1, K; = —2, I, = 0. Les paramétres des échelles
du nomogramme sont:
a=2 c=-5—, d='11, e=2 h=—4, g=—-2, k=-3 m=3 et
’ 3 6
I'équation de Soreau correspondente:
0 u -+ 2 1
a8 0 Il
6v + 11 = U.
’ w—1
k4 == w—2 1

3. Soit I’équation du troisiéme ordre nomographique
uvw — 20w + 2uw —uv — 2u +3v+ 4w —2=0
On a A=0,I,=0,I=0
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Les paramétres des échelles

BB gasl, Fom i, Falicpin du nomogramme sont b=-2¢=2

équation du Soreau
0 u 1
1 v — 2

r

w—1

3. Enfin nous étudierons la Teprésentation de I'équation (4) par

un nomogramme 4 une échelle projective et 4 deux échelles réelis
En ce cas, l'équation de Soreau est <.

@ +b;  au+ .b;, 1

(18) GY +dy e +d, 1 _o.
C']w+f,_ 214 +f2 1

sw+h gw+ ok

A T'aide d'une certaine transformation affine, I'équation (18) peut se
ramener a l'une des formes

0 wta 1
(19) v4b 0 1

ew+d  fw4 i
ew+ kb ew+k

ol les trois échelles sont disposées sur trois droites qui forment un triangle,
dont deux cotés sont situés sur les axes de coordonnées ;

0 u+a 1

(20) L e
cw + d mcw+d 1
ew + Rk ew + k

quand les échelles sont disposées sur trois droites concurrentes dont deux
sont situées sur les axes de coordonnées ;-

0 u+a 1
P cw +d e
ew + &
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ot deux échelles sont disposées sur des droites paralleles

0 % 1
a v S
(22) =0
dw + e 1
c
qw+ k

aux &chelles disposées sur trois droites paralléles. ) L
L'équation de Soreau (19) conduit 4 une équation du troisiéme ordre
nomographique de la forme

euvie + (ae — flvw + (be — c)uw + kuv + (bk — d)u +

e 4 (ak — h)v 4 (abe — bf — ac)w + (abk — bh — ad) = 0.

i isié i t se représenter par
Une équation du troisiéme ordre 1101nograpl11qt}e peu 3 :
un nomoggamme a points alignés, & deux échelles régulieres et a une echellz
projective, si on peut déterminer les parameétres des échelles a, b, c, d, e, f,‘ h,
en fonction des coefficients de 1'équation (4). Les valeurs des parametres
sont données par les solutions du systeme

e = A bk — d = C,
ae — f = B, ak — h = C,

(24) be — ¢ = B, abe — bf — ac = C,
k= B, abk — bh —ad =D

'qui résulte de I'identification des premiers nombres des équations (4) et (23).
La résolution de ce systéme conduit aux formules

C;,—Ba __ D—Cia g e (B.By — ACy)a + (BCy — B;3Cy)

B, —Aa  Cy— B’ Aa — B,

b

25
% c=BB—4% , _ 4 f—Aa— B, h=Bya—Cy, k=GB
Aa — By

a V'aide desquelles on peut trouver les solutions. Le paramétre a est donné
par les solutions de I'équation

(26) Ia* 4 Ta+ K, =0

Au cas o1 les dénominateurs du systéme des solutions (25) sont nuls

[ Segatresry
ces formules ne sont plus valables. En ce cas on revient au systeme initia
et on le résout d’'une autre maniere.
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3.1. A>0
3.11. I,. K, = 0. Pour I'équation donnée, il exi s
. : 3 7 L , 11 existe des

a points alignés 3 échelles disposées sur les cotés d’ e L

» t i ¢
des échelles se calculent i I'aide des formules (25;1)1.1 g, les pra e
Si Iy == 0, K, = 0, 'équation (4

: admet deux représentati s
raphiques de ce genre, pat dei ) presentations nomog

e nomogrammes affinement distincts of
—I+ VA —I - VA -
@y = ——— et g, =——_"2
21, 2r,
Sil,=0 K

1 7 0, 'équation donnée admet une seule représentation
ar un nomogramme a deux échelles paralléles. Pour le
paramétre 4 on obtient ¢ — — f1.
I
. SiK; =0, 1, = 0, pour I"équation donnée il existe deux n
distincts, les parameétres se calculent 2 l'aide des formules (2

nomographique p

omogrammeS

I 5)0&611:0
et Ay = — —.

Il.
Si I, = K, =0, I'équation (
raphique de ce type, 3 deux éch

les paramétres des échelles du
formules (25) ot1 @ = 0.

4) admet une seule représentation nomog-
elles disposées sur deux droites paralléles,
nomogramme se calculent i l'aide des

3.12. I, - K, =0, aussi, I; + K, = 0. L’équation donnée admet deux

Teprésentations nomographiques par un nomogramme aux échelles dispo-
sées sur les cotés d’un triangle. :

Sify =0, Ky == 0,1, == 0, nous avons pour les valeurs du parameétre a

a=20"2D ot =B (40
1
Si K3 =0, I; 0, I, 2 0 nous obtenons
=200 ot =S (B20)
1

Si I, =0, I'équation donnée admet une seule représentation nomogra-
phique par un nomogramme & deux échelles disposées sur deux droites pa-

ralléles, oi1 le parameétre a est a = % (si I3 =10, A+ 0), ou bien a = % (st
8
Ry =10, By==10
3.13. I, = K; =0,

Si I, - K, =0, il existe pour I'équation (4) deux représentations no-
mographiques .de cette sorte, ou a1=%!- et a, = ;—’. (A - B;==0)
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Si I, = 0, il résulte K, = 0. En ce cas, il faut réexaminer la résolution
du systéme (24). Il peut éxister ou nom, pour I’équation donnée, une repré-
sentation nomographique du type considéré.

32. A=0

3.2.1. I,-K,==0. Pour 'équation donnée ilexiste une seule représentation
nomographique par un nomogramme dont les échelles sont situées sur trois
droites concurrentes ou paralléles.

Si I, = 0, le nomogramme correspondant a I'équation donnée a toutes
les échelies concurrentes et en ce cas les paramétres des échelles du nomog-
ramme se calculent a 'aide des formules (25).

Si I, = 0, alors I'équation (4) n’admet pas de représentation nomographi-
que de ce genre si K; == 0, ou bien elle n’admet pas une représentation
nomographique de ce type, le polynéme du premier membre del'équation
est un produit de facteurs qui contiennent une ou deux variables, gl By =1L

322 I, - K, =0, I, + K;=0. L'équation (4) admet une seule
représentation nomographique du type considéré.

Si I, == 0 nous avons pour le parameétre a
g —BC=AD _ Bir _ ) ou bien a =255 _ S i,=0).

i 4 I, B, '

Si I, =0, on ne peut affirmer que I'équation (4) admet ou n'admet
pas de représentation nomographique de cette sorte; on doit etudier le
systéme initial (24).

328 Iy=K;=0

En ce cas, 'équation du troisiéme ordre nomographique (4) n'admet
pas de représentation nomographique de ce type, le polynéme du premier
membre de I'équation est un produit de facteurs qui contiennent une ou deux
variables.

33. A<O

En ce cas, I’équation du troisieme ordre nomographique (4) n’admet
pas de représentation nomographique par des nomogrammes A points alignés
3 trois échelles rectilignes parce, que les valeurs des paramétres des échelles
qui s’obtiennent en ce cas sont des nombres complexes.

Le cas oil toutes les droites du nomogramme sont paralléles doit étre
considéré séparément, parce que les échelles réguliéres ne sont pas conservées
pour une transformation projective. L’équation de Soreau correspondante
est (22) ot1g = 1qui conduit a I'équation :

(26) cow + (@ — cJuw + (@ — o)kw + ckv — adw — ae =0
et au systéme des valeurs des parametres:

(27) a=B,+B,

C=Bl, d=—- 3—, = — ,k:
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Les conditions 4 =0, B, = (
= B,C, s : ) £3=0, B, =0, B,=£0, B, % — "
= BiGy ?ﬁ;fé“é*ﬁﬁ%iii,f(};’;;%:‘lu1‘“3“ ) e 16k st b i 2o gég.fo;
droites paralléles. ® €t deux échelles réguliéres situées sur trois

Exemples. 1. Soit 'équation

—ztvw—vw+2uw—i—uv-—u+2v+2w-|—l=O

oli A = 16, I, = (, —
ey 3=0, Ky =1, I, = 1. Nous avons le cas A>0, I;. K,=0
Les paramétres des échelles des nomogrammes sont :
a=1 b= 2 ¢=—4 di= 3, e=—1,f= 0, hy=—1, k=1
ay=35, by=—2,¢,= 0, dy=—1, ¢,=—1, f, =—4, h, = 3, k=1
Les équations du Sorean correspondantes sont -
0 u + 1 1 0 1w+ 5 1
v 4 2 0 1
il v —2 0 1) 0
—dw + 3 —1 _ 1 —1 —4w + 3
—w 4 1 —-w 4 1 —w+ 1 —w+1
2. Pour l'équation
2uvw—{-3vw+uw—|—uv+u—|—v—]—2w+1=0
nous avons A =0, Iy, =1, K; =0, I, = —1,
Les parameétres du nomogramme sont:
a=1 b=1 ¢=1 d=0, e=2, f=—1, =0 k=1

L'équation de Soreau correspondante est :
0 w+1 1
v 41 0 1

w —w

2w0+1 2w+ 1

1

Si dans I'équation générale donnée (4) on change le réle de la variable
par celui de la variablew, dans le déterminant (19) nous avons l'échelle u
pr9]ect1ve, les formules dans tous les sous-cas les mémes, i la différence
pres qu’a la place de B,, C, on écrit B, et C;. Par conséquent, 4 la place des
Invariants I,, K,, nous avons les invariants I;, K,, toute la discussion dans
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Jes sous-cas respectifs se répete telle quelle. De maniere entu'are?ent analogue
on discute le cas ou I'échelle de la variable v serait projec 1x{e:éd

Ces remarques restent valables aussi aux cas considérés 1}.).rec: emmeny
c'est-a-dire quand I'équation du trosieme ordre nomographique se Tepré-
sente soit par un nomogramme a trois échelles projectives, sc;g‘_c par un nomog-
gramme 3 deux échelles projectives et une échelle réguliere. 5

Tous les cas d’exception qui interviennent dans la discussion doivent
&tre examinés directement sur le systéme initial, correspondant au type

considéré. )

au n}(;x:f;‘)sg i:img:'];vail on a considéré seulement les.npmo_grammes a ec}}elles
projectives et réguliéres, ce qui a entrainé la considération des seules, €qua-
tions a trois variables de la forme (4). Les résultats obtenus peuvent s’étend-
re aussi aux nomogrammes a échelles fonctiom}elles et 4 échglles projecti-
vement fonctionnelles, qui conduisent a I'équation & trois variables du troi-

sieme ordre nomographique ayant la forme générale
Aoy (#)0s(v)os(®@) + Bi9a(v)s(®) + Bai(#)ea(w) +
+ Byo,(w)ea(v) + Croa(w) + Co9a(v) + Capy(w) + D = 0
On peut également constater qu'il existe une grande diversité de repré-

sentations nomographiques pour ces types d’équations.

(27)
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Herrn Prof. TIBERIU POPOVICIU
Zum 60. Geburistag gewidmet .

UBER ABBILDUNGEN MIT KONVEXITATSERHALTENDER
INVERSION

von

E. DEAK
Budapest

§.1. Einleitung

(1.1) Es seien einige durchwegs verwendete Bezeichnungen voraus-
geschickt :

Alle Zahlen und Funktionen sind reell.

VR: Vektorraum (reeller linearer Raum).

TVR : Topologischer VR (Hausdorffsch).

LKR: Lokalkonvexer TVR. '

Der Ausdruck , euklidischer Raum” wird mit dem Ausdruck ,.endlich-

dimensionaler TVR” sinngleich gebraucht. Das ,,Mass’ einer Menge eines
euklidischen Raumes ist das Lebesguesche Mass derselben. R ist der Raum
der reellen Zahlen.

Fiir eine Menge E eines VR-es L wird durch M,(E) die kleinste E
enthaltende lineare Mannigfaltigkeit, durch L(E) der kleinste E enthal-
tende lineare Teilraum und durch L¥ die Menge der auf E nichtkonstanten
Linearformen auf L bezeichnet. L#ist der algebraisch duale Raum von L,

Fiir zwei Punkte x,, %, eines VR-es bedeutet [x;, %,] bzw. (%4, %5)
die durch x, und x, bestimmte abgeschlossene bzw. offene gerade Strecke
dieses Raumes.

Fine Menge E eines VR-es wird p-konvex fiir eine Zahl 0 < p <1
gennant, wenn aus %;, %, € E

prr+ (1 —pl% e E



