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Hommage & Monsieur TiBERIU POPOVICIU
@ Uoccasion de som 60-¢ anniversaive

APPLICATION DE LA REPRESENTATION
DES DIFFERENCES DIVISEES D’UNE FONCTION,
PAR UNE INTEGRALE DEFINIE, A CERTAINES
FORMULES DE DERIVATION NUMERIQUE.
DE I’ACAD. T. POPOVICIU

par
D. V. IONESCU
4 Cluj

L’Acad. 1. poroviciu [2] a étudié une classe de formules de dérivation
numérique

-1 ;=1

fiomn (x Z“me e 2 E a; ; f) (x

=0 i=] j=0

et dans son Mémoire a donné un grand nombre de formules de cette forme
correspondant a s = 1 et s = 2,

On peut trouver les formules de 1’Acad. T. Popoviciu par une appli-
cation de la représentation des différences divisées par des intégrales défi-
nies, Dans ce travail nous nous occupons du cas s=1 et nous trouverons
par cette voie des formules de dérivation numérique qui dans un cas parti-
culier se réduisent aux formules de I’Acad. T. Popoviciu.

Considérons une fonction fe C™*"*[q, b] et deux noeuds x, %, mul-
tiples d’ordres m + 1, n 4+ 1 pns sur l'intervalle [a, 8], ola < * < %, < b.
On peut ecrire la formule

Xy

(1) (% % o 220 Fa o s S = 0ls) et (s) ds

i 1
m+41 n+l x
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2 -
5 ordre m + 7 + 1 de la fonction f gyy

- roisée 4 L
différence divisée L1, n+ 1 par une intégrale définje.

: ‘ordres 7 - :
mtlltégizsr Ijizfse par un probléme aux limites [1]; elle est
est de

lle (x, xl) et

qui représente la
les noeuds #, %1
La fonction o(s)
positive sur l'interva

ﬁ l
) — S oS = T

z

opper le premier membre de la formule (1) nous rappelons

1. Pour dével
drature de N. Obreschkoff

le formule de qua
2

‘l ‘ 1 ol Cm ("’l_ x)ﬂ 7
g_f(s)ds=—c”'— TR Ss P

m-+n

/ 1 2

m i o T (o i — &Y
§ B Gt gy T B ) — P BRI () 4

m-n m+n

c” m!

c" Y _ ymdn ;
g (= tpmt B puerg) 4 A (s — 2)(s — )i oM (s)ds
nl (m + n)!

m+n x

En remplagant la fonction f(s) par f'(s), nous obtenons la formule de déri-
vation numérique

1 2

(3) f(x) + C, _x_-gf’(x) +_CL (_ﬁ_:__x)_’fﬂ(x) + o +

1 2
Cm+n k C,',H_,, 21
C: (7 — 2" c!
_— f(m)(x) o % n Xy — X 4y _
.. flzw) + o T F(x)

2
]

<2 (r— a2 1 . C
S ) v s, 8T
c? 21 #) + ..+ (=1 IC" F=A fii () =

m4n
m+n

(— 1ymHnel
B (%

(m + u) 1 - ( = x)n(s — xl)rnf(m-t-n-{-l(s) ds

x
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qui est fondqmentale pour ce travail, Il est facile de voir 1
(1) et (3) different entre elles seulement par un facteug_ue es formules

2. Dans la formule (3), fixons notre attention sur les term
_ 3), es en fim (x),
fm=1(x), ..., fU(x) et écrivons cette formule sous la forme e

Cn (2 — 2y ci+l Je54
A, T SR il O 7 Wl M T RS
fine Copn 7! f()+Cf.fSr’n T i e L
ci+i-1 (s . ¢j+t N
~ 12 UH=1 (x m (-
CL—H+1 : C:: oide
+Ci+l+lf(1+l+l)(x) foasa g — %ﬂm, fi) =
m4n A
_ qymn+l # :
== Unnjaalf] + Veulil + L S (s — 2)*(s — z,)mfomtrt1)(s) ds
(m + n)! | ‘

olt nous avons mis en évidence sur la premiére ligne les dériveés fil(x)
S0 (x), ..., fUH-1 (x) et ol

1 j—1

5) U [ = fl) +—m 82 gy 1, 4 22 =t gy

SR G, G-
CL X — X 4 c, (2, — #)" |
6) Vmalfl=/fl2) — =2 2= (%) + ... + (= 1) —— Z——f"(x).
Conn 11 c":‘+” nl
Ticrivons les formules (4,..), (4m—1,n41)s <, (4m—s nss et éliminons entre

elles les dérivées fu)(x), fu+D(x), fu+i—i(x). A cet effet, nous multiplions
les formules (4mn), (4m—t.ns1)s «--r (dmett1,nii=1), (4m—1 nss) par les nom-
bres A, Ay, ..., A, 1 et ajoutons ensuite toutes ces formules. En déter-
minat les nombres AL Ag, oea, A par les équatiogs

Cfuh + C}fu—llz + e P eru—1+17\1 4Ly =0
(7) CiHa + Gy + o +CHan+ G5 =0

------------------------

CHI, 4 G + .o + ORI + OB =0
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la
Nous obtiendrons une formule de

® Aof(®) + Auf 00 +

+ )\,U —IF1, ntl—1,§-1 {f] + Um-l, n4l, j—1 [f]) ~+ {)‘1

ONESCU

forme

s Ay fU(x) =

op oo T el gy g
—_ e— (AIUM."IJ:_I [‘ﬂ + 7\2Um_1' Il.] l{f] Vm,ﬂ[f] +

+ )] V, 1 .H[f] + e + AIVm—H-l, n+1—![fj + Vm—l,nH[ﬂ}'l"
wwFm—1,n

%L

fion 1)m+n+l :
(m+n)!

x

+ dgfs — 2)(s — @) . F Ms — #)t (s —
+ (s — #)(s — 1St r (s)ds

oll

® A=

pour k=0,1,...,0 —1, et

(10) 4, = : (A 5B L 36T 4 (o ="
C!

m—k
m+n

pour k=1L1+1,...,m—j—1.

En transformant les formules (8), nous aurons les formules de déri-

vation numérique, que nous ‘avons en vue.

S (s — 2" [M(s — %) +

x)n-1+1

—k

m
[0 G e BB - sy 4 R AR

(m— k)!

3. Le systdme d’équations linéaires (7) a la solution

!
Cm—j

A = (" ])[C?n

(11)

oL d = (= 1)) D

Cl

Cl-—l

CI

A (=1 Gk el

ue nous pouvons encore écrire sous la forme

!
B
’ bl

h=(=1C
12) En

)\z=

K= [~y CH

1 est Temarquable que les signes de )

!
cm

1-1

(__ I)I—IC} Cm—-j:_l

Cl

Cl

Ci—l 3 ey,

m—jitl

m~I4)

12 12, ‘e

-» & sont alterpés,

m—k

(m — &)!
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4. Si nous remplagons dans les formules, (8), (9) et (10) Iles

Ap A ..., & par les formules (11) ou (12) nous obtenons la formule de
dérivation numérique ;

" m—1
(18 BBy ot o AT gy g

C:+n ml ::;’1‘ (e —1)!
p’m—- - —_ I+i . A s
Ct:_;-H (x:l+;)! f(l-H)(x) — Ao (x) oL : 1 _1i_!__f (x) s o
B m+n
4, — x)f » B e
e P A R - I B Ly WA
Cin+n i =Tl cm-i-n

nit Bovi (= 9" gy R
L e T A

qui fait 1'objet de ce travail.
Dans la formule (13) les coefficients w, sont donnés par les formules

(l ) By = (— ) m _—_C‘:'T"_; u P-k = m—j—k+1 Cl—k+l

m m—k+1

pour =12 ...,1+1et

Cr-—l v
Wiy = (_ I), mi_ [Cfn-j - Cfn——lj—l Ct’l-l-r—l + C12+r—1 Cfnfj—z_ o +
C;~|_-r|—l
(15) + (= 1 Ol Ccgmspr + (— 1 Clypmn Clhgii]

pour r =2,3, ..., m —7 — 2l + 1,
Les coefficients 4, sont donnés par les formules

(= I+

(16) A, = [ty — B L o 4 s

Cl

+ (= VCrno1 ChCa_jmi]
pour r=0,1,...,7—1.



6
p. V. IONESCU

56
Les coefficients B, sont donnés pgr les formules
(17) B, = i‘—:’—‘[c:.c,‘f,c;,'_ = Gl g Tk
- 4 (— DCruCaCay-il
pour r =0,1, ..., 7 et

-5 = n 41 i—=s1 v v
(18) By = .-(—;)1 [C;i:C,sn ylnjj—s - C,,i:.HC,,, Cm—;—s—l 5 5 +

" g [— IR iG]
pour s=1,2, ..., 1.
5. Le reste de la formule (13) est donné par la formule

%,
B 1)m+n-[—l

(m +n) 1 S (P(S)f(m+”+”(s)ds

x

R={

et la fonction o(x) ne s'annule pas sur Uintervalle (x, %), parceque d’aprés
les formules (11) ou (12) on a

(=t 3

(19) 9(s) = ;C,’,,Cf,,‘:;_,(s — &)™ (%, — )™

!
Cm

t T'on voit bien que ¢(s) a le signe de (— I)»+ sur lintervalle (%, ).
Il est facile d’écrire la reste R aussi sous la forme

_ 1yl o I cr
20) R=L1 PSS g gymEntl )
(m'l'”)l C3n+” Z—%C:‘:‘_’;‘_] ( 1 ) f . (;)

U E€ (2, 7).
On a Uévalution

21) [ngﬁ(zli)w

4
Cm+n rasc":lir”_j (m 494 1)1 m4n41
i
29)
) Mpini1 = sup lf("'““)(s)l p
(za xl)
6. Dang

la formule (13),

tre égal 2.0, 1,2, ., —j.le nombre j étant donn, le nombre ! peut

cas [ = correspond A la formule (3).
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Le cas I =m —j conduit 3
qui ont été données par I’Acad.

Mais il y a aussi les autres cas o
qui conduisent a d’autres formul
(13) et qui sont intéressantes,

Exemples. Lors
les valeurs 0, 1, 2, 3.

1. Pour /=0, nous avons la formule

POPOVICIU.

es de dérivation numérique de 1

forme (13)
5 3
55 (% — ”)sf(S)(x) i f_} (% = x)‘f(") (x) 4 25 (2, — ")3fm(x) o
cg 5! 4 4l c: 3l

2
F_5 (7 — 2

FUR) = = flr) =SBy

cg 21 cg 1!
c! _ c? — 22
+ fla) ~ AL ) 4 2B Py

&3 11 (4 21
Cg (%, — x)® m

~o S M)+ R,

et nous avons
17
Ry =58 (s = 2(e, — 9% (5)as

E,E (x' xl)

1n—2
| Bol gss 91 M.

2. Pour ! = 1, nous avons la formule de dérivation numérique

31— — ol -y —oglim— s ") —
S e e =2 0 g Lty

- _ 2 _1xm=—2, 2 _N1l(m—a,
= _'s_f(x) ¢l 1l f'(=) _+ p f(x) P C;__“_f (%) +

ﬂi(xl_x)z 7 _ 171 (= ap " 1 (7 — 2 4 x R
+5C§ 21 J(x) 563—33_ ™ 1)+C;—""——“ [P (%) + R,

des formules de dérivation numérique

orrespondant 47 =1,2, ..., m —7 41
a forme

que m =35, n =3, j =2, le nombre / peut prendre

(3), que nous écrivons sous la



p. V. IONESCU

58

avec

et I'on peut écrire
1 (5 — #)° £9)

R = -2 00 (e (xm)
0 9!

Y|
Ry < B2 M,

3. Pour I = 2, nous avons la formule de dérivation numérique

3 1 (n—#° 1_1_("1—-”)‘ () =

10(;5 51 f () 2(;; 41 f ()
PR RN PRGNS SRS S AL
= - W~ ) e — T T ) +
491(3’1—1:) 7 63l(x1—x n l(xl——x) (4) _
g = RS ) 4 S )

8

1= 2"
el R

B

Ry=751 § ols)f(s)as

x

?(5) = — = [3(5 — 2z, — 5)5 + 10s — x)4(x,

+ 10(s — )8 (%, — s3],

Il résulte qu’on peut écrire

__s)4+

= = x)
R“m J#(E) 2 (EE (%, x,))
| Ry| < 30 ‘————(xl 9_1 2 M,.

4. Pour [ =3, nous avons la formule de dé

T'acad. T. Popoviciu.

1 1

10 CS

2 27 1 x — %
+—flm) == A
sf(.l) 106;

119 1 (% — 2

ol

#(s) = 1o [ls — 2P(x, — 5)o +

On peut écrire

Dans tous les cas, on a

avec

et 'on a

(%, — #)8
- ;5'.__]‘(5)(;\;) e

2

1 21 1
3l F () + 1 C_g

6 !
CS 6!

X

o § el ds

x

R, =

. 1 (%, — x)® %
Rs____l_é__}g["‘) ftg)(C,),
‘Ralg‘l- Rk M.

16
| Ri| < | K| = gy

Ky < K, <K, < Kj.

APPLICATION DES DIFFERENCES DIVISEES A LA DERIVATION NUMERIQUE

1

2 1
;f(x)—-———

Cl

8

— ,,)c

S(s — x)4(x
+ 10(s — )8 (2, — ) + 10(s — )° (s,

99

érivation numérique de

T @)+

fw+§§ﬁ;ﬁmm—

21

fm (x1)

-j;ﬁﬂm+Lﬁ;LWw+&-

1 — S)4 +
— 5)2].

(E E (x: xl))
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Introduetion

Let the function f(x) be defined in [0,1] and let us approximate it
by a piece-wise linear function S,(x) obtained as follows: [ being a
- natural number, we divide [0, 1] into / equal parts and denote by S,(x)
. the continuous function which is linear in each subinterval ((i — 1)/i,i/l)
while interpolating f(x) at its end points. Denoting by Nj(x) the broken

linear functions such that

N,(-j—) =8, G,§=0,...,10,



