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tes, L, désigne un élément régulier de

s ; écéden
ot A vérifie les hypotheses prec bles sur [a,b]. On suppose:

A, les =, sont distincts et dénombra
| S ||B,|| < oo on B, =L —¢
T

on X(t) ,pseudo absolument_contjpue” c'est 4 dire
de Bochner et d'une partie singuliére de saut. Dans
(D), cela équivaut a chercher X sous forme
tinue et d'une fonction de saut.
et X étant (par exemple)

On cherche une soluti
somme d'une intégrale och
un espace muni de la propriété
de la somme d’une fontion absolument con
(les points de discontinuités de X étant les T
supposée continue 2 droite. Posant:

¢

Py = — | As + B0

a

on forme II}(dF) = X*(¢), dont on a vu que c’est une solution du systéme
étudié. On peut montrer que X*(z) est bien pseudo absolument continue

et qu'il y a unicité de la solution. S
Tout ceci permet d’étudier le probléme non homogene:

dx

== )x+y
%(ty) = A
w(s) =La(w)+M, {r=12..}

olt x,ye€ @, x pseudo absolument continue, y intégrable Bochner, At):
t > L£(5,7%) intégrable Bochner, L, M, e L(0,%) et en particulier la
fagon dont x dépend des ,conditions initiales” A, 8 Loy M {3
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Hommage & TIBERIU POPOVICIU

PROPRIETES DES ENSEMBLES INTERPOLATOIRES
COMPARABLES PAR RAPPORT A LEUR n-VALENCE

par
ELENA POPOVICIU — MOLDOVAN
a Cluj

1. Dans les travaux [4] [5] nous avons étudié quelques propriétés des
ensembles des fonctions, qui sont interpolatoires d’un ordre # et # — valents
par rapport a un ensemble qui est aussi interpolatoire d’ordre #. En ce qui
suit nous nous occuperons de certaines applications et conséquences des
résultats obtenus en [4] et [5].

Nous rappelons les définitions et les notations qui interviendront.

Les ensembles interpolatoires dont nous parlons sont des ensembles
de fonctions réelles, d’une variable réelle et continues sur un intervalle fini
et férmé qui sera précisé plus loin.

Les ensembles F et G étant interpolatoires d’ordre n sur [a, b], nous
disons que F est n-valent par rapport a G si tous les éléments de F sont #-
valents par rapport 4 I'ensemble G. Nous utilisons pour Ja relation de n-va-

lence (qui est symétrique), entre F et G la notation F >'<G. On suppose
que n = L.

i l'ensemble F est interpolatoire d’ordre # sur [a, b], nous disons pour
simplifier le langage qu’il est du type I,[a, b]. -

F étant un ensemble donné du type I,[a, b], nous allons employer,
comme dans les travaux [4] [5], la notation @(F) pour l'ensemble de
tous les ensembles n-valents par rapport a I’ensemble F.

Nous avons démontré que, si T'on a

F> G
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alors les fonctions d'un quelconque des ensemb1e§ 14: , G sont ou }‘tj)llen zoute§
convexes ou bien toutes concaves, par rapport a l'autre (ElnseGm et E’:]_ Si
les éléments de I'ensemble F sont G-concaves, alors ceux de Gsont G.cOn_
vexes sur [a, b] et nous disons que F est un el}semble sous-G e est
un ensemble sur-F. Nous utilisons alors la notation

' F=< G.

9. Considérons un ensemble F du type I [a,b] et I‘e_nsemblc? O(F)
correspondant. Pour chaque élément G € @D(F), on peut considérer 1 ensem-
ble correspondant @(G). Pour chaque élément H de @(G) on peut consi-
dérer 'ensemble (@(H) et ainsi de suite.

Définition 1. La réunion de Pensemble (V(F) avec F et tous les
ensembles @(H), obtenus comme plus haut, s'appelle arbre de n-valence attaché
4 Pensemble F et mous utilisons pour cet arbre la notatjon A(I).

Définition 2. L'ensemble F étant donné, nous appclons mnoeud
principal, un ensemble G qui appartient & Uarbre A(F) et est en méme
temps élément de Uensemble Q(F).

Définition 3. L'ensemble F élant donné, mous appelons nocud
secondaire un ensemble H qui appartient a l'arbre A(LF) el qui w’appartient
pas a Uensemble QO(F).

Définition 4. Nowus disons qu'un nocud secondaire H de I'arbre
A(F) est de premier ordre s'il existe un noeud principal G de U'arbre (L),
el que H est ou bien sur-G ou bien sous-G. Le noenud secondaire H est

de Vordre k 2 2 s'il existe un noeud L de A(F), d’ordre k — 1, fel que H
est ou bien sous-L ou bien sur-L.

I1 faut remarquer, qu’en partant de I’ensemble (D). des polvnomes de
degré 7 et en utilisant des procédés analogues a cepu’;;. queP ndouz :\Srons
indiqués en [4] et [5], pour ebtenir les éléments de W (D,) et compte tenant
des propriétés des fonctions convexes ou concaves d’ordre on peut con-
struire un arbre qui contient des noeuds d’ordre £ > 1. ’

3. THEOREME I.-Si Vensemble G est
A(F), alors 'arbre A(G) est égal & Parbre o;z?*") noeud

Pour la démonstration il suffit de remarquer que l'ensemble F, sous

les hypotheses de Iénoncé du théore inci
A(G). En effet nous avons uF e?)r(gl.e o R principal de Varbre

principal de larbre

3 ENSEMBLES INTERPOLATOIRES COMPARABLES PAR RAPPORT A LEUR n-VALENCE

135

THEOREME 2. St Uensemble G est un noeud secondairve de premier
ordre de Uarbre ol(F), alors 'arbre oA(G) coincide avec I'arbre A(F).

Pour la démonstration, remarquons que des hypothéses faites il résulte
qu’il existe un noeud principal H de I'arbre of(F), qui vérifie la relation
H e @(G), Ceci signifie, par suite du théoréme 1 que I'arbre £(G) conti-
ent tous les éléments de I'arbre o#(F). Mais, en méme temps, 'arbre of(H)
qui est égal & o#(F) contient tous les éléments de l'arbre o£(G). Le théo-
réme 2 est donc démontré. ‘

On observe facilement qu’'on peut généraliser I'énoncé du théoréme 2

en remplagant le noeud secondaire d’ordre premier G, par un noceud d'un
ordre & = 2 quelconque.

4. Un des problémes qui se posent est celui de décider de la coincidence
de deux arbres of (F) et of(G), F et G étant deux ensembles quelconques
du type I,[a, b]. Comme conséquence des théoremes énoncés on peut for-
muler les propositions suivantes.

Proposition 1. F et G élant des ensembles du type I, [a, b], pour
que Uon ait AF) = A(G) il est suffisant que Uarbre A(F) ait un élément
n-valent par rapport a G.

Proposition 2. F et G étant des ensembles du type I [a, b], pour

que Von ait AF) = A(G) il est suffisant que U'arbre A(F) ait un élément
n-valent par rapport @ un noeud secondairve d’ovdre fini de U'arbre oA(G).

5. Comme application de la théorie des fonctions d’ordre # (convexes,
nonconcaves, polynomiales, nonconvexes, concaves) par rapport 4 un en-
semble interpolatoire d’ordre # (linéaire ou non) on a étudié le comporte-
ment de certaines classes de fonctionnelles [1, 2, 3, 6]. Il sera intéressant
de faire quelques remarques concernant ce probléme, en remplagant les en-
sembles interpolatoires isolés, par des ensembles de #-valence, @(F), pour
F donné,

Soit A [f] une fonctionnelle définie sur I'ensemble des fonctions conti-
nues sur un intervalle [a, b]. Soit F un ensemble du type I,[a, 0], n 2 1.

Définition 5. On dit que la fonctionnelle A[f] est F-exacte si
pour chaque feF, on a A[f]=0.

Définition 6. On dit que la fonctionnelle A[f] est F-simple st
elle est F-exacte et pour chaque fonction f qui est F-convexe ou F-con-
cave on a A[f]#0. v

On peut remarquer qu'une fonctionnelle A[f] peut étre F-exacte sans
étre F-simple. '

Lemme 1. Si lensemble F est du type I,[a, b], H est un ensemble
du type I,,,[a, b] qui contient Vensemble I et Af f] ume fonctionnelle F-
simple, alors A[f] ne peut pas éire H-exacte.
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: i les élém,
1 il suffit de remarquer que ents g
Pour démoqtreg ;gnlflggepartie de F, sont des fonctions ou biap E
I'ensemble H 9“1}1; ncaves [6]. Autrement, nous sommes en contragj,.
convexes ou bien f7Co l'ensemble H est du type l.ii[a, b].

jon avec I'’hypothése que
tion F est un ensemble du type I,[a,b], n =1, ¢ %,

. la fonctionnelle A[f] est en méme temps p.
élémfnt tdeG fg;f)’fbl;zodr)s@ [35'] n'£ peut pas étre m F;szmple i G-simp,
exac ;ofula démm;stration, on peut remarquer qu}e? de I'hypothése G ¢ V(F)
il résulte que 'on a ou bien F <G ou bien G =< F.

S . wctionnelle A[f] est en méme temps F—sz'mj) le
et H’r-s}rzjﬁn?p%M};?4'etSiI; ’ E&Zm du type I,[a,b], .“10,”3 qulelles gue  soient
les fonctionsffeF et h € H, la différence f(x) —h(x) doit s’annuler sur au mojys
n + 1 points distincts de Vintervalle [a, b]. o

En effet 'il existe une fonction 4 € H, #-valente par rapport 2 | ensem-
ble H, alors A[h] = 0 et nous sommes en contradiction avec la H-simpli.

cité de la fonctionnelle A[f]. ;

THEOREME 3. St

THEOREME 5. Si F et G sont des ensembles du type I,[a, b], si F ™3 ¢,
st la fonctionnelle A[f] est F-exacte et G-exacte, alors A[f] ne peut étre H-
sunple pour aucun H qui est un noeud principal, ou bien un noeud secondaire
de premier ordre de larbre oA(F).

La démonstration résulte comme une conséquence du théoréme 2 ot
du théoréme 5. ‘

Les théorémes 3, 4 et 5 ont des applications 4 la théorie du reste dans
les procédés d’approximation.
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OLEHKA HOPMBLI OBOBUWIEHHOTO WHTETPAJIA ®EIEPA u
CBA3b MEKAY INOJHBIMU U YACTHBIMM HAUJYYIIUMU
HPUBJIINKEHNAMHU

M. K. TIOTAIOB
Mockaa

’

HAan nepuopmucexnx Gynwmi Mrormx TIEPCMCHHEIX M3BCCTHA CBA3b
MOy TTOJIHBIMM M YaCTHBIMH HAMJIYYIIHMA npubivskenuamu (em. [2], [8],
(9], [10]). B aroii sameTxe AOKA3LIBAIOTCA AHAJOTMYHBIC PE3YJIbLTATH
UL HCNCpHoOMuecKuX  dymwuuit  f(x,, ..., %,), sajamHEX Ha BeoMm
k-mcpHOM npocrpancTre. JlokazaTenberso IOPOBOANTCA NMPH NOMOLIM OIEHKHU
HOpMBL 0600 IEeHHOTO HHTCrpasa Ocitcpa, Yacruuno pesymbraTsl atoft Ba-
MCTKHM aHoMcupoBansl B [10].

I. Kak o6uuno, 6ynem TOBOPUTH, YTO HaMepuMasn
(%) € Ly(— oo, o0), 1 < p<oo, camt A 1< p < oo

dynrIHA

170 = (§ 110 P < oo,

a A p = oo

| fllp = sup vrai |f{z}| < oo

Hdan modoro ¢uxcnposanmoro 6 us npomesxkyrka 0 < 0 < 1, mo6oro
durcuposannoro T>0 u moboit uaMepuMoll Gpynrmun f(x) € L,(— oo, 00)
pacemorpum 0606wennit unrerpan Oeiiepa (em. [1], erp. 217):

L]

or(x: 15 0) = flx + wo(u; 0 7) du,

—@®



