LEGATURA FORMULEI DE DERIVARE NUMERICA
A LUI V. N. FADEEVA, CU DIFERENTELE DIVIZATE

de
D. V. TONESCU

Comunicare prezentatd la prima Sesiune stiintificd a Institutwlui pedagogic de 3 ani,
Baia Mare, tn ziua de 13 februarie 1965

Sd consideram o functie f(x) de clasa C® pe intervalul [@,0] si nodurile
Xy, Xs, X3 in progresie aritmeticd cu ratia h, luate pe acest interval. V. N.
Fadeeva 1] apusin evidenﬁi formula de derivare numericg

AYn) = flwg) = 2f(xs) + floa) =, " L) 107 () A £ ()] + 08 (1)
pe care a aplicat-o in unele probleme de fizicd matematicd, la integrarea
numericd a unor ecuatii cu derivate parfiale de ordinul al doilea cu conditii
la limitd.

V. N. Fadeeva a demonstrat formula (1), aratind ca ea se obfine din
dezvoltarea lui f(x -+ /i), f(x 4 2h) dupa puterile lui h, ficindu-se grupiri
convenabile de termeni.

in aceasti lucrare vom da o noui demonstrafie pentru formula (1)
punind in evidentd originea ei $i determinind restul ei sub forma de inte-
grald definita. In acelasi timp vom stabili o legiturd intre formula (1)
si diferentele divizate, din care va rezulta posibilitatea unor noi extinderi
ale formulei (1).

1. Am demonstrat [2] cd diferenta divizatd a functiei f(x) pe nodurile
A, Xy, ¥y luate oricum pe intervalul [a,b] se poate reprezenta printr-o in-
tegrald definita

(2 2 1= o (0) £ () dx (2)

unde, in cazul x; << x, << x4, functia ¢ (x) coincide pe intervalele [xy, x,]
[xy, %3], cu functiile

o1 (1) = — " gy (3) = (3)

(7, — #y) (%y — 29), (¥5 — %) (%3 — %)
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Functia ¢ (x) este pozitiva pe intervalul (x,, x5). Aplicind la membrul
al doilea al formulei (2), o formuld de cuadraturd relativa la functia f" (x),
cu nodurile simple x;, %, x; obtinem formula

[0, %3 %3, f] = A1 f" (1) + Aof"(x) + Asf"(25) -+ R (4)
care este de tipul formulei (1).
Coeficientii 4,, A,, A, din formula (4) sint

4, = {7y — 2l — &) — (3, — 55)°
1202y — xy) (¥ — *3)
Ay = T = 2 = @) = (7 = #) (5)
12(x — 21}(x, — %) ‘
Aa _ (g — ¥y} (%g — fg) — (= Ap)?
12(x5 — m) (x5 — %o
iar testul R este exprimat printr-o integrald definitd
R =\ 4 )z | (6)
in care functia ¢ (x) coincide pe intervalele [x,, x,], [%,, &,], cu functiile
¥y (%), ¢p (x) care sint solufiile ecuatiilor diferentiale

1 (x) = galx), U2 (%) = pa(%) (7)
care satisfac l1a conditiile la limita
Ya(2) =0, $i(oy) =0
ba(%a) = a(a), ba(x) = d1(,) (8)
$a(%g) =0, a(ws) = 0

Este usor si se integreze sistemul de ecuatii diferentiale (7) cu condi-
tiile (8). Tinind seama de conditiile la limitd din nodurile x; si x; avem

1) =S ”E—)z @i(s)ds + )\i%i;ﬁ ©)

x — sP

— 3
bal) = (5T eals)ds + p BT

unde A si p sint doud constante oarecare.

Scriind ci si conditiile la limitd din nodul x, sint indeplinite avem un
sistem de ecuatii care determinid pe X si p. Se obtine

A= — A, p=d, (10)
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Deducem astfel cd §,(x), ¥, (x) sint date de formulele

F=mp
2
, (11}
unde coeficientii 4, A3 sint dati de formulele (5).

Graficul functiei pe intervalul [xy, Xg] depinde de pozitia nodului

x, fatd de intervalul ‘Z 2’], unde nodurile £, Z’ sint date de formulele

. . 3--V35 ) )

feap ey — &= Y () (12)

Este important si observdm c¢a dacd se descrie un cerc cu centrul
in x4 si razd X3— Xy se noteaza cu P, nodul x; si cu M, punctul luat pe cerc
astfel ca P, M, si fie latura demgonulul regulat fnscris In cerc si cu P
simetricul 1u1 P1 in raport cu M,, atunci nodul £ este proiectia pungtuhu
P; pe axa Ox. Nodul %’ este simetricul lui £ in raport cu mijlocul interva-
lalui (%, %,).

Dacid nodul x, este situat pe intervalul (x;, 27 functia ¢ (1) este pozi-
tivd pe intervalul (x,, x,), iar dacd nodul x, este situat pe intervalul
[£',%5) functia ¢ (x) este negativd pe intervalul (x,, x,;), Dacanodul x,este
situat pe intervalul (&, ') functia ¢ (x) se anuleazd o datd pe intervalul
(%4, #3) . Formula (4) are gradul de excitatie 4, pentru orice x, din interva-

lul (x;, x,), afard de cazul x,=""""2_ In acest caz graficul funcfiei § (x)

este simetric fatd de mijlocul intervalului (xy, x;) si prin urmare avem

B

{ s(x)ax=0 (13)
y
Sa construim formula de derivare numericd (4) pentru x, = 2% s3
2

demonstram cd gradul ei de exactitate este egal cu 5 si ¢d in acest caz ea
coincide cu formula (1).

-+ Ay

2. Pentru aceasta si observdm ca in cazul x, = , In formula (2)

avem

X X Xy
’ o S , X) e — 14’
p1(%) = o e on )
La membrul al doilea al formulei (2) si aplicam o formula de cauadra-
turd cu nodurile simple x,;, %, §i nodul dublu x,. Vom obtine o formulad
de forma

g

Scp #)dx = Byf"(ss) + Baf"(v2) + Byf" () + | 4(x)fV(m)ax  (15)

ay
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in care funcfia 9(x) coincide pe intervalele [x;, %], [x, x3], cu
functiile $y(x), ¢»(x) care sint solutiile ecuatiilor diferentiale

) =T () = T (16)

202 2h?
si care verificd conditiile la limitd
y(x) =0,  di(x) =0, ' (x) =0
Po(#a) = al#a), dals) = di(a), 92 (x) = w1 (xo) (17)
Do) = 0, 4ale) =0, Y'{xg) =0
In formula (15), avem
By= — l(x), Be— U(5) — 05 (x2), By — 0¥ (xy) (18)

Solutiile ecuatiilor diferentiale (16) care verificd conditiile la limita
(17) din nodurile x, si x, sint

o L e oyl
hln) = 0 6= wds

bal) = — o (T s — s 4 p O (19)

3! 3!

unde  si p. sint constante oarecare.
Tinind seama ci

Y (v — )3 (¥ — x)p 'l (¥ — x,)3 (v — g)®
S (s — xy)ds = TR T (s — xy)ds = S
S 31 ( 1) 51 S 31 (5 — xa)ds 51

ecuatiile (14) se reduc la

71 o 242 5! 31!
L"J‘,(x) = L= wf 4 u (@ — ) (20)
o 252 51 ) 31

Scriind cd functiile U,(x), ¢,(x) verificd conditiile la limita (17) din
nodul x,, avem ecuatiile

‘_1_:; (xg — 2y)? 4o (x, ‘-— ¥y _ L (vg — x> " {7y —l—— x)*

2/2 5! 3! 2h2 5! 3!
o~ + 3| 2 L A W 7 St Vi +ou (g — %)
2h? 4! 21 22 41! 21

1 (v — m)®

+)\ X :7_(x3-ﬁx£)i_“ux3—x_2‘
2ht 31 1! 2h? 4! 1!
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care, din cauzi ci x, — ¥%; = ¥y — %,, se reduc la

1
7\+{J,:0, )\—'M:“—l’éx

si vom avea deci

ecuatiile (20) stut prin urmare

' 1 (# — %) 1 (% — x)®
X)) = — —
() 2 51 24 3!

T W CE U WA 01
¥2(%) % 51 +24 31 1)

Observidm cid mai putem scrie

bilw) = T e S e G ks i PRt S /
h(m = T v S|, ) = B (r— - D 1)

de unde rezultd cd functia ¢(x) este negativi pe intervalul (x,;, x,).

Formulele (18) arati ci

i
B = — = B Fe— 22
LY B, 12 3 o4 (22)

Deoarece nodurile x,, x, x; sint in progresie aritmetica cu ratia #,
avem

ey xy %] =L = ) — 2 () 4 f(m)] (23)

O dati obtinute formulele (21), (22), (23), din formulele (2),(15) deducem

Fxa) — 2F(x0) + flxr) =22 [F"(x1) 4+ 10f"(xg) + F" ()] + R, (24)

12

unde

R= thg U(x) fO(x)dx (25)
Am obtinut astfel formula de derivare numerici (24), adicd formula
(1), utilizata de V. N. Fadeeva si in care am precizat restul prin formula

(25). Formula (24) are gradul de exactitate egal cu 5, deoarece am demon-
strat cd functia $(x) este negativd pe intervalul (x,, x3).

3 -~ Babey—Bolyai: Mathematica-Physica 1/1966



34 D. V. IONESCU

Fard greutate se arati ci

2th¢(x) dx = .-2’_56

£

de unde rezulti cd restul R se mai scrie sub forma

As r,
R=—2 o) (25)

unde £& (%, x5). Deducem evaluarea restului

hﬂ H N
IR| < P M, Mg = sup fO(x)] (26}

(%1,%3)
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GBSI3b ®OPMY/Jibl UUCJEHHOTO NUOPEPEHUHUPOBAHUS B. H. PANEEBOA
C PA3HOCTHbBIMH OTHOUWEHHWAMHU

(Peswowme)

B paGorte ycraHapidBaercsi CBf3b GOpMyanl uxHcaeHHOro AHpdeperuuposanus (1} ¢
¢opmydoit (2), aaoumel npeicTaBieHHe DA3HOCTHBIX OTHOWIEHHH [¥),%,%5:;f] TOCPEACTBOM
OnpefeJIEHHOTO HWHTErpaJa.

[NpumenuB K HHTErpany u3 ¢opmyant (2) dopMyay KBaJpaTyphl € NPOCTBIMH Y3JaMu
Xy, X3, Xg, MONyuaerca dopmysa (4) ¢ kosdpduurentamu (5) U ocrarkom (6). I'padux ¢yHKuRH
¢ B HHTEpBAJE [X;, X3 ] 3@BUCHT OT NONOKEHHA YSJIa X, IO OTHOWEHHIO X HHTepBany [E, '],
rne yaau £, £ nanst gopmynaMu (12). dyHknus ¢ coxpasser cBoH 3HaK B HHTepRase (Xy, X3),
ecqnd X, = (%, §1 van x,& [£7, x5), ORHAKO H3aMeHAEeT CBOH 3HAK, Korha x, €&, ). dasn

A Xy
A60To Xy 1—; 4 dopmyaa (4) umeeT cTeNneHb TOYHOCTH PaBHYO 4.
s+ a3
Has xy = Ty cTenenb TOYHOCTH dopmynel (4) pasHa 5 v dopmyna (4) craHOBUTCH

¢opmynoitH (1)B. H. daneepoii. B pabote octatox dopmyant (1) Bupaxkaerca B BHJE ONpesie-
AEHHOrO MHTErpana ¥ Haércsl ero oueHKa NpH TMOMOIIH HepaseHcTBa (26).
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LA RELATION DE LA FORMULE DE DERIVATION NUMERIQUE DE V.N. FADEEVA
AVEC LES DIFFERENCES DIVISEES

(Résumé)

L’auteur établit une relation entre la formule de dérivation numérique (1) et la formule (2)
equi donne la représentation de la différence divisée [#,, #,, #,; f] par une intégrale définie.

En appliquant 4 I'intégrale de la formule {2) une formule de quadrature a noeuds simples
%3, %y, ¥3, o1t obtient la formule (4) avec les coefficients (5) et le reste (6). Le graphique dela fonc-
tion ¢ dans l'intervalle x), »,, dépend de la position du noeud x, par rapport a l'intervalle (£, £'],
olt les noeuds £, £’ sont donnés par les formules (12). La fonction ¢ garde son signe dans l'in-
tervalle (xy, x3) si 7, & (¥, £] on %, & [£' x,), mais elle change de signequand x, & (£, £'). Pour

%+ %
tout x, &= 1t % , la formule (4) a un degré d’exactitude égal 4 4.
%+ %
Pour #y = 1: % e degré d’exactitude de la formule (4) est égal a 5 et la formule

{4) devient la formule (1) de V. N. Fadeeva. L’auteur met le reste de la formule (1) sous forme
d’intégrale définie et donne son évaluation par l'inégalité (26).



