
LEGĂTURA FORMULEI DE DERIVARE NUMERICĂ 
A LUI V. N. FADEEVA, CU DIFERENŢELE DIVIZATE

de
I). V. IONESCU

( omunicarc prezentată la prima Sesiune ştiinţifică a Insti tutului pedagogic de 3 ani, 
Baia  Mare, în ziua de 13 februarie 1965

Să considerăm o funcţie f(x) de clasa C6 pe intervalul [a,b] şi nodurile 
л-,, xs, x3 în progresie aritmetică cu raţia h, luate pe acest interval. V. N. 
F a d e e V  a A] a pus în evidenţă formula de derivare numerică

pe care a aplicat-o în unele probleme de fizică matematică, la integrarea 
numerică a unor ecuaţii cm derivate parţiale de ordinul al doilea cu condiţii 
la limită.

V. N. Fadeeva a demonstrat formula (1), arătînd că ea se obţine din 
dezvoltarea lui f ( x  -f- h), f (x-\-2h)  după puterile lui h, făcîndu-se grupări 
convenabile de termeni.

In această lucrare vom da o nouă demonstraţie pentru formula (1) 
punînd în evidenţă originea ei şi determinînd restul ei sub formă de inte­
grală definită. în acelaşi timp vom stabili o legătură între formula (1) 
şi diferenţele divizate, din care va rezulta posibilitatea unor noi extinderi 
ale formulei (1).

1. Am demonstrat [2] că diferenţa divizată a funcţiei f(x) pe nodurile 
xlt x3, x3 luate oricum pe intervalul ~a,b] se poate reprezenta printr-o in­
tegrală definită

unde, în cazul хг <  x2 <  x3, funcţia <p (x) coincide pe intervalele [хъ я2 
[,ï 2, x3], cu funcţiile

( 2)

X,

<Pi (*)
X

{x 2 ~~ X\)> (x3 x l)(*Z ~~
(3)
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Funcţia ф {x) este pozitivă pe intervalul (xv x3) . Aplicînd la membrul 
al doilea al formulei (2), o formulă de cuadratură relativă la funcţia /"  (x), 
cu nodurile simple xlt x2, x3 obţinem formula

l>i, X 2 x3;f]  =  AJ'^xJ  +  A 2f"{x2) +  A 3f"{x3) +  R (4)
care este de tipul formulei (1).

Coeficienţii A lt A 2, A 3, din formula (4) sínt

A 1
(*i -  х 3)(хг -  x 3) -  (x2 -  x 3)- 

12(*i -  x 2)(xl -  x 3)

A a =

A 3 =

__ x \ ) (x 2 X3) (*3_
12( x 2 -  x 1){x2 — x 3) 

(x3 -  x j)(x3 -  x 3) -  {xi r

1 -  ' л а x l){*3 -A'

f i i 2

x 2)2

iar restul R este exprimat printr-o integrală definită

R =   ̂'b{x)f5 (x)dx

(5)

(6)

în care funcţia ф (x) coincide pe intervalele [хъ x2], [x2, x3], cu funcţiile 
Çi (x), ф2 (x) care sínt soluţiile ecuaţiilor diferenţiale

+”W = 9 i W .  Ф 2(x)=<?2(x) (7)
care satisfac la condiţiile la limită

Ф̂ АО =  0, Ф̂ х̂) =  0

Ф 2(^2) =  Фг(#2) == Ф1 (*a) (8)

92(^3) — 0, фг^з) — 0
Este uşor să se integreze sistemul de ecuaţii diferenţiale (7) cu condi­

ţiile (8). Ţinînd seama de condiţiile la limită din nodurile xx şi x3 avem

Ш  =  J ^ " 2 ф1(5)̂  +  X ( 9 )
%

ъ

unde X şi p sínt două constante oarecare.
Scriind că şi condiţiile la limită din nodul x2 sínt îndeplinite avem un 

sistem de ecuaţii care determină pe X şi p. Se obţine X
X =  — A u P =  A s ( 10)
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Deducem astfel că ф1(лг), ф2 (a ) sínt date de formulele

Фг(а )
{ x - x xY A (x  -  X1?

24 (*l -  X2)(*l -  X3)
A í .

Ф2(а ) = (x ^ x n f t A (X ~~~ Xz)~ 
h 3 224(я-, -  я р и ,  -  х г)

unde coeficienţii A lt A 3 sínt daţi de formulele (5).
Graficul funcţiei y ' pe intervalul [a x, x 3] depinde de poziţia nodului 

A'2 faţă de intervalul rE,E’], unde nodurile ţ, E' sínt date de formulele

a. 3  — У  5 (Л'з ( 12)

Este important să observăm că dacă se descrie un cerc cu centrul 
în x3 şi rază x3—x1 se notează cu Р г nodul ax şi cu .1/, punctul luat pe cerc 
astfel ca P x M 1 să fie latura decagonului regulat înscris în cerc şi cu P[ 
simetricul lui P x în raport cu Mlt atunci nodul ÿ este proiecţia punctului 
P[ pe axa Ox. Nodul E' este simetricul lui E, în raport cu mijlocul interva­
lului (xv x3).

Daca nodul a' 2 este situat pe intervalul (a 1; E~\ funcţia y  ( a ) este pozi­
tivă pe intervalul (a,, x3), iar dacă nodul a 2 este situat pe intervalul 
[V ,a3) funcţia ф (a) este negativă pe intervalul (лу, x3), D acănodul A2este 
situat pe intervalul (E, E') funcţia ф (x) se anulează o dată  pe intervalul 
(xlt x3) . Formula (4) are gradul de excitaţie 4, pentru  orice x2 din in terva­
lul (ax, x3), afară de cazul a2 == F’-Tri3 în  acest caz graficul funcţiei ф {x)

este simetric faţă de mijlocul intervalului (a 1; x 3) şi prin urmare avem
ч
 ̂ Ф(а )^а = 0  (13)

Să construim formula de derivare numerică (4) pentru a 2 sa
demonstrăm că gradul ei de exactitate este egal cu 5 şi că în acest caz ea 
coincide cu formula (1).

2. Pentru aceasta să observăm că în cazul a2 =  *-■̂  *3, în formula (2) 
avem

? i ( * )  =  4 . <P*(*) =  ‘ Щ2h~
Ea membrul al doilea al formulei (2) să aplicăm o formulă de cauadra- 

tură cu nodurile simple a x> x3 şi nodul dublu a 2. Vom obţine o formulă 
de forma

•#3 Л'з

J ф(x)f"(x)dx =  B J ' 4 Ay) 4  B J " ( x 2) +  B3f ”(x3) +  5 Ф(а ) / {в)(а )^а  (15)
Д'1 Лу
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în care funcţia ù(x) coincide pe intervalele [хъ x2], [x2, x3], cu
funcţiile ф2(.г') care sínt soluţiile ecuaţiilor diferenţiale

Vii4i( )̂
x  — x x

2 }f- Ф.<4,(*) = X  - Л'з

2 h2 ( i e )

şi care verifică condiţiile la limită

Vi(*i) =  Ф!(*г) =  v"(% ) =  o
ф2(*2) =  Vi(^2). фг(*2) =  ФН*2). Фг'(*2) =  ФГ(*2) ( l 7)

ф2(*з) =  0 , ф2(*з) =  0 , фг'(*з) =  О
în formula (15), avem

в ! =  -  фГ(*х), =  фГ(*2) -  ф2 (хг), в з =  ф"(ж8) (18)
Soluţiile ecuaţiilor diferenţiale (16) care verifică condiţiile la limită 

(17) din nodurile xx şi x3 sínt

(s — Xi)ds X (* -  ■ 
3!

ф2М  = - ~  \  ^ r ~  {s -  ( i9)2nÂ J  o! oi
лз

unde X şi (л sínt constante oarecare.
Tinînd seama că

(* -  S? 
3 !

x\)ds s (s x3)ds (x -  H)b
5 !

ecuaţiile (14) se reduc la

21fi 5 J

I /  \ 1 ( x  — Ж,)5 ,w 2\x) = -----r -——^  +  И-

3 !

(X -  x a)3

2h* 3 !
(20)

Scriind că funcţiile â\{x), ф2(л') verifică condiţiile la limită (17) din 
nodul x2, avem ecuaţiile

1 (x 2 — x t )a  ̂  ̂ ( x 2

2 h2 3 !
1 (x3 -  х,У 

2h2 5 !

(xa-z x2y 
3 !

1 (-v2 A'l;i I  ̂_(*2 — *1
2/i2 4 ! 4 2 !

1 (x3 -  x 2f  (xa -  -V,)2
Í~" V*2 7,2 4 ! 2 !

1 (x,  -  ar j 3 ^  -  ,rx _  1_ (x3 - -  ж3)4 __ J X H f ä
2K‘ 3 \  1 ! 2h2 4 ! 1 !
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care, din cauză că x3 — xx =  x3 — x2l se reduc la

X -f- fr =  0, X — |A 1
12 ’

si vom avea deci

ecuaţiile (20) sínt prin urmare

Фг(*)

Фг (*) =

1 1
—  , fi. =  ,
24 24

J _  ( x  -  x j > ___ 1_ ( X  -  gţ)3

2A2 5 ! 24 3 !

J_ (* -  *з)5 I J_ (* —
2A2 5 1 ^  24 3 !

Observăm că mai putem scrie
( *  —  * l!

240A2
(ж — vd2----- h2

3
, ф,(ж) =

Y2V ’  240A2
(д;8 — х)'г ----- h2з

( 21)

(21')

de unde rezultă că funcţia ф(лг) este negativă pe intervalul (x1, x3). 
Formulele (18) arată că

B1 =  - ,  B% =  , B3 =  —
1 24 2 12 3 24

( 22)

Deoarece nodurile xlt x2, x3 sínt în progresie aritmetică cu raţia h,
avem

[%i, x2, x3 :/] . A3/(̂ i) 1 Г/ W  —  2 / Ы  +  / ( % ) ] (23)
2 I А2 2A2

O dată obţinute formulele (21), (22), (23), din formulele (2),(15) deducem

f(x3) -  2f(x3y +  f(Xl) =  ^  [f"(Xl) +  10/" (*2) +  /"(*,)] +  R. (24)

unde
*3

=  2h2^ { x ) f (6){x)dx (25)

Am obţinut astfel formula de derivare numerică (24), adică formula 
(1), utilizată de V. N. Fadeeva şi în care am precizat restul prin formula 
(25). Formula (24) are gradul de exactitate egal cu 5, deoarece am demon­
strat că funcţia ф(я) este negativă pe intervalul (xlt x3).

3  —  B a b e ş — B o ly a i:  M a th e m a t ic a - P h y s ic a  1/1966
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F ără  g reu ta te  se a ra tă  că

2  hfi $ ФМ dx = ifi
240

de u n d e rezu ltă  că  restu l R  se  m a i scrie su b  fo rm a

bfiR
240 / <6)Ш

u n d e Z,&(xlt x3). D ed u cem  ev a lu a rea  restu lu i

M 6 =  su p  ; /w ( * ) l240

(25'>

(26)
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ав я зь  ФОРМУЛЫ ЧИСЛЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ В. H. ФАДЕЕВОЙ 
С РАЗНОСТНЫМИ ОТНОШЕНИЯМИ 

( Р е з ю м е )

В работе устанавливается связь формулы численного дифференцирования (1) с 
формулой (2), дающей представление разностных отношений \_хх,х г,х3,/]  посредством 
определённого интеграла.

Применив к интегралу из формулы (2) формулу квадратуры с простыми узлами 
х3, хг, х3, получается формула (4) с коэффициентами (5) и остатком (6). График функции 
фв интервале [хг, х3] зависит от положения узла х2 по отношению к интервалу 
где узлы Ç, Ç' даны формулами (12). Функция ф сохраняет свой знак в интервале (дсх, х3), 
если х2£Е(*i > £] или х26Е ß ' ,  х3), однако изменяет свой знак, когда Gr ?. £')• Для
любого Х 2 =р *1+ *3

2
формула (4) имеет степень точности равную 4 .

Для х2 *1+ *г степень точности формулы (4) равна 5 и формула (4) становится
формулойН (1)В. Н. Фадеевой. В работе остаток формулы (1) выражается в виде опреде­
лённого интеграла и даётся его оценка при помощи неравенства (26).
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ХД R E L A T IO N  D E  LA FO R M U L E  D E  D É R IV A T IO N  N U M É R IQ U E  D E  V.N. FA D EEV A  
AVEC L E S  D IF F É R E N C E S  D IV IS É E S  

( Résumé)

L 'au teu r  é ta b lit  une re la tio n  en tre  la  form ule de d é riv a tio n  num érique  (1) e t  la  form ule (2) 
qui donne la  rep résen ta tio n  de la  différence divisée [xv  x 2, x 3 ; / ]  p a r  une  in tég ra le  définie.

E n  a p p liq u an t à  l ’in tég rale  de la  form ule (2) une  form ule de q u ad ra tu re  à  noeuds sim ples 
*j, x 3, x3, on o b tie n t la  form ule (4) avec les coefficients (5) e t le reste  (6). Le graph ique  d e là  fonc­
tio n  ф dans l ’in te rvalle  x v  x 3, dépend  de la  position  du  noeud х г p a r  ra p p o rt à  l 'in te rv a lle  [Ç, £ '], 
où  les noeuds Ç, Ç’ so n t donnés p a r  les form ules (12). L a  fonction  ф garde son signe dans l 'in ­
tervalle  (xv  x 3) si x2G: (*1 . 5] ou x ï  Gr [S ’ *3). m ais elle change de signe q uand  (Ç, ' ') .  Pour

to u t x 3 ?£
* 1  +  x 3

la  form ule (4) a  un  degré d 'e x ac titu d e  égal à  4.

Pour * 1 + *3
, le degré d 'e x ac titu d e  de la  form ule (4) e s t égal à  5 e t la  form ule

(4) dev ien t la  form ule (1) de V. N . F'adeeva. L ’a u te u r  m et le reste  de la  form ule (1) sous forme 
d 'in tég ra le  définie e t  donne son év a luation  p a r l’inégalité  (26).


