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RESTES DES FORMULES DE QUADRATURE 
DE GAUSS ET DE TUR/~N 

P a r  

D. V. IONESCU (Cluj, Roumanie) 
(Prdsentd par P. TURAN) 

P, TuRiN [3] a donn6 une belie extension de la formule de quadrature de Gauss 
en d6montrant qu'on peut d6terminer les noeuds x l ,  x2, ..., x,  et les coefficients 

p / �9 
C1, C2, ..., C,; C1, C2 . . . .  , C; ; C{', C~ . . . .  , C~' de telle mani~re que la formule 

b 

(1) J f ( x ) d x  C l f ( x l ) + C 2 f ( x 2 ) +  ... + C . f ( x . ) +  
ft 

i p P p p l 
+ e l f  ( x l ) +  c2U (x2)+ ... + C~,f ( x , )+  

C" r  ~ + " " . y  tx.)  + 1.1 ~ w C 2 f  ( x 2 ) + . . . + C  . . . . .  

soit v6rifi6e par un polynome quelconque du (4n - 1)-i6me degr6. 
Cette question est li6e ~t un probl6me de minimum. 
D. JACKSON [2] a d6montr6 qu'on peut d6terminer un polynome 

(2) o . (x )  = x" + 2, x"-  1 + 22 x"- 2 + . . .  + it. 

qui rend minimum l'int6grale 
b 

(3) f a~ 4 (x )  dx. 
a 

L e  polynome a).(x) est d6termin6 d'une mani6re unique par les 6quations 

b 

(4) f x ho~ (x) dx = o 

off h =0 ,  1, ..., n - 1  et l 'on prouve que les z6ros du polynome m.(x) sont r6els, 
distincts et compris entre a et b. 

Dans la formule (1) les noeuds x l ,  x2 . . . . .  x, sont les z6ros du polynome o),(x) 
et les coefficients C1, C2, ..., C,; Cx, C; ,  ..., C~; C[,  C~ . . . . .  C~' se calculent 
sans difficult6. 

Dans ce travail nous consid6rons la formule de quadrature de P. Tur~in avec 
le reste, c'est-h-dire la formule 

(5) 
b 

f f(x) dx = c l f ( x , )  + c2f(x2) + ... + c . f (x . )  + 
/ / ," t p / 

+ C a f  ( x l ) + C 2 f  (Xa)+ ... +C', , f  (x,,)+ 
i i  *'l It  i /  II Pl 

+ C x f  ( x l ) + C = f  ( x 2 ) + . . . + C , f  (x , , )+R, 

A c t a  M a t b e m a t i c a  A c a d e m l a e  $ c i e n t l a r u m  H u n g a r i c a e  i S ,  t 9 6 7  



284 D.v. iONESCU 

et en supposant que f ~  C4"[a, b], nous allons d6terminer le reste R,  en le mettant 
sous la forme d'une int6grale d6finie. 

Nous montrerons que le reste R s'obtiendra, d'une mani6re tr& simple, comme 
la repr6sentation de la diff6rence divis6e d'une fonction par  une int6grale d6finie. 

Le probl~me du reste de la formule (5) &ant une extension du probl~me du 
reste de la formule de quadrature de Gauss, dans le second paragraphe de ce travail 
nous donnons une m6thode pour &ablir le reste de la formule de Gauss comme la 
repr&entation de la diff&ence divis6e d'une fonction par  une int6grale d6finie. 
Ensuite dans le troisibme paragraphe nous donnons une extension de cette m6thode 
pour obtenir le reste de la formule de Tur~in. 

Mais ce travail d6bute par quelques consid6rations sur la repr6sentation des 
diff6rences divis&s d'une fonction par une int6grale d6finie, qui seront utiles pour 
oxprimer les restes des formules de quadrature de Gauss et de Tur~in. 

w 1. La repr6sentation des diff6renees divis6es par des int~grales d6finies 

La repr6sentation des diff6rences divis6es par  des int6grales d6finies, dans 
le cas des noeuds simples et aussi darts le cas des noeuds multiples, a 6t6 donn6e 
pour la premi6re fois, par L. TCHAKALOFF [4], et a 6t6 retrouv6e par  moi-m6me dans 
le travail [1]. Nous exposons dans ce paragraphe cette repr6sentation dans les cas 
des diff&ences divis6es 

(6) [a, xa, xa . . . .  , Xn, x . ,  b; f ]  
et 
(7) [a, x l ,  x , ,  xl ,  x l ,  ..., x , ,  x, ,  x , ,  x , ,  b; f ]  

n&essaires pour 6tablir les restes des formules de quadrature de Gauss et de Tur~in. 
Nous supposons que les noeuds x , ,  x2 . . . . .  x,  sont choisis de manibre que a < xl < 
<:x2 <. . .  < x , < b .  

1. Pour une fonction fE  C2"+~[a, bJ, on peut repr&enter la difference divisde 
(6), par une int6grale d~finie, de la mani~re suivante: 

Associons aux intervalles [a, x, ,] ,  [x~, x2] . . . . .  Ix,, b] les fonctions 9~, q~= . . . .  
.... ~p,+, solutions des ~quations diff~rentielles 

( 8 )  ~ 0 ~ 1 2 " + 1 )  ~--- 0 ,  ~ 0 ( 2  2 n + l )  ---~ 0 ,  . . . ,  Wn+l"n(2n'v 1 )  ~-~ 0 ,  

On a alors 

X l  X 2  b 

f = f . . . .  = o. 
a x i  xn 

El1 appliquant ~t chaque int6grale la formule g6n6ralis6e d'int6gration par  parties, 
on obtient 

(9) 
x l  

[q~2,)f_ q~2n-,)f ,  + . . .  + (_  1)2,qh f(2,)]~,, = f qhf(2,+,)  dx, 
a 

�9 , , , . , . . . . . . . . .  , , . . , ~  

�9 . , . . , . . , ~ . , , . . , , , . . . ,  
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In t roduisons  des condit ions aux limites 
(10) 

~Ox(a) = 0, q~(a)  = 0 . . . . .  ~o~2"-2)(a) = 0, ~ol2"- l) (a) = 0, 

, , ... ,~(zz"-2) (x ~ ,~(2.-2)r x 
~ 0 2 ( X I )  = ~ 0 1 ( X 1 ) ,  ~ 0 2 ( X 1 )  - -  ~ 0 1 ( X l ) ,  , b ~" l J  = "P'I I, 1 / ,  

~On+l (Xn  ) .~- ~On(Xn), q ) n +  1 ( X n )  z =  ~Otn(Xn), "'" , "~'n+rt~(2n-2)[~'~l ~.~n.t = ~ 9 ( 2 n - 2 ) ( X n ) ,  
t ~o,+l(b ) = 0, ~o,+l(b ) = 0, ... , ~-,+l"~(2"-2)rl'~'J = 0, -~n+l"(2"-~)r~v'j = 0 

et supposons  que le syst6me d '6quat ions (8) ait une solution avec les condi t ions  (10). 
Dans cecas ,  en ajoutant  membre  ~ membre  les 6quations (9), on obt ient  

(11) - ~p~2,)(a)f(a) + [q~Z") (x  1) ~0~ 2") ( x O ] f ( x O  + . . .  - [q~(2,) (x , )  _ ~,,"(2")+ ~ (x,)] f ( x , )  + 

+ q~(.~ (b) f (b)  + [~0[ z"-~ '  (x,)  ~0 ~2,- 1, ( x 0 ] f '  ( x 0  + . . .  + 
b 

I ' ~  ( 2 n  - 1 ) 
- - [ ' ~ n + l  ( X n )  q ~ ( . Z " - l ) ( X . ) ] f ' ( x . )  = (~Pf  (2"+l) dx  

g 

off la fonct ion q~ coincide avec les fonct ions ~o~ . . . .  , q~,+ ~ sur les intervalles [a, Xa] . . . . .  
Ix,, b]. 

Nous  allons d6montrer  que la formule  (11) conduit  ~ la repr6sentat ion de la 
diff6rence divis6e (6) pa r  une int6grale d6finie. 

2. I1 est 6vident que les fonctions 

( x -  a)~" 
(12) q~ ----- ;to (2n)! ' 

( x -  a)~" ( x -  x0  ~" (x Xl) ~"- 

. . . . . . . . . . . .  , . . . . .  , . . . .  o 

(x x,)~.-~ ~ O n + l  = 2 0  ( X  a )  2 n  ~ _ 2 1  ( X  X l )  2 n  ~ - l l l  " ~  . . .  31- 

(2n)! (2n)! ( 2 n -  1)! 

_ ( x  - x . )  2" ( x  - x . ) ~ " -  

+ z .  ~ +/~,  ( 2 n - - I !  

satisfont aux ~quations diff6rentielles (8) et aux condit ions aux limites relatives aux 
noeuds x~, Xz, ..., x ,  quelles que soient les constantes  2o, 2a . . . . .  2. et /~a,  Pz, . . . , /~,.  

En 6crivant que les conditions aux limites au point  b sont 6galement  satisfaites, 
nous  avons le syst~me de 2n 6quations 

(13) 2o(b a) + 2 a ( b - x 0  + . . . + 2 , ( b , - x , )  + [ p ~ + . . . + # , ] = 0 ,  

2 o ( b - a )  z + 2 a ( b  x~) 2 + . . . + 2 , ( b , - x . )  2 + 2  [ p , ( b - x O + . . . +  

+ r e ( b -  x.)] = 0, 
�9 �9 ~ �9 . �9 �9 �9 �9 o . �9 . �9 �9 . . . .  . . . . ~ �9 

2 o ( b -  a) 2" + 2~ ( b -  xx) 2" + . . .  + 2 , ( b , -  x,)  2" + 2n[p~ ( b -  x~) 2"- x + . . .  + 

+ ~ . ( b - x . ) ~ . - q  = 0 

pour  d~terminer les 2 n +  1 inconnues 2o, 2~ . . . .  , 2 .  et p~, p2 . . . . .  # , .  
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En introduisant encore une inconnue auxiliaire 2.+~ par  l '6quation 

2o+2~ + . . .  + 2 . + 2 . + 1 - 0 ,  

on  d6montre facilement que le systSme (13) se r6duit au syst~me de 2n 4- 1 ~quations 

(14) 2o +2~ + ... + 2 ,  +2 ,+1  = 0, 

).oa + 2 ~ x ~ - I ~ x  7-. . .  4 - 2 , X , - l a .  + 2 , + 1 b  = 0, 

J.o a2 + 2 1 x ~ - 2 p l x l  ~-... + 2 , x ,  2 - 2 p . x .  +).n+l b2 = 0, 
. . . . . .  , . . . . . . . . . . . . . . .  

2o a s" + 21~1~2" _ 2-,,,t~1 ~1"~2"- 1 + ... 4_2,x2, 2np, x2 , -2  + 2 , +  1 b5, = O. 

La matrice des coefficients de ce syst~me en 2o, 2a, - P 2  . . . . .  2, ,  - p , ,  2,+~ 
est du rang 2n ~- 1. En d6signant par  Do, Da,  D~, ..., D , ,  D ' ,  D,+ ~ les d6terminants 
des matrices qu 'on  obtient de la matrice du syst6me (14) en supprimant  la premi6re 
colonne, la seconde colonne . . . . .  la derni~re colonne, nous avons 

(15) 20 22 - P l  2 2  - - l f / Z  2 n  - - f i n  2 n + l  
- - , - - , = . . . - - - - = - - =  = H ,  

�9 D o  - - D 1  D a  - D 2  D 2  D ,  D ~  D , +  1 

off H est encore une constante quelconque. 
Les constantes 2o, 2a, ..., 2,+ 1, #~, P2 . . . . .  p ,  6tant d~termin6es, les fonctions 

q~, ~02 . . . . .  ~0,+ a sont parfai tement d6termin6es et, par  suite, la formule (11) est 
valable. I1 nous reste/t  lui donner  sa forme d6finitive. 

Nous  avons 

(16) ~o~ 2") -- 20, ~o~ 2"-1) = 2 o ( x - a ) ,  

(P2 (2n) = ) ~ 0 + ) ~ 1 ,  (02 ~2n-1) = 2 o ( x - - a ) + 2 1 ( x - - x l ) + l h ,  
�9 , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

,,,(2,-1~ 2 o ( x _ a ) +  2 t ( x _ x x ) + l ~  2 + ,e,+'~(2")1 = 2o+2~  + ... + 2 , ,  , r ,+l  = 

~-... + 2 . ( x - x . )  +/a. 
et la formule (11) devient 

(17) - 2 o f ( a ) -  21f(xa) - . . .  - 2,f(x,,) - 2,+ ~f(b) + l q f "  (xO + . . .  + p , f ' ( x , )  = 
b 

= f q ) f ( ~ " + ' d x .  
a 

En rempla~ant les constantes 20, 2a . . . . .  2,+~, #2, ..., P, de la formule (17) 
par  leur expressions d6duites des formules (15), on voit que la formule (17) se 
r6duit 

1 I 0 . . .  1 0 1 

a x I [ ... x .  1 b 

a 2 x~ 2x t ... x2, 2x, b 2 
(18) H .  

. . .  

a 2" x21" 2nx~" - l . . .  x.2" 2nx.2.-t b2. 

f (a)  f(x~) f ' ( x , )  . . . f ( x . )  f ' ( x , )  f ( b )  
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On sait que la diff6rence divis6e (6) est d6finie par la formule 

or 

[a, x l ,  x l ,  . . . .  x . ,  x . ,  b ; f ]  = g -1  

V = V(a,  xa ,  x 1 , . . . ,  x . ,  x , ,  b) = 

Alors, en choisissant 
(19) 

1 

1 

0 

1 

1 a 

1 xx 

0 1 

1 

a 

X 1 

1 

b 

a 2 . . .  a 2n 

2 x l  ... 2nx~ ~- 1 

b b z ... b 2n 

a 2 . . .  a 2n 

. . .  

2 x l  ... 2nx  2~-1 

b 2 ... b 2~ 

H =  1/V(a,  x l ,  x l  , . . . ,  x , ,  x , ,  b), 

f ( a )  

f ( x O  

f ' ( x O  

f ( b )  

a2n+ 1 

X21 n + 1 

(2n + 1)x 2" 

b2n+ 1 

le premier membre de la formule (18) se r6duit ~t la diff6rence divis6e (6) et, par suite, 
n o u s  a v o n s  le 

TH~ORi~ME 1. Lorsque  f E C 2 " + l ~ ,  b], on a la reprdsentation 

b 

(20) [a, x 1 , x t  , . . . ,  x , ,  x , ,  b; f ]  = j"  q~f(2"+ O dx,  
a 

o5 la fonc t ion  q~ est d~terminge par  les gquations dif f&entielles (8), par  les conditions 
aux  limites (10) et p a r  la f o r mu l e  (19). 

3. Nous avons obtenu plusieurs th6or6mes concernant la formule (17) et la 
fonction q~. 

THI~ORi~ME 2. On a 

(21) 20 +21 + ... + 2 r ~ 0  
pour  r = O, 1, . . . ,  n. 

Pour r = 0  le th6or~me est 6vident, parce que, d'apr~s les formules (15) et (19), 
nous avons 

V ( x l ,  x l ,  . . . ,  x~, x , ,  b) 
2o = HDo  = V(a,  x , ,  x i ,  . . . ,  x , ,  x , ,  b) ~ O. 

Le th6or~me est encore 6vident pour r = n  parce que, d'apr}s la premiere 
6quation (14) et les formules (15), (19), nous avons 

V ( a ,  x 1 ,  x l  , . . . ,  x n ,  x n )  
= - r i D . + 1  = o. 
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I1 nous reste it d6montrer  le th6orbme p o u r  r =  1, 2, ..., n - 1 .  Dans  ce but  
introduisons le po lynome  d ' in terpola t ion  h(x; r )=h(x )  d6termin6 par  les condit ions 

h(a) = 1, h(xl)  = 1, ..., h(x,) = 1, h(x,+l) = 0  . . . .  , h(x,) = 0 ,  

h'(x1)~-O , ..., h ' ( x r ) = 0  , h ' ( X r + l ) = 0 ,  ..., h'(xn)-~O. 

On voit  faci lement pa r  le th6or~me de Rolle que la d6riv6e h'(x) a n -  1 z6ros 
rdels et distincts darts les intervaUes (a, x 0 ,  ..., (x,_ x, x~), (x,+ a, x,+2) . . . . .  (x ,_ ~, x,)  
et qu'eUe a aussi les z6ros x~, . . ,  x~, x~+~ . . . .  , x , .  D o n c  h'(x) a 2 n -  1 z6ros r6els 
et distincts. En  tenant  compte  du fait que h(a)= 1, h ( x , )=0 ,  on conclue que le 
polynome h(x) est effectivement du degrd 2n. I1 r6sulte de ce f a r  que h(b)~  O. En 
rempla~ant  dans la formule  (17) la f o n c t i o n f p a r  le po lynome  h, nous d6duisons que 

2 o + 2 1  + . . .  +2~ = - 2 , + l h ( b ) ~ 0  

et, par  suite, le tMor6me  2 est d6montr6.  

Tn~O~ME 3. La ddrivde ~o (2"-2) a 2(n - 1) zdros au plus sur l'intervalle (a, b). 

En effet, d 'apr6s  les formules  (12)2et les condit ions aux limites (10) an po in t  b, 
les d6riv6es ~0} 2"-1), -r,+l"~(z"-2~ n 'on t  pas de z6ros sur les intervaUes (a, xl], [x,,  b). 
D ' au t r e  par t  les d6riv6es qr . . . . .  q~C2,-2) sont des po lynomes  du second degr6 
dont  les coefficients de x z sont �89  . . . , � 8 9  et, d 'apr6s  
le th6or~me 2, ils sont diff6rents de z6ro. I1 en r6sulte que ~o (2"- 2) a 2 z~ros au  plus 
sur l ' intervalle (x l ,  x2] . . . . .  q~(2,-2) a 2 z6ros au plus sur l ' intervalle (x,_ 1, x,) e t ,pa r  
suite, la d6riv6e q~(2,,-2) a 2(n - 1) z6ros au plus sur l ' intervalle (a, b) 

TH~O~MF~ 4. La fonction ~o ne s'annule pas sur l'intervalle (a, b). 

Pour  d6montrer  ce th6or~me, supposons  le contraire,  ce qui veut dire que q~ 
s 'annule  en un point  ~ au moins  de l ' intervaUe (a, b). La  fonct ion q0 ainsi que ses 
d6riv6es q~', .... q~(~,-2) 6tant continues sur l ' intervaUe [a, b] (cf. (10)), nous pouvons  
appl iquer  successivement le th6orbme de Rolle. Nous  en tirons alors que q / a  deux 
z6ros sur l ' intervalle (a, b), ... et que ~0 (2"-2) a 2n - 1 z6ros sur l ' intervalle (a, b). 
Mais  cela est impossible  parce qu ' on  est en contradic t ion avec le th6or~me 3. Donc  
la fonct ion ~o ne s 'annule  pas sur l ' intervalle (a, b). 

THt~OR~MB 5, On a 
b 

1 
(22) j q~ (x) dx = 

. (2n + 1)t 

et, par sutte, la fonction ~o est positive sur l'intervalle (a, b). 

En effet en remplacant  dans la formule  (20) la f o n c t i o n f  par  x 2"+ 1, le p remier  
membre  de la formule  est 6gal it 1, tandis que le second membre  est 6gal it 

b 

( 2 n + l ) !  f q ~ d x .  Nous  obtenons  ainsi la fo rmule  (22), et en tenant  compte  du 
a 

fh6or6me 4, nous d6duisons que la fonct ion q~ est posit ive sur l ' intervalle (a, b). 
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4. Une d6monstration analogue conduit ~ la repr6sentation 

b 

(23)  [a, x i ,  x l ,  x I ,  x 1 . . . . .  Xn ,  Xn ,  X n ,  Xn ,  b ; f ]  = f ~ p f ( 4 n + ' d x  
a 

lorsque fE C 4"+ l[a, b]. 
OI1 d~montre aussi que la fonction q~ est positive sur HntervaUe (a, b) et qu'on a 

b 

(24) f 9 (x) dx - 1 
(4n + 1) ! " a 

w 2. Le reste de la formule de quadrature de Gauss 

5. On sait qu'on peut d6terminer les noeuds xa, x2 . . . . .  x, et les coefficients 
C1, C2 . . . .  , C. de telle mani6re que la formule 

b 

(25) f fax 
a 

= c , f ( x , )  + c2f(x2)  + . . .  + c . f ( x . )  

soit v6rifi6e par un polynome quelconque du (2n - 1)&me degr6. 
Les noeuds x l ,  x2 . . . . .  x .  sont les z6ros du polynome de Legendre, associ~ 

fi l'intervalle [a, b] et l'on a les identit~s 
b 

(26) C1 + C2 +. . .  + (7, = f dx ,  
a 

b 

clx  +C2x2 +. . .+C.x.  = f xaxl 
a 

b 

C I X 2 1  n - 1  - -  C x 2 n - I  2 n - 1  f d x  -r 2 2 + ... + C,  x,  = x2,,- 1 
a 

6. Consid6rons la formule (20) du w 1 et remplagons f par la fonction 
gC C2n+l[a, b] 

b 

(27)  [a, x a ,  x 1 . . . . .  Xn, x . ,  b ;  g]  = f q~g(2n+ J) d x  
a 

et 6crivons-la sous la forme 

. . ,  b t t ~ (28) A o g ( a ) + A l g ( x a ) +  + A . g ( x n ) + A n + l g (  ) + A l g  ( x l ) +  +A'g' (Xn)  = 

b 

= f q)g (2n+l)dX, 
a 
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off les coefficients Aa, A 2  . . . .  , A.  sont  donnds  n o t a m m e n t  pa r  les formules,  avec 
V =  V(a. x,  . x . . . . .  , x , ,  x . ,  b), 

(29) A 1 = V-  1 

1 a a 2 , . .  a 2n 

0 1 2 x l . . . 2 n x ~  "- I  

1 x= x~ . . .  x~" 

0 1 2x2 ... 2nx~ "- I  

. , ,  

1 b b 2 . . .  b 2n 

�9 , . . . . . .  . ; . . 

N o u s  avons  le 

Tn~ORi~ME I. Si dans la formule (28) les noeuds x~, x2, ..., x ,  sont les zdros 
du polynome de Legendre associd ~t l'intervalle [a, b] les coefficients A1, A2, ..., A ,  
sont nuls. 

I1 suffit de faire ddmons t r a t ion  pou r  le coefficient A 1 . 

Nous  pouvons  6crile le coefficient A~, donn6 par  la  fo rmule  (29), sous la  fo rme  

- 1  0 ... 0 1 ... 1 1 

- a  1 ... 1 x 2 ... x .  b 

A1 = K1 - - a  2 2x l  ... 2x .  x~ ... x .  = b 2 
: ; : : : : 

I - a  2. 2 n x ~ . - 1 . . . 2 n x f f  -1 xZ~"...x2~" b2. 

off K1 est un  cer ta in  coefficient. 

On peu t  encore 6crire A1 sous la fo rme 

A1 = (2n)!/s 

0 
b 

a 

b 

fxax 
a 

b 

f x2. ldx 
a 

. , .  0 

~176  1 

1 ...  1 1 

x 2 ... x .  b 

x~ x~ b 2 
x l  ... x, - 2 - " "  2 2 

x~" x~" b 2" 
x ~ " ' l " "  x~" - I  2-n""  2n 2n 

et il rdsulte imm6dia tement ,  d 'apr~s  les identi tds (26), que A1 = 0 .  Le thdor~me I 
est ainsi d6montrd.  
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7. Cela &ant, remplaqons dans la formule (28) les noeuds x l ,  x2, ..., x, par 
les z6ros du polynome du Legendre associ6 ~t l'intervalle [a, b ] e t  calcuIons tous 
les coefficients A~, A~. Nous avons, d'apr6s le th6or6me 1, 

A 1 = A  2 . . . . .  A,=O. 

En dcrivant que la formule (28) est vdrifide par g = 1, nous avons 

(30) Ao +A,+x = 0  (A,+ a # 0 )  

et, par suite, nous pouvons 6crire la formule (28) sous la fo rme  

(31) A,,+ 1 [g(b) - g(a)] + A~ g' (xt) + A'2g' (x2) +.. .  + A',g" (x,) = 

= f (x)g,2.+. (x) ax 

off les coefficients A,+ 1, A~, A'2, ..., A', et la fonction q~(x) correspond h la formule 
(27) relative aux z6ros x l ,  x2 . . . . .  x, du polynome de Legendre associ6 ~t l'intervalle 
[a, b]. 

En posant 
(32) g'(x) =f (x )  

nous d6duisons la formule de quadrature de Gauss 

(33) 

b 

f f (x )  dx B l f ( x l )  + Bzf(x2) +. . .  + B, f(x , )  q- R, 
a 

avec les coefficients 

(34) B t -- 

et avec le reste 

(35) 

p t t AI Az A, 
A .+I '  B2 = -  A.+I B n - -  A,~+I 

b 

R - A, + 1 q~ ( x ) f  (2")(x) dx. 

Ainsi nous avons obtenu le 

TH~O~ME II. La formule de quadrature de Gauss (33) se ddduit de la formule 
(27) ou (28), en posant g ' (x)=f(x)  et en remplaeant les noeuds x t ,  x2, �9 .... x, par 
les z&os du polynome de Legendre associd d l'intervalle [a, b]. Son reste est donnd 
par la formule (35). 

II est remarquable qu'en introduisant le p01ynome 

(36) COn(X) = (X-- Xl)(X--  Xg  ... (X-- X.) 
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et en remplacant dans la formule (33) la fonction f par COn z (X) nous avons, d'apr6s 
la formule (22), 

b 

-- (2n + 1) f co2. (x) dx 
An+ 1 a 

et l'int6grale du second membre a une interpr6tation int6ressante. 
Si l 'on envisage l'int6grale d6finie 

b 

f (x) dx 
a 

off r c , ( x ) = x " + 2 , x " - ! + . . . + 2 ,  est un polynome qui d6pend des param&res 
2~, 22, ..., 2,, son minimum est atteint lorsque G(x) est le polynome de Legendre 
associ6 ~t l'intervalle [a, b]. 

w 3. Le reste de la formule de quadrature de Tur~in 

8. TUR~_N a d6montr6 qu'on peut d6terminer les noeuds xa, x2 . . . .  , x, et les 
tt  H 

coefficients C~ . . . .  , C,; C'~, ..., C',; Ca, ..., C, de telle mani6re que la formule 

b 

(37) f :(x) ax 
a 

= G f ( x O  + c 2 f ( x 2 )  + . . .  + c . f ( x . )  + 

+ C'1 f"  (xl) + Ci f "  (x2) +. . .  + C'~f" (x,) + 

t/ it t,, /t 
+ C , f  (x,)  + C z f  (x2) +. . .  + C'~'f'(x,) 

soit v6rifi6e par un polynome quelconque du ( 4 n -  1)-~me degr6. 
Les noeuds x l ,  x2, ..., x, sont les z6ros du polynome co,(x) qui rend minimum 

l'int6grale d6finie (3), et l 'on a l e s  identit6s 

b 

(38) J d x : ~  C I - t - C z + . . . + C , ,  
a 

b 

f x d x  = C l x l  +C2x2 + ... +CnX,+C'I(Xl)" +C~(x2)'+ ... +C'.(X,)', 
el 

b 

f 2 / t 2 t  x Z  d x  C l X 2  2 c _ C 2 x 2  Jf_ _ ~ _ C n x n _ ~  C 1 2 t ," 2 ," = (xO +C2(x2) + . . . . . .  + C . ( x . )  + 
a 

l t . - a , l )  T ' , - . , 2 k X 2 ]  7 -  . . . . .  n , . . ~ n l  

b 

f x *n- J dx 1 • r', ,~,- 1 4,- Ca X ~  n -  T,~2x2 + . . . + C . x .  + G ( x ~ " - l ) "  + c ' z ( x ~ " - 7  - 
a 

+ . + ' 4 . -  .. G ( x .  1)'+c';(x'~n-~)"+c":x4n-'v'+..=, 2 , .+C.(x." *"- ' ) . "  
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9. Consid6rons la formule (23) du w 1, pour  la fonction gEC4"+l[a, b], 

b 

(39) [a, x l ,  x l ,  x l ,  xl . . . .  , x . ,  x . ,  x . ,  x . ,  b; g] = f ~og (4"+ 1) dx 
a 

et 6crivons-la sous la forme 

(4o) Aog(a) + Az g (x l )  + A2g(x2) + . . .  + Ang(Xn) + An+ 1 +g(b) + 

+A~g ' ( x l )+A ' zg ' ( x2 )  + " , �9 .. +Ang (Xn)+ 

--" " ' x  " + + A ~ g " ( x O + A ~ g " ( x 2 ) +  ... + A , g  t n) 
b 

+ A' l"g ' (x l )  + A~'g"(x2) + . . .  + A:'g"(x, ,)  = f 9g (4n+ 1) dx 
a 

p . . . ~  tt off les coefficients Ao, A 1 , . . . , A , + j ; A ~ , . . . , A , , A ' ; ,  A , ;  A'~",...,A~" sont 
tous bien d6termin6s. En particulier les coefficients A~, A2, ..., A, sont donn6s par  
les formules 

(41) A1 : V-I (a ,  x l ,  x l ,  x l ,  x l ,  ..., x , ,  x , ,  x , ,  x , ,  b). 

1 a a 2 a 3 . . .  a 4n  

0 (X 3 '  (Xl~) ' (Xl~) ' . . .  (x~'n)' 

0 0 (X~)" (X~)" ...  (X~")" 

0 0 0 ( X ~ ) ' . . . ( X p ) "  

1 X~ X~ X~ ...  x~"  

1 b b z b 3 ... b 4n 

THI~OREME III.  Si dans la formule (40) on remplace les noeuds x l ,  x2 . . . . .  X n  

par les zdros du polynorne oo,(x) qui rend minimum l'intdgrale (3) et qui est ddterminde 
d'une manikre unique par les dquations (4), alors les coefficients A1, A2 , ..., A ,  sont nuls. 

11 suffit de faire la d6monstration pour  le coefficient A1. D'apr6s la formule 
(41), nous pouvons 6crire le coefficient A 1 sous la forme 

A I = K  

- 1  o . . . o ~  o . . . o  

- - a  @1)'  - . . ( x . ) '  0 .. .  o 

- a  ~ (x~)'  . . .  (x~)'  (x~)" ...  (x.~) " 

- a  3 (x~)" ...  (x.~) ' (x~)" ...  (x.~) " 

- a *  (x~')' . . .  (x.')' (x ; )"  .. .  (x.')" 
: : : : : 

- a * '  ( x y ) ' . . .  (x.'")' ( x y ) " . . .  (x.'")" 

0 . . . 0  1 . . .1  1 

0 ... 0 x 2  ... x .  b 

0 ... 0 x~ x ~  b 2 

(x~) ~ . . . (x~)"  x~ ... x~ b 3 

(x~)"  ... (x~)"  x~ ... x~ b" 

(x~")" ... ( x 2 ) "  x p  ... x 2  b'" 
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off K est une certaine constante .  On peu t  encore &f i r e  ce coefficient sous la  fo rme  

0 0 . . . 0  
b 

f dx 1 . . .1 
cl 

b 

f x dx x 1 ... x ,  

�9 f x  ~dx x~ ...x~ 

b 

f x~ ax x~ ... x~ 

A1 = (4n)! K 

0 . . . 0  0 . . . 0  1 ... 1 1 

0 ,.. 0 0 ... 0 x2 ... x .  b 

(Xl) '  ... (x,) '  0 0 xZ- x2 b2 
"'" 2 "'" 2 2 

b 3 (x~)" (x,~) ' (x~)" ... (x.~) " x'~ ~"~ 
"'" 3 "'" 3 3 

(x~)' (x a), (xa) .  ... (x3),, x ~  x~ b 4 
"" 4 "" 4 4 

a 

. . . . .  �9 . . . . . . . .  �9 . . . . .  ~ ~ �9 ~ o ~ 

, t t  x 4 n  x 4 n  b4n 
a , .4n-  1 dx ~ 4 n -  1 ~ 4 n -  1 1 " ~ 4 n -  1 ~P ( a , . 4 n -  1~ g x 4 n -  1~ t ' v 4 n -  1 V  t 2 n 
. . . .  I . . . .  n ,'~'1 , " "  , "~ .  , , I ) " "  k'a'n ) "~-n " ' "  "~[~" n 

a 

et l ' on  voit  imm6dia tement ,  d ' a p r &  les iden t i t& (38), que A 1 = 0 .  
Le th6orbme I I I  est d6montr& 

10. Cela  6tant,  rempla~ons  dans  la  formule  (40) les noeuds  x l ,  x2 . . . .  , x .  
p a r  les z6ros du  p o l y n o m e  co,(x) qui  rend m i n i m u m  l ' int6grale (3), et ca lculons  
t o u s l e s  coefficients & ,  A~, A[ ,  A[' .  Nous  avons,  d 'apr~s  le th6or~me III ,  

A1 =A2 . . . . .  A , = 0  

et la  fo rmule  (40) &an t  vSrifi6e pa r  g(x) = 1, nous avons de plus  

Ao + A , + I  = 0  (A ,+I  ~ 0 ) .  

La  fo rmule  (40), darts laquelle  nous  posons  g ' (x )=f (x) ,  devient  la  formule  

= c l f ( x l ) +  c 2 f ( x 2 ) +  ... + c , f ( x , ) +  

+ C'lf" (xl) + C i f '  (x2) + . . .  + c ' , f '  (Xn) + 

+ Ci' f"(XO + C~f"(X2) + . . .  + C j f " ( x . )  + R 

de Turgn,  avec son reste 
b 

(42) f f(x) dx 

off 
p 

A1 
(43) C1 = - A , + I '  

c; = Ai" 
A n + l  ' 

A; A" 
C 2 -  . . . ,  C , -  

An+I ' An+I 

, A'~ . . . ,  c , -  .4, 
C2 - An+I ' A,+I 

,, a ;  ...,  c ' : -  A~" 
C 2 -  A , + I '  A.+I 

. A7 
C 1 --  - A n + l ,  

Acla: ~a:be,'::trtica AcadcHzla:c Sclentiarz~/n H1/:zga~:cac .rS, I967 



RESTES DES FORMULES DE QUADRATURE DE GAUSS ET DE TURAN 296 

et 
b 1/ 

(44) R = A,+~--~- q~ (x) f  (4")(x) dx. 

Ainsi nous avons le 

TH~OR~ME IV. La formule de quadrature de Turin (42) se ddduit de la formule 
(39) ou (40) en posant g ' ( x )= f (x )  et en remplar les noeudg x l ,  x2, ..., Xn par les 
zdros du polynome o9,(x) qui rend minimum l'intdgrale ddfinie (3). Son reste est donnd 
par la formule (44). 

I1 est int6ressant de donner la signification du coefficient 1/A,+ ~ de l'int6grale 
intervenant dans la formule (44) donnant le reste de la formule de Tur~in. On peut 
~crire 

~o.(x) = ( x -  x 3  (x - Xe) . . . (x -  x.) 

et en posant dans la formule (42) f =  o94(x), nous aurons, d'apr~s la formule (24), 

b 
I 

- (4n+ 1)J~o~(x)dx.  (45) A. + 1 a 

Ainsi le facteur 1/A,+ ~ diff~re par le facteur 4n + 1 du minimum de l'int6grale 
(3) donn6 par le polynome dont les coefficients sont d6termin6s d'une mani~re 
unique par les 6quations (4). 

11. II va de soi que les consid6rations pr6c6dentes s'appliquent pour d6terminer 
les restes de toutes les formules de Turfin: 

b 2 K  

f S(x)dx = Z ct",s,",(x,)+ R, 
a i = 1  k = 0  

o4 K = 2 ,  3, . . . .  
Nous 6tudierons dans un autre travail, certaines extensions de la formule de Turin .  
Les r6sultats de ce travail ont 6t6 communiqu6s au ,,Colloque sur la th6orie 

des fonctions convexes avec des applications au calcul num6rique", organis6 par 
l'Institut de Caleul de l'Acad, de la R. S. Romania, Cluj 1--5 Juillet 1965. 

(Recu le 21 juin 1966.) 
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