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RESTES DES FORMULES DE QUADRATURE
DE GAUSS ET DE TURAN
Par

D. V. IONESCU (Cluj, Roumanie)
(Présenté par P. TURAN)

P. TURAN [3] a donné une belle extension de la formule de quadrature de Gauss
en démontrant gu'on peut déterminer les noeuds x;, x,, ..., x, et les coefficients
C,,Cy,..,C,; C1,Ch, ..., Cr; C,Ch, ..., C de telle maniére que la formule

(1) J 16 dx = €ufe) + Caf(ea) + o+ Cuf) +
+ CLf )+ Caf (ka) 4 oo+ Cof () +
+ CLf )+ G (x2) + e+ Cif ()

soit vérifiée par un polynome quelconque du (4n — 1)-iéme degré.
Cette question est lie & un probléme de minimum.
D. JAcCksoN [2] a démontré qu’on peut déterminer un polynome

Q) @,(x) = X"+ A x" L+ A, x5 24+ 4,
qui rend minimum lintégrale

. b

3) [ oty ax.

Le polynome w,(x) est déterminé d’une mani¢re unique par les équations

b

@ [ *03dx =0

a

ou h=0,1,...,n—1 et Pon prouve que les zéros du polynome ,(x) sont réels,
distincts et compris entre g et b.

Dans la formule (1) les noeuds x,, x5, ..., x, sont les zéros du polynome ®,(x)
et les coefficients C;,C,,...,C,; Ci,C5,...,Ch; C{,C3,...,C, se calculent
sans difficulté.

Dans ce travail nous considérons la formule de quadrature de P. Turdn avec
le reste, c’est-a-dire la formule

b
®) J 79 dx = €, f(x) +CofGx) + oo + Cufx) +
’ + CLF () + Cof (k) oo+ Cof (i) +
+ CUf G+ Cof ")+ oo+ Cuf " (5) + R,
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et en supposant que f¢€C4’a, b], nous allons déterminer le reste R, en le mettant
sous la forme d'une intégrale définie.

Nous montrerons que le reste R s’obtiendra, d’une maniére trés simple, comme
la représentation de la différence divisée d’une fonction par une intégrale définie.

Le probléme du reste de la formule (5) étant une extension du probléme du
reste de la formule de quadrature de Gauss, dans le second paragraphe de ce travail
nous donnons une méthode pour établir le reste de la formule de Gauss comme la
représentation de la différence divisée d’une fonction par une intégrale définie.
Ensuite dans le troisi¢éme paragraphe nous donnons une extension de cette méthode
pour obtenir le reste de la formule de Turdn.

Mais ce travail débute par quelques considérations sur la représentation des
différences divisées d’une fonction par une intégrale définie, qui seront utiles pour
axprimer les restes des formules de quadrature de Gauss et de Turdn.

§ 1. La représentation des différences divisées par des intégrales définies

La représentation des différences divisées par des intégrales définies, dans
le cas des noeuds simples et aussi dans le cas des noeuds multiples, a été donnée
pour la prémicre fois, par L. TCHAKALOFF [4], et a été retrouvée par moi-méme dans
le travail [1]. Nous exposons dans ce paragraphe cette représentation dans les cas
des différences divisées

6) [a, x5 X1, oy Xyy Xy, B3 1
et
(7) [a:xlaxlaxlyxla~--9xnaxn:xn:xn7 b;f]

nécessaires pour établir les restes des formules de quadrature de Gauss et de Turdn.
Nous supposons que les noeuds xy, x5, ..., X, sont choisis de maniére que a<x, <
<Xy <..<X,<Db.

1. Pour une fonction [f€C?2#+1]g, b], on peut représenter la difference divisée
(6), par une intégrale définie, de la maniére suivante:

Associons aux intervallqs [a, X S [xl,‘xz], «res [X%, b] les fonctions ¢,,@,, ...
v.es @nyq SOlutions des équations différentielles

® PR =0, ¢frh =0,..., @D =0,
On a alors
b

X1 - X2
f(pﬁz"“)fdx = fgoé““’fdx = .. = f(p,f’i”f”fdx:: 0.
a X1

Xn

En appliguant a chaque intégrale la formule généralisée d’intégration par parties,
on obtient

X1

© [P =@ Df oo 4 (= D20 O = [ gy fer v,

a
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Introduisons des conditions aux limites

(10)
¢1(a) =0, ¢3(a) =0, ws @@ =0, ¢ V(@) =0,

‘Pz(xl) = (01(3‘1), P3(x1) = @1(x1)s ..., <P(2"_2)(x ) = (2"—2)(9‘71)

(pn+1(xn) = (pn(xn) ¢;+1(xn) = (p:l(xn)9 vty (pr(lznl 2 (xn) = qD(anZ) (xn)
@n+1(b) =0, Pnr1(b) =0, s ORTPB) =0, oV () =0

et supposons que le systéme d’équations (8) ait une solution avec les conditions (10).
Dans ce cas, en ajoutant membre a4 membre les équations (9), on obtient

(1) =P (@f @)+ (x1)) — £” )l f(x) + ... +[027 (x,) — 0 (e () +
+o N OB+ eV () — " P ()1 KD+ - +

HIpET D () — oD (LS (o) = [0 dx

ol la fonction ¢ coincide avec les fonctions ¢4, ..., ¢,+( sur les intervalles [a, x,], ...,
[x,, B
Nous allons démontrer que la formule (11) conduit a la représentation de la
différence divisée (6) par une intégrale définie.

2. 1l est évident que les fonctions
., k=g
(12) ¢ = /10—(‘2‘;)!‘“,
B (x—a)?" (x_xl)Zn (,x x,)2n—1
Pz = )'O (2")' A‘l - (2”)! -+ Hy - (in:_l)_"'y

_ o, —a (x—xy)2 (x—xy)*1
(Pn+1 - ZO (2”)! j’1 (2 )| +:[ 1-(2—’1‘_—15!\-‘_ (L] +
(x — x,)2n (x — x,)2n—1
o7 I R 7 s T

satisfont aux équations différentielles (8) et aux conditions aux limites relatives aux
noeuds xy, x,, ..., X, quelles que soient les constantes g, A1, ..., 4, €t f1, ly, «vuy My

En écrivant que les conditions aux limites au point b sont également satisfaites,
nous avons le systéme de 2r équations

(13) Ab—a) +A4,(b—x) +..+4b,~x) + [m+..+pu]l=0,
Ao(b—ay® +21(b—x1)% + ...+ Ay(by—x,)* +2 [ (b—x1)+ ... +
+”n(b xn)]—o

Ao(b a)2"+l1(b x1)2"+ +)“n(b —xn)2"+2nl#1(b x1)2” 1+ -+
+ﬂn(b—xn)2" 1] =0
pour déterminer les 2n+1 inconnues Ag, Ay, ..., 4, €t fy, Uy onny lye
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En introduisant encore une inconnue auxiliaire 4, , par I’équation
Ao+ A+ ..+ 4, + 4,11 =0,
on démontre facilement que le systéme (13) se réduit au systéme de 2n + 1 équations
(14) A+ + 4, +44; =0,
doa  +Ayx — iy R +Ae1b =0,
Ao@® + A x3T—2u,.x; F o Ay x2 —=2u,x, +A,410% =0,

Ao@ + A X3 —2mpy x3 1 p L A, x2 = 2np, X2 4 ), B2 = 0.

La matrice des coefficients de ce systeme en Adg, Ay, —fy, ooy Ay — My Ans 1
est du rang 2n+ 1. En désignant par D,, D, D1, ..., D,, D,, D, les déterminants
des matrices qu’on obtient de la matrice du systéme (14) en supprimant la premiére
colonne, la seconde colonne, ..., la derniére colonne, nous avons

(15) ﬁ_ A4 —H ) _ TH2 . An . THy A1

= = ;7 = = 7 e = = ;= N = H,
DO —Dl D “-DZ D, _Dn D Dn+1

n

ol H est encore une constante quelconque.
Les constantes Ag, A1, ..oy App1, M5 f2s -.rs U, tant déterminées, les fonctions

O1, @3, ..., P,+, sont parfaitement déterminées et, par suite, la formule (11) est
valable. Il nous reste 3 lui donner sa forme définitive.

Nous avons
(16) @™ = A, D = Ao(x—a),

¢§2n) — AO_,_/{“ (052"—1) —_ io(x—a)+ll(x—x1)+li1,
O = Aot At Ay TV = Ao(x—a)+ A (x—x )+ py +

+ ... +}'n(x—‘xn) +”n
et la formule (11) devient

A7) =2 f@— 2 fx1) = oo = 2 f () = A 1 SO+ 1 [ ) o g (%) =

— f ¢f(2n+ 1) dx'

En remplagant les constantes Ag, A1, .:op 4,095 Uys --., 1, de la formule (17)
par leur expressions déduites des formules (15), on voit que la formule (17) se
réduit 4

1 1 . 0 U 0 1 ]

a x 1 .. ox, 1 b

a x2 2x, .. xZ 2x, b?

(18) H-l : : : : :
@ x¥ o 2mx¥llL xP 2nxPt b2

flo fix) &) - fx) fx) f(B)
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On sait que la différence divisée (6) est définie par la formule

1 a o .. a™ f(@
1 x;, x3.. x?* Sx)
[a, %1, %15 e0rs Xys X0, 3 f1=V"1|0

1 2xy..20x3" Y f(x)

1 b b .. b §i0)

ou
1 a a& .. a* a®ntl
1 x;, x% x321 x3n+l
V=V(@ X15X1, o5 Xn» Xy, 5) = |0

1 2%, ...2nx3"" 1 Qu4+1)xdr|.

1 b b*.. b b+t
Alors, en choisissant
(19) H=1/V(@, X1, X145 ccuy Xys Xy» D),

le premier membre de la formule (18) se réduit & la différence divisée (6) et, par suite,
nous avons le
THEOREME 1. Lorsque f¢C?"+g, b], on a la représentation
b

(20) [a, X0, X0y coey Xy X, 05 f] = f¢f(2n+1)dx,

a

ou la fonction @ est déterminée par les équations différentielles (8), par les conditions
aux limites (10) et par la formule (19).

3. Nous avons obtenu plusieurs théorémes concernant la formule (17) et la
fonction ¢.

THEOREME 2. On a
1) Ao+ A+ +4,#0
pour r=0,1, ..., n

Pour r=0 le théoréme est évident, parce que, d’aprés les formules (15) et (19),
nous avons

V(xlaxb'"axmxm b) #0
V(@ X145 X1y ceny Xys Xp» B) )

lo = HDO =

"~ Le théordme est encore évident pour r=n parce que, d’aprés la premicre
équation (14) et les formules (15), (19), nous avons

V(as X1, X1s eeey Xyo xn)

- 0.
V(“? X135 X1y eoes Xy Xns b) ”

ottty =—Ays1 =—HDpy =
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Il nous reste & démontrer le théoréme pour r=1,2, ...,n—1. Dans ce but
introduisons le polynome d’interpolation h(x; r) = k(x) déterminé par les conditions

h(ll): 17 h(xl):la (RS h(xr):1: h(xr+1):0{ ey h(xn):o’
H(x) =0, ..., K (%) =0, K(x,4,)=0, ..., K(x,)=0.

On voit facilement par le théoréme de Rolle que la dérivée #'(x) a n—1 zéros
réels et distincts dans les intervalles (@, x;), ..., (X, =15 %), Xyt 15 Xpz2)s voos (Kpe g5 Xn)
et qu’elle a aussi les zéros x;, ..., X,, X,115 -.., X,. Donc A'(x) a 2n —1 zéros réels
et distincts. En tenant compte du fait que A(a)=1, h(x,)=0, on conclue que Je
polynome h(x) est effectivement du degré 2n. 1l résulte de ce fait que #(b)=0. En
remplagant dans la formule (17) la fonction f par le polynome %, nous déduisons que

Ao+ A+ o+ A ==, 4 1h(b) =0
et, par suite, le théoréme 2 est démontré.
THfOREME 3. La dérivée @@"=2 a 2(n—1) zéros au plus sur Uintervalle (a, b).

En effet, d’aprés les formules (12) ¢t les conditions aux limites (10) au point 5,
les dérivées @{*" 2, {2""? n’ont pas de zéros sur les intervalles (a, x,], [x,, b).
D’autre part les dérivées 2=, ..., ¢{®"=? sont des polynomes du second degré
dont les coefficients de x* sont +(Ag+4;), ..., 3 (Ao + 4, +... +4,) et, d’apres
le théoréme 2, ils sont différents de zéro. Il en résulte que ¢2"~2 a 2 zéros au plus
sur lintervalle (xy, x,], ..., 9"~ a 2 zéros au plus sur Pintervalle (x,_,, x,) et,par
suite, la dérivée ¢2»=2) a 2(n— 1) zéros au plus sur Pintervalle (a, b).

THEOREME 4. La fonction ¢ ne s’annule pas sur lintervalle (a, b).

Pour démontrer ce théoréme, supposons le contraire, ce qui veut dire que ¢
s’annule en un point { au moins de l'intervalle (g, b). La fonction ¢ ainsi que ses
dérivées ¢, ..., 2"~ étant continues sur Pintervalle [a, 5] (cf. (10)), nous pouvons
appliquer successivement le théoréme de Rolle. Nous en tirons alors que ¢” a deux
zéros sur lintervalle (a, b), ... et que ¢"~2 a 2n—1 zéros sur lintervalle (a, b).
Mais cela est impossible parce qu’on est en contradiction avec le théoréme 3. Donc
la fonction ¢ ne s’annule pas sur lintervalle (a, b).

THEOREME 5.-On a

b
@) Jowdr= -

@n+1)!
et, par suite, la fonction @ est positive sur intervalle (a, b).
En effet en remplacant dans la formule (20) la fonction f par x27+1, le premier

membre de la formule est égal a 1, tandis que le second membre est égal a
b

(2n+1)! f @ dx. Nous obtenons ainsi la formule (22), et en tenant compte du
théoréme 4, nous déduisons que la fonction ¢ est positive sur Pintervalle (a, b).
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4. Une démonstration analogue conduit & la représentation

b
(23) [aa xlaxlaxla'xla vees Xps Xys Xy Xps baf] = f(pf(4n+1)dx
a

lorsque f€ C4r+1[q, b].
On démontre aussi que la fonction ¢ est positive sur Uintervalle (a, b) et qu'on a

’ 1
(24) f(p(x) dx = m

§ 2. Le reste de la formule de quadrature de Gauss

5. On sait qu’on peut déterminer les noeuds x,, x,, ..., x, et les coefficients
C,,C,, ..., C, de telle maniére que la formule

25) [ rdx = CfG)+ Cofa) + .. + Cuf(x)

soit vérifiée par un polynome quelconque du (2n — 1)-éme degré.
Les noeuds x,, x5, ..., X, sont les zéros du polynome de Legendre, associé
a Pintervalle [a, b] et 'on a les identités

(26) C, 4C,  4.+G, = [ ax,

Clxl +C2X2 +.‘.+Cnx,, fodx,

b
CixI 14 Cpx3 14+ ..+ Cx2nt = fxz"‘ldx.
a

6. Considérons la formule (20) du §1 et remplagons f par la fonction
geC+1g, b]

b
(27) [a, X1s X1 ---a'xn»xna bag] = f(pg(2”+1)dx

et écrivons-la sous la forme

(28) Aog(@+A18(x1)+ ... + A%+ A1 8BO)+ A1 (x) + ... +A'E (X)) =

b
- f(pg(2”+1)dx,~
a
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ol les coefficients A4,, 4,, ..., A, sont donnés notamment par les formules, avec
V= V(a. X1a X1a eony xn, x,,, b),

1 a a .. o>
0 1 2x4..2mx3"1
(29) A, =p-i|l X2 X AT
0 1 2x,..2mx3"1
1 b b ... b

Nous avons le

TutorREME 1. Si dans la formule (28) les noeuds x,, x,, ..., x, sont les zéros
du polynome de Legendre associé A Uintervalle [a, b] les coefficients Ay, A4,, ..., 4,
sont nuls.

11 suffit de faire démonstration pour le coefficient A4, .
Nous pouvons écrile le coefficient 4,, donné par la formule (29), sous la forme

-1 0 0 1 ...1 1
—a 1 .1 Xy oo X, b
A, =K, |-a 2%, e 2X, x3 ... x2 b
—a® 2pxi-1 | 2px2n1 X3t x2t bR

ol K, est un certain coefficient.
On peut encore écrire 4, sous la forme

0 o ... 0 1 ...1 1
b
fdx 1 ... 1 Xg «o- X, b
’ x3  x2 b®
A=K [xae  x oox T o
1;2 1 2. 1 2 . X3 X b.zn
fx dx xi" 1. x; R

et il résulte immédiatement, d’aprés les identités (26), que 4, =0. Le théoréme 1
est ainsi démontré.
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7. Cela étant, remplagons dans la formule (28) les noeuds x;, x,, ..., X, par
les zéros du polynome du Legendre associé 4 lintervalle [a, 5] et calculons tous
les coefficients 4;, 4. Nous avons, d’aprés le théoréme 1,

Ai=4,=.,.=4,=0.
En écrivant que la formule (28) est vérifiée par g=1, nous avons
(30) Ao+4,41=0  (4p4,#0)
et, par suite, nous pouvons écrire la formule (28) sous la forme

€2)) Aye1lg®)—g@]+ 418" (x) + A28 (X2) + ... + 4,8 (x,) =

b
= [ 050 () dx

ol les coefficients A4,.,, 47, 43, ..., 4, et la fonction ¢(x) correspond a la formule
(27) relative aux zéros x,, X,, ..., X, du polynome de Legendre associé a I'intervalle
[a, D].

En posant
(32) g'(x) =1(x)
nous déduisons la formule de quadrature de Gauss
b
(33) [ 70 dx = B, f(x)+ By f(x) + .. + Buf(5) + R,
avec les coefficients
. A/ A/ A/
34 B=——-2 B, =--"* .., B =—-71"
( ) ! An+1 2 An+1 An+1
et avec le reste
(33) R=—— [00)rencdx.
n+tl 4

Ainsi nous avons obtenu le

TutorEME 11. La formule de quadrature de Gauss (33) se déduit de la formule
(27) ou (28), en posant g'(x)=f(x) et en remplacant les noeuds x,, X5, ..., X, par
les zéros du polynome de Legendre associé a Uintervalle [a, b). Son reste est donné
par la formule (35).

11 est remarquable qu’en introduisant le polynome

(36) wn(x) =(X —xl)(x - x2_) (x "xn)
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et en remplacant dans la formule (33) Ia fonction f par w?(x) nous avons, d’aprés
la formule (22),

b
1
= (2n+1 2(x) dx
= )af“()

et I'intégrale du second membre a une interprétation intéressante.
Si 'on envisage I'intégrale définie

b

f 72 (x) dx

a
ou m,(x)=x"+7A;x""1+4...4+1, est un polynome qui dépend des paramétres
Ats A2y ey Ay, SON minimum est atteint lorsque ,(x) est le polynome de Legendre
associ¢ a Pintervalle [qa, b].

§ 3. Le reste de la formule de quadrature de Turan

8. TURAN a démontré qu’on peut déterminer les noeuds x,, x,, ..., x, et les
coefficients €, ..., C,; Ci, ..., C.; C1, ..., C; de telle maniére que la formule

b v
37) [ 16 dx = €, £+ Cof(ea) + oo+ Cof (i) +
’ G )+ Cof (5 + o4 Cof ()
+ CLf7 () + Cof"(x2) + .. + Gl (%)
soit vérifiée par un polynome quelconque du (4n — 1)-éme degré.

Les noeuds x;, x,, ..., x, sont les zéros du polynome w,(x) qui rend minimum
Pintégrale définie (3), et I'on a les identités

b
@) [dx=C+C+..+C,,
b
[ xdx = Crxi+Coxat oo 4 Cuty - Ch (1) + Co(55) + ooe + Col)

b
fx2 dx = Cyx3+Cyxi+ ... +Cx2 4+ CL(x3)Y +Co(x) + ... + C(x2) +
’ +CLO3) +CED + o + CL2Y
fx“”“l dx = C x{P 1+ Coxd" 14 .+ Coxtr L C (XY + Co(x3*~ 1Y +
‘ b GO Y - C (et 1Y O (A1) .+ O (=Y,
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9. Considérons la formule (23) du §1, pour la fonction g€ C4*+1]a, b),

b
(39) [a> xl: xl’ x15 xla erry xn’ xna xn: xn: bag] = f (pg(4"+1)dx
et écrivons-la sous la forme
(40) Aog(@)+A1g(x1)+A,8(x) + ... + 4,8(x,) + Ayr 1 +8(0) +

+ A8 (x)+ A28 (X5)+ ... + A8 (x,) +
ATg"(x)+A38"(x)+ ... + 4,8"(x) +

T AT (6 )+ AT () + e + A8 () = f g5l dx

ou les coefficients Ay, Ay, ..., Ays1; AL, ...y Ap; AT, oy Ay A7, ..., Ay sont
tous bien déterminés. En particulier les coefficients 4, 4,, ..., 4, sont donnés par
les formules :

(41) Al = V_l(a’ X1sX15 X105 Xps ooy Xy Xy Xy Xy b)'
1 a a? a ... a*
0 (x) (B @b . Gy
0 0 P DGy
10 0 0 3”7 ... x|
1 x, x3 x3 ... x3
1 b b? b ... b

THEOREME II1.  Si dans la formule (40) on remplace les noeuds x,, x5, ..., X,
par les zéros du polynome w,(x) qui rend minimum Pintégrale (3) et qui est déterminée
d’tine maniére unique par les équations (4), alors les coefficients A{, A,, ..., A, sont nuls.

11 suffit de faire la démonstration pour le coeflicient 4,. D’aprés la formule
(41), nous pouvons écrire le coefficient A; sous la forme

—1 0 . 0 0 ... 0 0 ... 0 1 ...1 1
—a () (Y O .0 0 .0 Xy %, b
- X &y Y .. 0 ... 0 x3 ...x2 b?

A=K -3 (I ... & D) 6D &) x3..x b
—at (xl) (xn) (xx)” @Y @D G x5 xy b

—a* (x4”) Ax 4") (x‘l*")” v (3 (x4 L (dmy” xgm L xEn b

Acta Mathematica Academiae Scientiarume Hungaricae 18, 1967



294 D. V. IONESCU

ou K est une certaine constante. On peut encore écrire ce coefficient sous la forme

A, = @n)! K
0 0 0 0 .0 0 0 1 11
b

[ ax 1 1 0 0 0 0 X3 e x, b
1 x3 = x2 b?
afxdx Xy e Xy (x) o (x) 0 .. 0 B3 g
b ' 3 3 73
. f x*dx x} ...xZ (C55) SR 9 SN ) SR -7 3%2« —);T" b
b 4 4 14
3 3V 3y 3\” 3\” X2 xn b
/x dxpex G @ 6D e 2T
’ 4n—1 4n—1 4n—1 (,4n—1 4n—1 4n—1y” an-1yr X3" ’;4" b4
afx dx xt"tox b Py Lty D Y I dn

et I'on voit immédiatement, d’aprés les identités (38), que 4, =0.
Le théoréme III est démontré.

10. Cela étant, remplagons dans la formule (40) les noeuds xg, x,, ..., X,
par les zéros du polynome w,(x) qui rend minimum lintégrale (3), et calculons
tous les coefficients 4;, 4;, 47, A7. Nous avons, d’aprés le théoréme III,

A=A4,=...=4,=0
et la formule (40) étant vérifiée par g(x) =1, nous avons de plus
Ao+ 4,11=0  (4,+,0)

La formule (40), dans laquelle nous posons g’(x)=f(x), devient la formule
de Turdn, avec son reste

“2) [ @ dx = Cf@)+Cof@a) + . + Cuf i)+
’ + CLf )+ Cof @)t oo+ Cof (i) +
+ CLF" )+ Cof" ()4 oos + CLf" () + R

~

ou
Ciz—?%’ c;=—f%, C”—~Affl’
Cf:”f%’ Cg“zi/i’ CZ:“Af:i”l
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et

b
1
44 R=—r- X)) (x) dx.
(44) 1] owreeds
Ainsi nous avons le

TrEorEME 1V. La formule de quadrature de Turdn (42) se déduit de la formule
(39) ou (40) en posant g’'(x)=f(x) et en remplacant les noeuds x,, x,, ..., X, par les
zéros du polynome w,(x) qui rend minimum Iintégrale définie (3). Son reste est donné
par la formule (44).

11 est intéressant de donner la signification du coefficient 1/4,,, de l’intégrale
intervenant dans la formule (44) donnant le reste de la formule de Turdn. On peut
écrire

(%) = (X —x)(x — x3)...(x — x,)

et en posant dans la formule (42) f=w?(x), nous aurons, d’aprés la formule (24),

b
(45) = (@4n+1) f wi(x) dx.

An+ 1
Ainsi le facteur 1/4,,, différe par le facteur 4n+ 1 du minimum de P'intégrale

(3) donné par le polynome dont les coefficients sont déterminés d’une maniére
unique par les équations (4). ‘

11. 1 va de soi que les considérations précédentes s’appliquent pour déterminer
les restes de toutes les formules de Turdn:

n 2K

b
[repax= 3 3 cmpm)+R,
p i=1k=0
ou K=2,3,....
Nous étudierons dans un autre travail, certaines extensions dela formule de Turdn.
Les résultats de ce travail ont ét¢ communiqués au ,,Colloque sur la théorie
des fonctions convexes avec des applications au calcul numérique”, organisé par

Plnstitut de Calcul de I’Acad. de la R. S. Roménia, Cluj 1—35 Juillet 1965,

(Regu le 21 juin 1966.)
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