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UBER EINEN SATZ VON FENCHEL

von

HORST KRAMER

in Cluj

In der vorliegenden Arbeit geben wir einen Beweis fiir den Satz von
Fenchel beziiglich der kleinsten konvexen Hiille einer gegebenen kompakten
zusammenhingenden Menge in einem Euklidischen Raum. Derselbe Beweis
gilt auch fiir eine Verallgemeinerung des Satzes von Fenchel. Wihrend
dem Beweis beniitzen wir folgenden Satz von cARATHEODORY [1]:

sATz 1. M sei eine kompakte Punkimenge des n-dimensionalen Eukli-
dischen Raumes E, und p ein Punkt der kleinsten konvexen Hiille von M.
Dann gibt es n + 1 Punkte in M so dass der Punkt p dem Simplex mit
den Ecken in den n + 1 Punkten angehirt.

W. FENCHEL [2] hat folgenden Satz bewiesen:

SATZ 2. M sei eine kompakie zusammenhingende Punktmenge des
3-dimensionalen Raumes E, und p ein Punki, der shrer kleinsten konvexen
Hiille angehirt, Dann gibt es mindestens einen ebenen Schnitt von M, dessen
kleinster honvexer Hiille p angehort.

Aus Satz 1. und Satz 2 folgt sofort;:

SATZ 8. M sei eine kompakte zusammenhingende Punkimenge des
3-dimensionalen Raumes Eg, mfd p ein Punkt der kleinsten konvexen Hiille
Yon M, Dann gibt es 3 Punkte in M so dass p dem wvon den 3 Punkten
bestimmien Dreieck angehort (d.h. der Punki p gehort zu der Rleinsten kon-
Yexen Hijlle der 3 Pumnkte). e S Bl e e

Man sieht sofort dass falls man zuerst den watz ewiesen hitte,
Satz 9 eineedirekte Folge davon sein wiirde, da die 3 Punkte den ebenen
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Schnitt bestimmen. Es wird nun ein e?vallls e{nfaclle:]gr Beweis fiir den
r im Falle eines n-dimensi
Satz von Fenchel gegeben und zwa sionalen Rq,

mes E,.

saTz 4. M sei eine kompakic zusammenhingende Punkimenge des
n-dimensionalen Raumes E, und p ewn Punkt der kleinsten konvexen Hiille
von M. Dann gibt es n Punkie in M so dass p der kleinsten konvexen
Hiille dieser n Punkte angehort.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an, d.h. es gibt keine # Punkte
in M so dass p ihrer kleinsten konvexen Hille angehort.

Da der Punkt p der kleinsten konvexen Hiille von M angehort folgt
auf Grund des Satzes von Caratheodory, dass es # 4+ 1 Punkte

x].: x2: ey xﬂ+ll

von M gibt so dass $ dem von ihnen bestimmten Simplex angehért.

Die Menge M wird auf folgende Weise in die zwei Mengen M, und M,
zerlegt: Ein Punkt x der Menge M gehdrt zu der Menge M, falls der
Punkt p der kleinsten konvexen Hiille der Punkte %, x,, &3, ..., Xpi, ange-
hért. Ein Punkt x der Menge M gehdrt zu der Menge M, falls der Punkt
$ mnicht der Ekleinsten konvexen Hiille der Punkte X, Xs, Xy,
angehort,

Es folgt sofort dass M = M, U M, und M, 0 M,=@. M, und M,
sind nichtleere Mengen, da z.B. #, € M, Xy € M,.
Wir beweisen nun dass:

evey Xngi

(1171 nM,)u @, n Mz) =0

wobei wir unter A die abgeschlossene Hiille von A verstehen.

Es sei x ein Punkt der Menge M, Dann. folgt aus der Definition der |
Menge M, dass der Punkt $ nicht der kleinsten konvexen Hitlle der Punkte
%> ¥ ..., Xyyy angehOrt. Die kleinste konvexe Hiille dieser # - 1 Punkte
ist aber der von ihnen bestimmte Simplex. Dann gibt es aber ein geniigend
kleines Jpositives ¢, so.dass fiir ein beliebiges y aus der Kugel S(x, ?) mit
dem Mittelpunkt in # und von Radius ¢ folg, dass p nicht der kieinsten
konvexen Hiille der Punkte 4, Xas w55y Bt slngEhﬁrt; d.h. aber dass ¥
kein Haufungspunkt der Menge M, ist, also xgzM,. Somit folgt dass
Ml n JVIQ =@. l ‘

Es sei nun x ein Punkt der Menge M,. Aus x € M, und auf Grund d¢f
:??:ssssetzyﬁl g des Beweises dass :srsg keinfe n Punekte 1der Menge M 8105
i - Ip iirer kleinsten konvexen Hille angehort, folgt dass der F lex
antc.;(;:hﬁrtnn]gren des von den Punkten ¥, Xs, ..., X, bestimmten Simpfiir
Wik = ann gibt es aber ein gentigend kleines positives € SO daSdeus
3 folgh g’ aus S(x, ¢) (gler Kugel mit dem Mittelpunkt x und vom Rax t

» 4258 P der kleinsten konvexen Hiille der Punkte Yy oy e
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angehort. Daraus folgt aber x & M,, somit haben wir M . N M, =@. Dann
ist aber auch

(M, N My) U (M, 0 M) =0.

Somit sind wir zu einem Widerspruch gelangt, da ja die Menge M
zusammenhingend vorausgesetzt wurde, und der Satz 4 ist also bewiesen.

SATZ 5. M sci eine Punkimenge des n-dimensionalen Euklidischen
Raumes E, und p ein Punkt, der der kleinsten konvexen Hiille von n Kompo-
nenten von M angehdrt. Dann gibt es m Punkte in M, so dass der Punkt
p der kleinsten konvexen Hiille dieser m Punkte angehirt.

Beweis, Ky, K,, ..., K, seien die = Komponenten, deren kleinster
konvexer Hiille p angehért. Auf Grund des Satzes von Caratheodory gibt
es n+ 1 Punkte x,, x,, ..., %,y der Vereinigungsmenge der » Kompo-

nenten, so dass p dem von diesen #n + 1 Punkten bestimmten Simplex
angehort. Da wir # + 1 Punkte aber nur » Komponenten haben, folgt es
dass es wenigstens 2 Punkte gibt, seien sie x,, x,, die derselben Kompo-
nenten angehoren. Es sei K; diese Komponente.

Wir nelimen an es gebe keine # Punkte der Menge M, so dass p zu
der kleinsten konvexen Hiille dieser #» Punkte gehért.

Dann zerlegen wir die Komponente K, folgendermassen in 2 Mengen
Ky und Kj. Ein Punkt x der Komponente K, gehére zu Ki, wenn P der
kleinsten konvexen Hiille der Punkte x, %,, ..., %, angehért, und %
gehdre zu Ki falls  ihr nicht angehort. Man bemerkt sofort dass x, € K|
und x, € Ki. Weiter verliuft der Beweis dieses Satzes ebenso wie der des
Satzes 4.
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