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ANALYSE LOGIQUE DES ALGORITHMES. (I)
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1. Introduction

Les succes obtenus ces derniers temps dans I’automation de la program-
mation, par la création des langages de programmation du type AL GOL
et des translateurs de ces langages, ont conduit a l’allégement essentiel
du travail de programmation.

L’utilisation des programmes de programmation dispense le program-
mateur d’un travail pénible qui n’est pas directement relié & 'essence méme
de la résolution du probléme, et dont I'apparition est due aux particularités

de la machine.

Toutefois, ainsi que le montre 'expérience, 1'écriture de T'algorithme
en un langage de programmation comporte certaines difficultés caracté-
ristiques, méme alors que son exposition en langage mathématique habituel
ne laisse rien a désirer sous le rapport de la clarté. Telles sont les difficultés
caractéristiques 4 la mise de l'algorithme dans une forme commode pour
la programmation et elles ont trait aux caractéristiques générales des machi-
nes électroniques a calculer. Pour écarter complétement ces difficultés,
nous estimons nécessaire d’élaborer des langages de programmation aux
possibilités nouvelles sous le rapport de la notion d’algorithme.

La description du-probléme dans un tel langage 2 la différence des
langages existants jusqu’a ce jour, ne doit pas coincider avec la description
détaillée de la succession des opérations. En d’autres mots la description
du probléme dans un tel langage ne doit pas étre nécessairement un algo-
rithme, au sens habituel du mot. Le travail d’élaboration de I'algorithme

. proprement dit doit rester a la charge de la machine.
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On sait qu’en certains cas, la descri‘ption d’un a_llgorithple simple peqt
étre remplacée par la description du systéme de re}atIOﬂS logiques existentes
entre l'information initiale du probléme et le résultat obtenu i la suite
de la réalisation de l'algorithme. Il est donc naturel qu’un tel langage
contienne la possibilité de décrire le probléme au moyen d'un systéme
de conditions logiques. Cependant, les possibilités d’une telle description
doivent étre bornées vu qu’au cas contraire nous serions amenés a pré-
tendre 3 un programme de traduction d'un tel langage d’élaborer I'algo-
rithme de résolution pour n'importe ‘quel probléme mathématique. Eu
réalité, il s’agit de laisser & la charge de a la machine seulement les éléments
les plus simples de construction d'un algorithme, notamment ceux qui
présentent un caractére exclusivement technique et n'ont pas trait a I'es-
sence du probléme,

C’est pourquoi il est naturel de poser le probleme suivant:

Trouver une méthode qui permette dans les cas les plus simples de
construire automatiquement les algorithmes, en partant du systeme de
relations logiques existentes entre I'information initiale et le résultat final.

Ce probléme conduit 4 un nouveau probléme d’analyse des algorithmes.
La caractéristique générale des méthodes d'analyse connues jusqu’a ce
jour [3], [6], [4] consiste dans la détermination des contradictions d’ordre
formel, qui existent dans la construction de l’algorithme. Qu'il n'y ait pas
de telles contradictions il reste cependant le probléme suivant, qui n'a
pas été résolu jusqu'a présent: l'algorithme analysé correspond-il au pro-
bléme pour lequel il a été construit?

11 est donc naturel que I'analyse des algorithmes soit traitée du point
de vue de la correspondance entre celui-ci et le systéme de conditions logi-
ques qui décrit ’l’énoncé du probléme qui est résolu 4 I’aide de l'algorithme
Eespectlf. El’l d’autres mots, le probléme de I'analyse des algorithmes doit
ftf‘iieo Iflogr‘rlmle 1(Z:'l‘ans g_ sens de I'élaboration de certaines méthodes de réso-
- partantssziseef:e uei C(c)lndlt;on_s logiques qui de’fcnt 1:é11011cé du problz’en'u?,
o oo S:; Se e\scnptuzn ‘formelle de l'algorithme et <'ie‘ l.a vérifi-

L : Ysteme coincide avec le systéme donné initialement
par I'énoncé du probléme.
ci-degsraiz 1’;(5)‘1)1131;15:113)2 gécézleme d’analyse des algorithmes dans le sens déclrlt
méthodes de construction ;rltun o Do da1_15 Ia. rmifes e moin™ efs:
devenir un instrument tres u(?illlatilque a5 algor}thmes. De: pius elle psﬁr
les mEach.ilflfs flectrontques & calgul.ans le contrble des programmes P

n eifet, en disposa ; : 5 i &
conditions logiques qgi dle};cri’(c1 lﬁgioizthgf ) 11');)}:1)111: o tzstiiteclﬁle 5235
programme de résolution de ce problé p cme €n par. teme
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ainsi que,_l absence de programmes universels de contréle justifient comple-

tement l'importance de ces idées, dans la résolution du probléme de I'ana-

lyse des algorithmes.

2. Enoncé du probleme de P’analyse des algoritmes

Nous considérons le probléme @ et désignerons par X° ses données
initiales et par X! ses résultats finaux.

Nous supposerons que pour la résolution du probléme (P on a construit
I'algorithme Q[, décrit dans un langage formel. En ce qui suit nous consi-
dérerons a titre de langage formel pour la description des algorithmes le
langage des schémas graphes.

Définition 1. La formule F(X° X') sera dite formule attachée
a Ualgorithme Q| si elle est vraie alors que Ualgorithme Q appliqué aux données
initiales X° les transforme dans la résultat final X'.

Définition 2. La formule. F(X® X") sera dite formule complétement
attachée a 'algorithme Q| si elle est vraie si et seulement si en appliquant I'algo-
rithme aux données initiales X° celui-ci les transforme dans le résultat final X*.

La résolution du probléme de I'analyse des algorithmes nécessite, a
cote de 'élaboration d’une méthode de construction de la formule attachée,
de la formule complétement attachée a un algorithme, aussi la formulation
d’un langage dans lequel ces formules doivent étre écrites, ainsi que le sys-
téme de relations logiques initiales, qui représentent 'enoncé du probleme p.
Nous allons décrire par la suite toutes ces formules dans le langage logiqo-
mathématique.

Nous supposerons que 1'énoncé du probléme (P est décrit par la formule
logique (E(X° X') qui est un prédicat défini sur l'ensemble des données
initiales et des résultats finaux. Par exemple pour trouver le maximum
des nombres %, %s, - .., ¥, le prédicat correspondent sera

(1) [(x=x)VE=%)V ... Vr=x)]& (x=x) &(x>%) &... & (£2%,),

ot x est le maximum recherché. La formule (1) n’est autre que la définition
du maximum des nombres #,, %, . - ., %, elle ne représente pas l'al.gonthme
qui permet de trouver le maximum, attendu qu’elle ne nous founyt aucune
information relative a la succession d’opérations, qui doivent étre effec-
tuées pour trouver le maximum des nombres x;, %3, ..., ¥

Si nous sommes parvenus 4 construire une formule F(X 0 X1) qui satis-
fait aux définitions 1 ou 2 alors nous dirons que 'algorithme Qf est correct

relativement au probléme (P si la formule

(2) VXY XHF(X®, X) D FX, X1,

”

est vraie.

8 — Mathematica vol. 9 (32), fasc. 1/1967.
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Enoncé de la sorte, le probléme de I'analyse de I'algorithme A se
réduit a la construction d’une formule, qui satisfait aux dgfinitions ] ou
2 et 3 la vérification de la véracité de la formule (2).

Dans ce travail nous présenterons une méthode pour la construction
de la formule complétement attachée a un algorithme schéma-graphe sans

cycles.

3. Sehémas—graphes a mémoire

Dans ce qui suit nous attacherons & un schéma-graphe I' défini par
A. L. KALUJNIN en [2] les notions de mémoire et d’état de mémoire.

Un ensemble fini d’objets M = {x,;, %, ..., x,} sera appelé mémoire
d’un schéma-graphe. Les éléments de l'ensemble seront appelés cellules
de la mémoire. Nous considérons un ensemble

— -0 j j j
S={a0, %, ...,2% ..., %, %, ..., %, ...},

dont les éléments seront appelés édtats. I’état xf sera appelé contenu de
la cellule x;.

L’image ! = U(x;) de I'ensemble M dans lI'ensemble S sera appelée
état de la mémoire du schéma-graphe I

La vecteur £ = (x1, x3, ..., %3) sera appelé vecteur complet de I'état
de la mémoire. Nous désignerons par § = {£} I'’ensemble des vecteurs com-
plets de tous les états de la mémoire.

Soit X = (x,, %, ..., x,) un vecteur complet de la mémoire, et f un
symbole fonctionnel quelconque, enfin p un symbole arbitraire de relation.

Définition 3. Une expression de la forme y: = f(X), ot y € M
sera appelée opérateur d’attribution.

 Définition 4. Une expression de la forme p(X) sera appelée
opérateur logique.

 Dans les définitions des opérateurs d’attribution et de l'opérateur
Iog1gue les fonctions f et p sont définies sur tout I'ensemble de la mémoire
schéma-graphe, mais 4 I’ordinaire les expressions f(X) et p(X) ne compren-
nent pas toutes les cellules de la mémoire. Les cellules qui ne figurent pas
dans ces expressions ne sont pas essentielles pour les opérateurs respectifs.

Définition 5. Une expression de Ia , S
' m orme = f(E) ot M€
" _—E Ef({’{)sem dite formule élémentaire attachée z‘s.f1’<)pe’3rva}1teujrr d’ attribution
Ji ‘

Définition 6. Une expressior ; ra
i g0 on de la forme p(E), o E€S S¢
appelée formule élémentaive attachée 4 l’OPémtewflogiguf (&)

-
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’ Ap cas ot le f?.it qu’un’e formule gélémen’taire est attachée a un opérateur
d’attribution ou 4 un opérateur logique n’est pas essentiel, nous la désig-
nerons simplement pas les termes ,,formule élémentaire’’.

Pour les formules élémentaires vaut l'observation faite ci-dessus a
propos des opérateurs.

 Nous (—311tendrons par interprétation d’'un schéma-graphe a4 mémoire
défini par T'ensemble T = {T', T,, ..., T;} des opérateurs de transforma-
tion et par l'ensemble R = {R;, R,, ..., R,} des opérateurs de ramifi-
cation ce qui suit.

Nous ferons correspondre a chaque élément T; de 7 un opérateur
d’attribution f; (la correspondence n’étant pas nécessairement biunivoque)
et 4 chaque élément R; de R un opérateur logique p; (la correspondence
n’étant pas nécessairement biunivoque).

Dans le dernier cas on suppose la décomposition de Il'ensemble &
en deux ensembles disjoints J’},:_ dont les éléments satisfont a la propriété
P et J,;}'_ dont les éléments ne satisfont pas a la propriété p;. Nous désig-
nerons umn telle interprétation par {M, §; T — f; R — p}.

Si un schéma-graphe I' 3 mémoire est donné, ainsi qu'une interpré-
tation {M, d; T — f; R — p} alors nous dirons qu'est donné un algo-
rithme schéma-graphe Q[ dont l'action est la suivante.

1. Nous supposerons que le vecteur des données initiales X° ¢ § en
parcourant les noeuds du schéma-graphe I' s'est transformé dans le vec-

s s 3 g b
teur £ = (x7, ..., %,) qui est arrivé au noeud T.
Au noeud T; correspond par U'interprétation donnée l'opérateur d’attri-

bution x,: = f;(X). Le procédé de calcul est poursuivi selon I'unique fleche
) _, i G a P

qui part de ce noeud, par le vecteur, &' = (x,s , x‘;, R T T PR xn)

oit &7 = x} pour i =1,2,...,h k+1,...,n tandis que

(3) % = fi(8),

ce qui est la formule élémentaire attachée & I'opérateur d’attribution

% = fi(X).

2. Nous supposerons que le vecteur £, transformé du vecteur X° est
arrivé dans un noeud R;. Au noeud R; correspond par le truchement de
I'interprétation donnée, I'opérateur logique #;. En ce cas le proces de calcul
se poursuit par le méme vecteur £, selon la fleche marquée par le signe 4,
si la formule élémentaire p;(£) est vraie ou bien selon la fleche marquée
par le signe — au cas contraire. ,

3. Si a une certaine étape du procédé de calcul I'élément X! de Ten-
semble § arrive a l'issue du schéma-graphe, alor§_npus dirons que X1 est
le résultat de I'application de I'algorithme 9, défini par le schéma-graphe
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I par le truchement de linterprétation, M, 8; T = [, R—+p; ce que
nous désignerons par la motation suivante

%X = X

Si dans le schéma-graphe de Palgorithme Q[ est essentiel non le type
de I'opérateur, mais son nombre, nous désignerons cct' op’érateur(par le
symbole 0,. Si Vopérateur O; fait partir une fleche vers l'opérateur O; n’r:iu's
appellerons I'opérateur O; successewr de l'opérateur 0,, et ce dernier prédé-
cesseur de Vopérateur O;.

3.1. Distribution de la mémoire d’un schéma-graphe

Considérons I'algorithme schéma-graphe Q[ défini par le schéma-
graphe I par Vinterprétation {M, S, T — f; R — p}.

Nous désignerons par M, = {x;, %, ..., %} le sous-ensemble de
I"ensemble M qui est caractérisé par le fait que durant la réalisation de
I'algorithme Q[ le contenu des cellules X, change. L’ensemble M, est
composé des cellules de la mémoire qui figurent au second membre des
opérateurs d’attribution. L’ensemble des autres cellules de la mémoire
sera désigné par M, = {¢}, ¢y, ..., ¢} (S+7=mn, ot #n est le nombre
des cellules de la mémoire). Nous désignerons par ¢/ I’état initial de la cellule
¢, et par Mo ={c}, c3, ..., c)} Uensemble des états initiaux des cellules
de Vensemble M, . Il est évident que M, est inclus dans S.

Nous désignerons par {x;, %;, ..., %;,} les cellules de Il’ensemble
M, dont les états initiaux sont les données initiales pour l'algorithme
2. Nous supposerons pour simplifier que ce sont les premiéres m cellules
de la mémoire et nous désignerons i partir de ce moment leur ensemble
par N = {x,, %,, ..., x,}.

Ieur ensemble peut étre vide. Nous désignerons par N° I’ensemble
des ¢tats initiaux des cellules de I'ensemble N, Les éléments de I'ensemble
I° = N°UM seront alors les données initiales de I'algorithme Q.

i I'ensemble N ne coincide pas avec I'ensemble M, c’est que pendant
le temps d’action de l'algorithme Q[ certaines cellules de l’ensemble sont
utilisées pour conserver (garder) des résultats intermédiaires ou des résul-
tats finaux. Les cellules qui sont utilisées seulement pour la conservation
des résultats intermédiaires seront désignées par le nom cellules actives.

Il est évident que l'algorithme Qf doit étre construit de telle maniére
que le résultat final obtenu ne dépende pas de I’état initial des cellules
actives.

Apreés que le procés de calcul ait été terminé, certaines cellules de 'en-

semhle M, (et ce peut étre toutes) contiennent le résultat de Uapplication
de I'algorithme 9.

rgmo
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Nous désignerons 'ensemble de ces cellules par R = {x,, x,,, .. ., Xy}
Si nous désignons par ! I'état final de la cellule ¥ alors l’ensemble
R'={«},x}, ..., x]} est l'ensemble des résultats de l'application de
; s Ak ?

I'algorithme 9.

En vue de la description d'un état intermédiaire d’une cellule
quelconque, nous introduirons la notion de rang.

Les symboles &} qui figurent dans une formule élémentaire seront dé-
signés par le terme de variablcs. Le nombre j sera domnc le rang de la variable
x!. Le rang de chaque variable est un nombre entier, positif, qui se rapporte
a la cellule dont I'état est la variable respective.

Il résulte de la notation introduite pour I’état final d’une cellule
que toutes les variables du premier rang représentent des résultats finaux
de I'algorithime respectif,

Si I'algorithme schéma-graphe Q[ ne contient pas de cycles et si
nous analysons le schéma-graphe correspondant en partant de ['issue
vers l'entrée, alors chaque fois que le contenu d’une cellule change le rang
de la variable correspondante augmente (en général d'une unité). Si
est I'état initial de la cellule x; nous conviendrons de désigner le nombre
n par le terme de rang maximal de la variable %}'. Si x] est une vari-
able 4 rang maximal, nous désignerons cette variable par .

4. Construetion de la formule complétement attachée
a un algorithme schéma-graphe sans eyeles

Nous entendrons par la suite par algorithme schéma-graphe Q[ un
algorithme sans cycles [1].

Nous supposerons que le schéma-graphe de I'algorithme Q[ contient
#n — 1 opérateurs, 1'entrée et la sortie. Nous allons numéroter de la maniére
suivante les opérateurs de l'algorithme 9f:

1.° Nous désignerons par O, l'entrée du schéma-graphe de I’algo-
rithme 9.

2.° Si le successeur de l'opérateur d’attribution O; ou de I'entrée
est I'opérateur O; alors nous conviendrons que j < 4. Si les successeurs
de l'opérateur logique O, sont les opérateurs 0, et 0;, alors nous convien-
drons que 7, > % et j, > &

3.° Nous désignerons par O, la sortie du schéma-graphe de I'algo-
rithme Q.

Les opérateurs de tout algorithme sans cycles peuvent étre toujours
numérotés de telle maniére que les conditions 1°, 2° et 3° soient satis-

~ faites.
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Pour démontrer cette affir.lpation, nous indiqgerons le procédé suivant
de réalisation d’une telle mamniere de nm:r{eroter. ; 0

a) Nous désignerons I'entrée d1‘1 schema-grgp he pa(; o ‘

b) Nous supposerons que les opérateurs 09, b 0, Snt eteo numé-
rotés de telle maniére que les cond1t10n’s sulvan_’ces,’l ; 20 6k 3 soient
satisfaites et que dans aucun de’ces’ oper.at?urs il n'entre de fleches en
partance d’opérateurs nou numérotés. S1’1 alg(_)nthme ne _cont1ent_ pas
d’opérateurs non numérotés, alors la numérotation est finie et satisfait

aux conditions 1°, 2°, et 3° ) L

¢) Si l'algorithme contient des opérateurs non numérotds, alo\rs nous
chercherons parmi ceux-ci l’un’da1}s lequel il n’entre aucune fléche en
partance d’opérateurs non numérotes. _

Il résulte de 'hypothése que I'algorithme Q[ ne contient pas de cyclﬁs
qu'on peut toujours trouver un tel opérateur. Nous supposerons qu'il
nexiste pas un tel opérateur. Nous désignerons par O un opérateur non
numéroté. ) )

I opérateur O posséde au moin un prédécesseur non numéroté, qui
posséde & son tour un prédécesseur non numeéroté. L

Vu que le nombre des opérateurs non numérotés est fini, il résulte que
l'opérateur O appartient 4 un cycle. .

Cette conclusion contredit 1'hypothése selon laquelle I'algorithme
ne contient pas de cycles,

Nous désignerons par O;;; l'opérateur dans lequel il n’entre aucune
fléche en partance d'opérateurs non numérotés.

Aprés un nombre fini de pas, la numérotation de I’algorithme est
finie et satisfait aux condition 1°, 2° et 3°.

4.1. Construction de la formule élémentaire attachée aux opérateurs
d’attribution

Le formule élémentaire attachée a un opérateur d’attribution telle
qu'elle a été définie (définition 5) n’est pas unique. .

. Nous montrerons qu’étant donnée une formule logique ¢ qui satis-
fait a une certaine condition et un opérateur d’attribution, z: = g(X)
alors relativement 4 ¢ on peut toujours construire d’une maniére, unique
la formule élémentaire attachée a I'opérateur z: = g(X). Nous désignerons
par Ag[z: = g(X)] I'expression du second nombre de la formule élémentairi
attachée a l'opérateur z: = g(X) relativement 2a ¢. Par la notation (¢]e

nous entendrons le résultat de l'opération de remplacement de chaque
entrée libre de la variable x en ¢, a I'expression w.

Condition «. Si la variable x¢ entre librement dans la formule ¢ et

§ > 2 alors elle est I'unique variable de rang au moins égal A deux relative-
ment & la cellule x; qui entre librement en ¢.

g T WETD
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Soit dom}é I'opérateur 2: = g(X) et la formule ¢ qui satisfait’' a la
condition o. I.’expression A, [2: = g(X)] se construit de la maniére suivante:

C.1.1 81 % est une composante du vecteur X et s'il existe la variable 2,
olt s >2 qui entre librement dans ¢ alors nous définirons

(4) Aoz =g(X)1: : = [g(X)Vinr.

C.L2 Si z est une composante du vecteur X et 2! est sa seule variable
relative & z qui entre librement dans ¢ ol ¢ ne contient pas de variables
relatives a z alors nous définirons,

(5) Aglz: =g(X)]:: = [g(X) ]
C.1.3 Si z n’est pas une composante du vecteur X nous définirons
(6) Aoz =g(X)]:: =g(X).

C.2 Pour toutes les cellules ¢ qui entrent dans I'expression 44 [z: =
= g(X)] nous définirons

2 ¢

(7) Aglz: =g(X)]:: = [Ae[z: = g(X)]] -

C.3 Pour toutes les cellules x; qui entrent dans I'expression AL[Z: =

= g(X)] et relativement auxquelles il n’existe aucune variable qui entre
dans ¢ nous définissons.

(8) A[Z:=g(X)1:: =[45[Z: = g(X) ]]:;

C.4 Pour toutes les cellules x; qui entrent dans I'expression Ag[z:

s, -
= g(X)] et relativement auxquelles il existe la variable x;', out 5; > 2,
qui entre librement dans ¢, nous définissons.
©) Az = g(X)]:: = [AJl: = g1,

C.5 Pour toutes les cellules x; qui entrent dans l'expression Ajlz: =
= ¢(X)] et relativement auxquelles existent les variables x,l qui entrent
librement dans le second nombre d’une formule élémentaire attach@e a
un opérateur d’attribution ou dans une formule élémentaire attachée a
un opérateur logique, contenue dans ¢, nous définirons

x

(10) Az =g(X)]:: = (440 = g(X) ]

z
* i
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s cellules x; qui entrent dans l'expression Ag[z; o
elles 1a formule ¢ contient les formules

5 1
olt %; n'entrent pas dans I'expression

C.6 Pour toutes le
= g(X)] et relativement a111xqu
élémentaires de la forme % = (€)
f(E) nous définissons

(1) AL = gX)]: =430 = g(X) 1T

i

L’expression Ag[z: = g(X)] est le membre droit d’une formule élémen-
taire, relative a @ attachée a I'opérateur d’attribution z : = g(X) c’est-a-dire
Ao[z: = g(X)]. Dans le processus de construction de I'expression A,[z: =
= g(X)), les conditions décrites ci-dessus sont toujours vérifiées dans
Tordre C.1,C.2,C.3,C4,C5 et C6.

Il résulte de ces conditions que si 'expression Aq[z: = g(X)] contient
une varable relative 2 la cellule x alors elle en contient une seule rela-
tivement & cette cellule.

4.2. Construction de la formule élémentaire attachée & P’opérateur
logique

, Si Ton donne une formule ¢ et 'opérateur logique $(X) alors de méme
qu'au cas de l'opérateur d’attribution on peut toujours construire d’une
seule maniére une formule élémentaire relativement A ¢ attachée a I'opé-
rateur p(X).

Nous désignerons cette formule par L [p(X)].

La construction de la formule Ly[p(X)] s’effectue d’une maniére semb-

lable a l)eXCEPtion Sﬂﬂement d 1 LR . |
la condition suivante. € la condition C.4 qui est remplacce par

C'.4. Pour toutes les cellules x;, qui entrent dans I'expression Lo[p(X)]

et i s : :
relativement auxquelles il existe les variables X, x? qui entrent
+ 1

.. ay

librement

défin?rf)is:dans ¢ et pour lesquelles s, > 2(k =1, 2, ..., #) mnous
12 s

(12) Lelp(X)):: = [L3p(X) %,

ol s =max (s, s, ..., 5:)

Il Svi
2 aucune caim ghodue pour Ia construction de la formule, Ly[p(X)] il #'Y
la propriété : a condition C.1. Pour la formule Ly[p(X)] on 2
Si Lo [p(X)

] J. contient ; i o &
contiendra une une variable relative 4 la cellule x alors elle en

seulement relativement a cette cellule.
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4.3. L’opération d’égalisation des rangs (ER)

L’opérateur (ER) ne s'applique qu'a deux formules @, et @, qui satis-
font a la condition «. A la suite de l'application de cet opérateur nous
obtiendrons les deux formules E(g,, ¢,) et E(p,, ¢;) de la maniére suivante.
Qi les variables #° et x* entrent librement dans la formule ¢, respective-
ment g, et § =2, s <s alors nous remplacerons chaque entrée de la
variable x¥ dans la formule ¢, par la variable #°. Si s’ = 1 le remplacement
e fera au seul cas ot a1 entre dans ’expression du second membre d’'une
formule élémentaire attachée 3 un opérateur d’attribution ou dans une
formule élémentaire attachée & un opérateur logique contenu dans ¢,.

En effectuant toutes les substitutions possibles nous obtiendrons
une formule que nous désignerons par la lettre E(p,, ;) En permutant
les formules o, et @, et en effectuant toutes les substitutions possibles
dans les mémes conditions nous obtiendrons le second résultat de T'opé-
rateur c’est-a-dire une formule que nous désignerons par la notation E(o;,9).

Aprés P'application de I'opération ER toutes les variables qui entrent
dans les formules E(py, @) et E(g,, 9,) et qui satisfont aux conditions
d’application de cette opération ont le méme rang.

4.4. Construction de la formule complétement attachée
a Palgorithme Q[

Est donné l'algorithme Q[ ainsi que les ensembles N,R et M. La
construction de la formule complétement attachée a I'algorithme Q! s’effec-

tue par induction de la maniére suivante:
1°. Nous attachons a I'opérateur O, c’est-d-dire 2 la sortie la formule ;

F, o= {0 =10),

qui satisfait évidemment 2 la condition «.

9°, Nous supposons que & chaque opérateur O;j =7+ 1, ..., n) nous
avons attaché la formule F; qui satisfait 4 la condition a.

Pour construire la formule F;, attachée & I'opérateur O; nous distingue-
rons deux cas.

2.1. L’opérateur O; est l'opérateur d’attribution y: = f(X). En ce
cas nous supposerons que l'opérateur 0, est le successeur de l'opérateur
0,. 11 résulte de 'hypothese d’inductivité que la formule F, est construite
et qu'elle satisfait a la condition .

21.1 Si la formule F, ne contient pas de variables relativement 2

la cellule y et si y appartient a R alors
(D) Fiit= [0 = 4rly: =fX)] & F].

t



o { NU
192 E. MUNTEA! 12

Par contre, si y n'appartient pas a R, alors
(11) -F,::=F,

En effet si la formule F, ne contient pas de variables relativement
3 la cellule v c’est que pendant la réqlisation du processus de calcul, 3
partir de 'opérateur O, et jusqu'a la fin, le contenu de la cellule y reste
inchangé.

Par conséquent, si y appartient a R,.l’état de la cellule y apres réali-
sation de lopérateur O, est un état final, ce qui est exprimé par la
formule (I).

Si y n'appartient pas & R, c'est que le résultat intermédiaire obtenu
aprés réalisation de l'opérateur O; est un résultat inutile.

En ce cas 'opérateur O; est un opérateur inutile, ce qui est exprimé
par la formule II.

2.1.2 Si la formule F, contient la variable ¥°, ol1 s > 2, alors

(I11) F,::=[F)

i Ap ly=f X

En ce cas le contenu de la cellule y obtenu aprés réalisation de ’opérateur
0; continue & étre utilisé A titre de résultat intermédiaire.

2.1.3 Si la formule F, contient une formule élémentaire attachée i
un opérateur logique, olt entre librement la variable y! ou une formule
€lémentaire attachée 4 un opérateur d’attribution dont I’expression du

sicond membre contient la variable y! également, et v appartient a R,
alors ’

(v) Fiii=[y=Adgly: =f(X)] & (Fi0%  imroon]

Si y€R, alors

V) F;i:=[FY)

ApDi=fX))"

Il résulte de la condition 2.1.3 que I'état de la cellule y, obtenu apres

exécution de l'opérateur 0;, continue 4 étre utilisé dans le proccesus de
calcul & titre de résultat intermédiaire,

Par conséquent si y¢R, alors I’état r i é
. : . ) espectif est en méme temps un

résultat final ce qui est exprimé par la forngule (TN

Si y € R, alors I'état correspondant sente qu'un
:résul;at intermédiaire (formule pV) de la cellule y ne représente q

2 L'opérateur 0, est 1'opéra i =

-2 ] ; pérateur logique $(X). Nous supposerons
qule-t ldoperatfzuy 0y, est le successeur de l'opérateug) (O,-,) suivant la fléche qu!
part de celui-ci et est marquée par le signe ,,4* et que I'opérateur O, est

S
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le successeur de l'opérateur O; suivant la fléche qui part de celui-ci et est
marquée par la digne ,,—‘. Il résulte de I'hypothése d'inductivité que
les formules F; et F, attachées aux opérateurs O,, respectivement 0,
sont construites et qu’elles satisfont a4 la conditiona. Nous désignerons par
¢ la formule F, & F,, et nous définissons.

(VI)  Fii:= [Lo[p(X)] D E(Fy, Fi)] & [MLe[p(X)] D E(F,, F,)).

Nous démontrerons que la formule F; construite par la méthode indi-
quée, satisfait a la condition e. '

Nous supposerons que la formule F; a la forme (1). En ce cas I'expres-
sion Ar[y: = f(X)] peut s’obtenir a l'aide des formules (9) ou (11), Nous
supposerons que F, ne satisfait pas 4 la condition. «.

Il existe alors les variables x° et, x5 qui entrent dans F; et pour les-
quelles nous avons s > 2, s' > 2 et s == s’. Vu que par I’hypothése inductive
nous avons supposé que I, satisfait 4 la condition «, il résulte que dans
la formule F, il entre seulement une de ces variables.

Nous supposerons que x* entre dans F, et que x* entre dans 'expression
Arly: = f(X)].

Mais si I'expression Ar,[y: = f(X)] a été construite a l'aide de la for-
mule (9) alors s = §’, tandis que si cette expression a été construite i l'aide
de la formule (11), alors s = 2 et s" = 1. Mais les conclusions auxquelles
nous sommes arrivés contredisent 1'hypothése suivant laquelle s ==
et s’ > 2. Par conséquent, la formule F; de la forme (I) satisfait a la
condition a.

Nous supposerons que la formule F; a la forme (III). En ce cas
I'expression AFr,[y: = f(X)] s’obtient par application des formules de
construction de cette expression, 2 partir de la formule (4). Il en résulte
que la seule variable relativement a la cellule y et qui entre dans I'expression
Ary: = f(X)] est y=*!, ot s > 2. Alors la seule variable de rang » >2
qui entre dans la formule F, relativement 2 la cellule y, est y*+*L.

Par suite, relativement aux états de la cellule y, la formule (III) satis-
fait a la condition «.

La démonstration que la formule F; de la forme (III) satisfait a la
condition e par rapport aux autres variables également se fait de la méme
maniére qu’au cas oit la formule F; est de la forme (I).

Nous supposerons que la formule F; a la forme (IV)ou (V). En ce cas
I'expression Ap[y: = f(X)] s’obtient par application des formules corres-

pondantes, & partir de la formule (V). 1l en résu_lte que la seule variablezz,
relative 4 la cellule y, et qui entre dans I'expression Ar[y: = f(X)] esty™

Par suite la formule F, ne contient pas d’autres variables relatives

+

i i 2 de la
a la cellule v, que ¥* et y%. Ceci signifie que relativement aux états
cellule y, la formule F satisfait & la condition «. La démonstration du
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fait que la formule F; satisfait 2 la condition « par rapport aux autres
variables, se fait de la méme maniére qu'au cas ot I; est de la forme ().

Nous supposerons que F; est de la forme (VI) et ne satisfait pas 3
la condition «. Il s’ensuit qu’il existe les variables #* et %* qui entrent
dans la formule F; et pour lesquelles s == s’, s>2et s’ =2 Il résulte de
la définition de l'opération ER que chaqune des formules E(F,,F,) et
E(F., F;) ne peut contenir qu’'une seqle de ces variables.

Supposons par exemple que la variable x° est contenue dans la formule
élémentaire Lo(p(X)] et que la variable x est contenue dans la formule
E(F,, Fy). 11 résulte aussi de la définition de 'opération ER que la vari-
able x¥ n'entre que dans la formule F et qu’il n’existe pas d’autre vari-
able xs”, ol s” < &', qui entre dans la formule Fy,.

Il résulte de I'application de la formule (12) pour la construction de
I'expression Ly [p(X)] que s=s’, ou que si s=2, alors la formule L,[p(X)]
ne peut contenir la variable x° que comme résultat de l'application de
la formule (11), auquel cas s’ = 1. Les deux cas contredisent I'hypothese
selon laquelle la formule F; de la forme (VI) ne satisfait pas a la condition «.

3°. Aprés n + 1 pas, nous obtenons la formule I/, qui satisfait a la
condition «. Du fait que la formule F, satisfait 4 la condition « il résulte
que si elle contient deux variables relativement a la méme cellule, alors
I'une d’elles posséde un rang égal & 'unité. Par conséquent, si xfl‘, e :r:” ,
ou pj.>2(j= 1,...,p) sont toutes des variables qui entrent dans Pe,,

. ' 04 .
alors p, est le rang maximal de la variable x,. Conformément 2 la con-
i

; , P . 0 G
vention adoptée, x représente le contenu initial de la cellule z;; et
J

ce contenu est désigné par x? Nous remplacons dans la formule F, toutes
7

. P
E ot :
les variables X, ol o > 2 par les variables 'c?

il jxprés cette :;ubstitution la formule obtenuekne contient que les vari-
a rang égal a zéro ou 4 un. N i ar
F X0, X0) n ous désignerons cette formule P
Toutes les variables de rang é 3 1'unité qui 0, o,
1 rang égal A 1'unité qui entrent dans F(X° & )
rillnrescint_ent des résultfits finaux de l’algorithnﬁa 9. En effet, si la vari-
a etx. figurait flan§ I'expression du second membre d’une formule €lé-
{rllf:n aire attachee’a un opérateur d’attribution ou dans umne formul.e
2 Ifmentauréa attachée & un opérateur logique, alors xeM,. Cette conclusi-
o 1;:552‘; e:lfe viaie, parce que il résulte des régles de construction des
COII;teuir xSD tv[z- =€(IX)]_ et Lo[p(X)] que dans ce cas la formule F, doit
I'entrée del € non x° ainsi que nous l'avions supposé. Par conséquent
d’un::eeforin 1z;l*cfalr’lla’ble nf, dans la formule F(X°, X1) est le premier membre
e élémentaire attaché > ’attributi Les
composantes du vecteur X1 achée 3 un opérateur d’attribution.

les ¢
omposantes du vecteur X° sont des éléments de l’ensemble

sont donc des éléments de I’ensemble 51, .

e
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THEOREME. La formule F(X°, X') est une formule complétement atta-
chée a Ualgorithme 9.

Pour démontrer ce théoréme, nous introduirons les notations suivantes

Nous désignerons par Q[; I'algorithme schéma-graphe donné par
le schéma-graphe I'; par linterprétation {M; S;; 7 — f: R = p} ot M;
est cette partie de la mémoire (qui peut constituer méme la mémoire M
qui est utilisée a la réalisation de I'algorithme Q[, a partir de I'exécution
de I'opérateur O;.

Le schéma-graphe T, consiste dans les opérateurs O, ..., 0;, olt O;
est la sortie de l'algorithme Q[ et chaque opérateur O'.k(k =12..:7)
est le successeur d’au moins un des opérateurs 0,, Oy, ..., O;,_,. Si le sché-

ma-graphe de l'algorithme Q[ est donné, alors on peut toujours construire le
schéma-graphe TI', par la suppression de tous les opérateurs de l'algo-
rithme Qf, & I'exception des opérateurs O, 0i, ..., 0, et des fleches qui
partent des opérateurs supprimés.

Nous désignerons par E? et par E} les données initiales, respectivement
les résultats finaux de l'algorithme 9.

A titre de données initiales pour l'algorithme 9, nous considérons
les données initiales de I'algorithme @, et les résultats intermédiares, qui
ont été obtenus par la réalisation du processus de calcul jusqu’a l'exécution
de l'opérateur O,, qui sont utilisés & obtenir les résultats finaux a partir
de I'exécution de l'opérateur O, titre de résultats finaux de Talgo-
rithme Q[;, nous considérons les résultats finaux de l'algorithme Q qui

s’obtiennent par la réalisation de cet algorithme, a partir de I'exécution

de l'opérateur O; Nous désignerons par F!(E}, E}) la formule obtenue

aprés le remplacement dans F, des données initiales de l'algorithme Qf;
par le vecteur £? et des résultats finaux par le vecteur £l

Nous allons démontrer que la formule F! (80, &) est une formule
complétement attachée a l'algorithme ..

A. La formule F, est une formule complétement attachée a 1’algo-
rithme Q[,. En effet ’algorithme 9[, est 1'algorithme vide, qui consiste en
la réalisation de l'opérateur O, c’est-a-dire de la sortie de l’algo-
rithme Q.

I.a formule complétement attachée A cet algorithme est Eﬁ =E!, ol

£l = £, =0 et par suite la formule Fj::= (0 =0) est complétement
attachée a l’algorithme 9, . \
B. Nous supposerons que la formule Fi(j=i+1),...,n)est compleé-

tement attachée a l'algorithme ;. ) .
B.1. Nous supposerons que F, a la forme (I), ol F, ne contient pas de

variables relativement & la cellule y. Alors y* est un résultat fi‘nal de
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1’algorithme Qf.Les résultats finaux de I'algorithme 9, seront Y et 2
ot £} sont les résultats finaux de I'algorithme Q[,. Nous désignerong par
£ les donndes initiales de I'algorithme 9f; qui sont utilisées pour 1'obten-
o A rEsultak 41, La formule Fi (%}, &) prendra la forme suivante

(13) : [y* = fED] & Fi (&, &).

Nous supposerons que la formule (13) est vraie, Alors y' = f(&]) et
F;(£%,&) sont des formules vraies et par SUite_Qlt(E?) =& et par Ia
réalisation de l'opérateur O, les données initiales £} se transforment daus
le résultat y'. Par conséquent Q&) =&

Nous supposerons que Q[,(§}) = £i. Alors par la réalisation de I'opé-
rateur O;, les données initiales %! seront transformées dans le résultat et
nous avons également Q[,(E}) = &;. Par conséquent les formules y! = f(£}) et
F; (i?, E}) sont vraies. Par conséquent la formule (13) est vraie.

B.2. Nous supposerons que la formule ¥ ,est de la forme III ol I, con-
tient la variable y°, s > 2. En ce cas ¥° est un résultat intermédiaire de
Talgorithme Qf,. Nous supposerons que la formule F; est vraie. En ce cas
ces formules y*=f(E]) et' F; sont vraies. Par suite A(E) =& ol la
composante y* du vecteur £ a été remplacée par I'expression f(Z)).

I1 en résulte que QI}(é?) = £} ot £} = F|, et les données initiales de
Talgorithme Qf; sont £ et EJ.

Nous supposerons que Qf;(£)) = &]. Alors Q[,(E}) = &} et aprés exé-
cution de I'opérateur 0,, £} se transforme en .

Par conséquent, les formules F, (E_?, £) et o s f(?,?) sont vraies. Il
en résulte que la formule F; est vraie.

Si la formule F, est de la forme IV ou V, la démonstration du théo-
réme se fait de maniére analogue aux cas 1 et 2.

B.3. Nous supposerons que F, est de la forme VI on F, et F, sont
des formules complétement attachées aux algorithmes 9y, respective-
ment 9.

Nous supposerons que la formule F! correspondante a F; est vraie.

Alors sont vraies les formules p(E) D E(F,, F,) et 1p() D E(F., Fu)-
Soit p(£{) une formule vraie,

Alors E(F,, F,) est vraie et par suite F, est aussi vraie. Il résulte
que Q[:,(Eg) = E.},-

Alors Q[(E) = &, ou &} = &), et les données initiales de I'algorithme
A; sont & et &. Si nous supposons que 7p(£°) est vraie, nous aboutis-

—&
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sons 4 la conclusion que Q[,.(ﬁ?) =¥, ou £ = E}, et les données initiales
de l'algorithme Q[; sont & et &.

Nous supposerons que Q,(E)) = ]. En ce cas ou bien la formule
gb(z?) est vraie, et Q[,,(E?,) = E,}l ou bien la formule 7 p(—«i?) est vraie, et
Q.,(E0) = . Dans les deux cas, il en résulte immédiatement que la for-
mule, F; est vraie.

Nous avons démontré de la sorte le théoréme énoncé pour la formule
F:(E?, £}) et l'algorithme 9[,. Le théoréme est donc vrai aussi pour la for-
mule F, et l'algorithme 9, qui est l'algorithme 9.

Exemple. Considérons I'algorithme schéma-graphe suivant:

Fig. 1

eén ce cas
N = {x}: R = {Z}, M: = {Cll 62}'

En appliquant la méthode de construction de la formule complétement
attachée a cet algorithme, nous obtiendrons

Fyi:=(0=0)

Fuit= (5= ()
Fyii= (= (0% — 1)
Feit= @ =+ [F— 1)
By = = g =1 = 1))
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F,::= (2= ((»* — 1)}

Foii= (2= ((#** — 1)z — 1)

Fyii=[(2" <) DFa] & [1(x" < ) D [FP)]
(

Frii=[6l>a) D F] & 1+ <o) o [FsT,,).

Aprés remplacement de la variable #? par la variable 50

endrons la formule
0

{(2">el) D [[(+ <)) D

= () =1 & ("<

18

3 l'l()lls obtl'_

¢g) I

SE =" =1 =11} & 1" <) D' = (=1

qui est la formule complétement attachée A I’algorithme considére

BIBLIOGRAPHIL

(1] Berge C.,, Théorie des Graphes et ses applications. Dunod, Paris, 1958.
2] Kanyxuun JI. A, 00 areopummusayuu mamemamudeckux 3adad. IlpoGaems Knep-

HeTHKH, BhiI. 3 (1959).

[3] Karp M. R., 4 nota on the application of graph theory to digital compuler program:

ming. Inf. and Control, 3, 2, 170—190 (1960).

(4)Mapruniok B. B., O wexamopowx smemodax QHGAU3Q 0nepamopHuiX cXeM. Aptopede;at

MTY, 1963.
(8] Myurany 3., Memod ananusa spa-cxemnoix arzopugpmos. Mathema
[6] Prosser T. R, Application of Boolean matrices lo the analysis of
Proc. Eastern Joint Computer Conf., 1959.

Regu le 27. VI, 1966.

tica, 5(28), 2,(1965)

flow djggrams.

MATHEMATICA VOL. 9 (32), 1, 1967, pp. 129—140

Professor TIBERIU POPOVICIU
zu seinem 60. Geburtstag gewidmet

BEMERKUNGEN ZUM PROBLEM
DER FERTIGUNGSPROGRAMMIERUNG

yon
L. NEMETI
Cluj

1. In den Arbeiten [2] und [3] wurde gezeigt, wie man das Reihen-
folgeproblem in der Fertigungsprogrammierung als lineare Planungsauf-
gabe mit logischen Bedingungen aufschreibt. Hierbei wurde, besonders
in [3], die Problemstellung verschiedenen, in der Praxis vorkommenden
technologischen Sachverhalten gerecht. Dieselben gehen iiber die, in solchen
Untersuchungen iiblicherweise behandelten Bedingungen hinaus: von jeder
Maschinenart gibt es mehrere, im Wesentlichen identische Exemplare, und
ein gegebener Arbeitsgang kann auf verschiedenen Maschinenarten gleicher-
weise durchgefithrt werden.

Die in obligen Arbeiten verwendete Bezeichnungsweise beniitzt fiir
verschiedene Konstante und Unbekannte zwei Indices. Wir wollen zunéchst
darstellen, wie man mit einem einzigen Zeiger auskommt, wobei man
ausser der einfacheren Schreibweise auch noch andere Vorteile erhilt.

Es seien m verschiedene Maschinenarten vorhanden. Dieselben seien,
zur Identifizierung, numeriert (von 1 bis m). Von der Maschinenart ¢ gibt
es p, identische Exemplare, 1¢ M ={1,2, ..., m).

Es seien n verschiedene Arbeitsginge auf den gegebenen Bearbeitungs-
maschinen durchzufiihren (in dieser Arbeit wird im Gegensatz zu [2] und
[3], der Begriff des Erzeugnisses nicht verwendet ; es wird nur mit Arbeits-
gingen operiert); wir setzen N = {1, ..., n). Jeder Arbeitsgang kann
auf verschiedenen Maschinenarten durchgefithrt werden. Einen bestimmten
Arbeitsgang, durchgefithrt auf einer bestimmten Maschinenart, nennen
wir eine (technologische) Variante. Die Varianten seien durchlaufend nu-

meriert, von 1 bis # (# > n); wir setzen N = {1, ..., n}. Die Zeiger (Lauf-

9 — Mathematica vol. 9 (32), fasc. 1/1967.



