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In diesem Fall besitzt also das Problem P eine uneigentliche Iggy
[4], deren Grenzwert (wenn die g, gegen Null konvergieren) gleich e

Losung des Problems P ist.

Fall 2. Das Problem P ist unvertriglich. Dann hat auch P keine Lo
sung. o
Zusammenfassend kounen wir folgenden Satz aussprechen :

satz. Die Losungen der Probleme P und P haben wunicreis
gende Verbindung : sander fub-

a. Ist P wvertriglich wnd erfiillt seine Universalmindestlosung die Bedin-
gungen von P, so ist auch letzteres vertraglich und besitzt dicselbe Universal
mindestlosung ; o=

b. Ist P vertrdglich und verletzt seine Universalmindestlose ' i
acsttosung di 3
gungen von P auf der Menge Hy C H, und gilt G e ot
CoU H; =9,

wober C, die Menge aller Bigen bedeuletl, welche Bestandleile von 7 ‘yhlen der

Lénge Null in dem P zugeordneten Graph sind, so besitzt das Problem P eine

u?;ze.zgantlzche Lésung, deren Grenzwert gleich der Universalmindestlosung von
15t ;

c. Ist P vertriglich wund haben wir

CU U Hé i g:
s0 st das Problem P wnvertriglich ;
d. Ist P unvertraglich, so ist es auch P.

Es sei noch erwihnt, dass zu i
> , das: r Bestimmung der Menge C = C,in
einem Graph B. Roy [5] ein Verfahren angeggeben hat. s L) e 52
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SUR LA COMPATIBILITE DU PROBLEME CENTRAL
DE L'ORDONNANCEMENT

par
VASILE PETEANU
a Cluj

1. Introduction

Le probleme central de 'ordonnancement consiste dans la détermi-
nation d’'un vecteur 7, dont les composantes ¢, 1€/l = {1,2,...,n} satis-
font au systéme de contraintes

(1) b —t, > ay, (L) €U CIXI i]

et qui réalisent un certain optimum, a;; étant des nombres connus. I1 est
facile de voir que 1'étude de la compatibilité du systeme de contraintes
(1), (2) se réduit a I'étude de la compatibilité du systeme (1).

Nous mentionnerons qu'une étude détaillée des problémes d’ordonnan-
cement peut étre trouvée dans la these de B. ROY [2]. B. Roy attache
au systéme de contraintes (1) un graphe or1er}1:e.don't chaque sommiet
est mis en correspondence biunivoque avec un 1_nd1ce i, et chaqune des
contraintes (1) est mise en correspondence biunivoque avec un arc du
graphe allant du sommet 7 au sommet j, et est affecté par la longueur &;;.
On démontre que le systéme de contraintes (1) est compatible si, et seule-
ment si, le graphe qui lui est attaché ne contient pas de circuits de longueur
strictement positive. . o

Dans le travail [1], les auteurs, en utilisant une structure algébrique
adéquate, donuent un algorithme pour la détermination d'une _sol;mon
du systéme (1) dans I’hypothese que lg‘graphe attaché ne contient pas
de circuits de longueur strictement positive.
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Dans ce travail nous allons dom_1er une cox_ldition ne’_cessaire et suff;
sante pour que le systeme de contraintes (1) sc')11_: compatible, en utilisang
la structure algébrique 1ntrodu1te‘ dans le trawa}l [1], sans aucune réfé.
rence au graphe attaché au systéme de contraintes.

9. La structure algébrique ultilisée

Soit R I'ensemble des nombres réels, E = R U {—oo}. Dans I'ensemble
E nous définirons deux opérations symboliques : 'addition @ et la multj-
plication o, de la maniére suivante:

a® b = max (a, b)

a,beE
aob=a+ 0.

Ces opérations sont associatives et commutatives et la multiplication
symbolique est distributive par rapport a l'addition symbolique. L’élé-
ment neutre pour 'addition est — oo et pour la multiplication 0. Quelsque
soient @ et b appartenant a E, nous avons a > b si, et seulement si, a @ b =
= a. Deux inégalités du méme sens peuvent s’ajouter et multiplier symbo-
liquement membre a membre. Nous désignons:

”

mﬂ}:al@az@...(ﬁan

1 =1

) Solent A, B, C, des matrices, dont les éléments apparti?nnen}: 4
ensemble E. La somme de deux matrices A et B, les deux de dinensions

" >1<: 7, sera une matrice C des mémes dimensions dont les éléments
sont:

Cij = ai; @ b;;
: - 3 . . = " . . )
L'addition matricielle symbolique est associative et commutative

. . - - . 2 3 é i-
nir Palr analogie avec la multiplication matricielle habituelle, nous dife'
ons la multiplication matricielle symbolique de la maniére swIvants

AOB::C

Sl
=

Cij = |+ @sp © b;,j
=]

I

t

les trois matri
rices a ) _ _ .
et m X p yant respectivement les dimensions #m X ¥

nXP
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La multiplicat‘im’l matricielle symbolique est associative et distri-
butn"e par rapport 4 I'addition matricielle symbolique. I1 existe une matrice
carrée unité E, pour laquelle

/10E=EOA=!‘I

quelleque soit la matrice carrée 4, de la méme dimension que E. Les élé-
ments de I sont définis de la maniére suivante:

g = |00 pour ]
! 0 pour 4 =3

‘I’ensemble des matrices des mémes dimensions est partiellement
ordonné. Nous avons A > B si, et seulement si, 4 @ B = A. Nous ferons
la remarque que la relation A > E signifie simplement que les éléments
de la diagonale principale de la matrice 4 sont non-négatifs.

Deux inégalités matricielles du méme sens peuvent s’ajouter ou se
multiplier symboliquement membre 4 membre. Ainsi, de 4 > B, C>D
il résulte A ®C>B®D et AoC >BoD. Nous allons justifier la
derniére inégalité. 1,’élément de la ligne 7 de la colonne j de la matrice
A o C est max, (ay + cxj) et celui de la matrice B o D est max, (bi + dy;).
Vu que aix = bir et ¢y = dyj, il résulte la derniére inégalité matricielle. En
particulier de A4 > B, il résulte 4 o C = B o C.

Pour une matrice carrée on peut définir 1'élévation a une puissance
de la maniére suivante:

A® = E, AW = A®Nod = A o A%-D

- . , k 3212 . .
Dans ce qui suit, nous désignerons par alf) I'élément de la ligne ¢ et

de la colonne j de la matrice A®.

3. La représentation matricielle dua systéme de contraintes

La structure algébrique définie ci-dessus nous permet de représenter
matriciellement le systéme de contraintes (1). Pour ce faire, nous allons

. ) e -
le completér par les contraintes correspondantes aux paires d’indices qut
n’appartiennent pas a U, les valeurs a; correspondantes étant

— oo pour £ = §
ai; = B i
! 0 pour ¢ =

(3)

On obtient ainsi le systéme de contraintes équivalent a (1),

(4) >t 0ay (i,7) eIxI
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En ajoutant s)rmlgoiicluexllellt membre a me‘zmbre les inégalités e
{4) pour un certain indice 7, nous obtenons le systeme de contraintes

) tizlttioa; jel

i=1
qui est équivalent a (4) et qui peut s’écrire matriciellement
{6) T>ToA
ot 4 = [ai. o
En vertu de (3), A= E, donc ToAd> T ce qui démontre 1'équi-
valence des relations (8) et (7),

) 1=ToA
Dans le travaii [1] on démontre l'équivalence des équations (7) et
{8) T s T 5 AP

quelque soit le nombre entier p > 1. On montre également que si le graphe
attaché au systéme de contraintes ne contient aucun circuit de longueur
strictement positive, en d’autres termes si le systéme de contraintes est
compatible, alors

{9) A — A+D

(04

4. La eompatihilité

En ce qui concerne la compatibilité du systéme de contraintes (1)
mous allons démontrer le théoréme suivant :

THEOREME La condition nécessaire et suffisante pour que I’ équation
{7) soit compatible est gue I'on ait:

AB=1 = A,
Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons que 1’équation

{7) admet une solution T, = (0 20 0 pae squations
(7) et (8) il résulte 0 (.1, , ... 1%). De I'équivalence des €q

0 s 3
{10) G=Tftleal jel,p=1,2, ...
i=1
Vu que 4 > E implique A® > E, il s'ensuit que quelque soit 7 mows

r ) ’ . i )
avous a;;’ > 0. D’autre part, si I'on fait dans (10) 7 =j on obtient af < 0

donc on peut avoir seulement

{11) ' =0,iel,p=12 ...

e e

5- SUR LA COMPATIBILITE DU PROBLEME CENTRAL DE L'ORDONNANCEMENT 145

' g : )y __ glpn) (Pa) x . 4 3
De T'égalite A™ = A" o A", olt p; + p,=p, on déduit de suite
que , A : ;
( o 3
al) =[] all o alf.

1

De 1'égalité précédente il résulte d'une part que nous avons pour tout
indice &

(12) af > alf? o aif?

et d'autre part qu'il existe au moins un indice s pour lequel nous avons

(13) aSﬁ-” = a(,’,") o aﬁf”.

En utilisant successivement 'inégalité (12), nous obtenons
(P — :
(l-l) {l,?) = Aig, © Aiyey © o5 0 © akp—lv i

.., kp_y appartenant & 7. En tenant

quelques soient les indices &y, &, .
., Su—t appartenant

compte de (13) on déduit qu'il existe les indices sy, Sa, - -
a I, tels que l'on ait la relation

n
as'j)' = ai."l O yysy © -

(1)

. © a,”__l_ It

Au ‘:-lecoud membre de cette relation figurent s 4 1 .indices, appartenant .

a 1. Deux au moins de ces indices coincident. Soient s, et s, deux des indices
qui coincident. Alors

(16) a‘(z";) = Ois, © ﬁ.\'qs, 9 Ve g
olt
ds:,, = @j5, © ... © a‘q—-l‘q
BSqu =gl ® =P Loy —1sr
Ve = as,s,.H 0 ... 08, yf

En vertu de (14), ag;;a,.sq, a&;;!”;ﬁsqs,

r r

donc a&f’? O _ 0 conformément.a (11). Il en résulte que
r

(n+g—1)

(n-r) < @y

(n) (4]
(17) @ < ad ©

I,a derniére inégalité est une conséquence de

(12), en vertu de I'égalité
s, = s, 1l résulte de (17) et (11) _ ,

A n—1 :
A(u) gm A(P)_'
=

(18)

10 — Mathematica vol. 9 (32), fasc. 1/1967.

ag_':’frq—r) =Y,y mals Sq¢ = Sr

i
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D’autre part, il résulte de A > E

(19) A< AV < .. S AN AW < L.
On en déduit

n—1
(20) [] AP = A=),

=1

Enfin, de (18), (19), (20) il résulte
(21) Aln=1) — A4(m),

La condition est suffisante. Soit 7, un vecteur arbitraire #u-dimen-
sionnel. Si A®»-1 = A™ alors
(22) T=T,0 A1
vérifie I'équation (7). En effet, nous avons

T AN =T 64PN el =T,4 4"

ce qui démontre la suffisance de la condition.

_ Remarque. 1’égalité (22) nous fournit un algorithme pour la déter-
mination d'une solution de l'équation (7). Vu que la multiplication de
deux matrices nécessite un plus grand volume de calculs que la multipli-
cation d'un vecteur avec une matrice, pourla détermination de la solution
1 est préférable de calculer successivement

T,=T,8d
T3=T2°A
Tu=Tn-—l°A

Ii_a dernier vecteur est une solution de I'équation (7). En calculant aussi
Lot = T, o4, la compatibilité de I’équation (7) se reconnait a 1'égalité
n+1 = T,, mais cette compatibilité peut étre reconnue plus tot si pour

un indice ¢ < # nous avons T;,; = T
K ]
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GENERALISATION DU PRODUIT DE DEUX
RELATIONS BINAIRES

par
I. PURDEA
a Cluj

Soit @, la classe des relations n-aires; R, ={®PC 4, X ... X 4,,
ott A; sont des ensembles} et @@ =y ®,, (¢=1,2, ...). La définition

n>q

d’un produit binaire est connue; si ® C A, x4, et ¢ C B, X B, le produit
des relations binaires ® et { est la relation ®- ¢ C 4, X B, définie de la
maniére suivante:

(1) D ={(a,b)e A, XB,l(a; z) eDet (z )¢ $ pour unz€ 4, N By}

On généralise dans ce travail la définition du produit des relations binaires

et on étudie les propriétés de ce produit généralisé.

Défi

nition 1. On nomme produit de type g des relations @, ¢ € R®,

la relation ®;¢ € @S?.)i,m-—‘lt]
Dyh = {(%1, -+ s X Vs - o Ym) €A X Lo XA, g X By X..o X

W B Frs v v vq Brgoage By w521 %) € D et (2, --s % Yosrr » -+ Yu) € ¢ pour 7
un (25, ..., %) € (A,_, N B)X...x(4,N B) ot PC A;X ... XA, et

(2)

¢C B, X...xB,}

De cette définition résultent immédiatement les conséquences suivantes :
1. Sin=2 m=2et g =1 le produit défini par I'égalité (2) coincide

avec le produit défini par l’é.galité (1).
2. Une condition nécessaire pour ¢
relation vide est que les énsembles A,_j.1 N By, -

das vides.

ue la relation ®; ne soit pas la
.., 4, N B, ne sotent

.



