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SUR UN PROBLEME D’INTERPOLATION RELATIF AUX
SCLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

LINEAIRES DU QUATRIEME ORDRE

par

OLEG ARAMA
4 Cluj

Dans le présent travail, qui fait suite aux travaux [1, 2] élaborés en
commun avec D. RIPIANU, on donne une condition suffissante pour que
I'équation différentielle

(1) YO 4 pi(¥)yD + pa(%)y” + Pa(%)y" + pulx)y = 0,

dont les coefficients sont des fonctions continues sur un intervalle [a, d],
admette une solution (unique) v, qui satisfasse aux conditions

(2) ya) =y, y(a) =0, y'(a) =P, yV(0b) =,

ott ¥ (k = 0, 1, 2) et ¥{ sont des nombres réels quelconques donnés, v étant
un des nombres 0, 1, 2.

D’aprés un célébre théoréme dft & CH. J. de la VALLEE POUSSIN [26],
dans le cas ot v=0 une telle condition se peut exprimer par l'inégalité

ht k3 h?
3) m,i—}—msg-i-m,-z—-{—mlh—150, h=10b—a,
ol on a noté
(4) m, = m(a, b) = fé?ﬁll pu®)], E=1 28, 4.
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" : trictives que la condition (3) résultent des ¢
ditions moins res v
vaungz e [24], TUMURA [25], G. A. BESSMERTNYH et 4 v

: * ,I- LA YU, LEVIN
[5], dans lesquelles les auteurs obtiennent certaines ameéliorationg d ;
5], da

eme de Ch. J. de la Vallée Poussin. Une telle condition s’éerit sous I3 o
réme o Js

3
6)  SmtImB w2k — 150 (h=b—a)
211

En continuant la série des travaux de E. Prcarp [19, 207, p LETThy.
MEYER [11], PH. HARTMAN et A, WINTNER LQ], Z. OPIAL (17, 1?], D. RIPIANy
(21, 22] et a. TasOTA [10], concernant I'étude d un probléme anajogy,
au cas des équations différentielles linéaires du deuxiéme, re,spe:ctlvement,
du troisitme ordre, p. BOBROWSKI [6] a obtenu pour I'existence (et

Punicité) de la solution du probléme (1), (2), la condition
©) kb Lomggs g Ly g “mh—1=0 (hep— a).
2zt 22 w? 4

Dans le présent travail op donne un analo
I'inégalité (6) de D. Bobrowski, dan
fonctionnelles m, définjes dans (4)

gue quadratique de
s lequel interviennent 3 la place des
, les fonctionnelles

| -

b
(7) E{;=E‘(¢, b) = __1..__5 pZ(l) dx

b—a

qm Teprésentent Jeg valeurs moyennes quadratiqy
léquation différentie]le considérée, Qp oqbtient I%:
. THEOREME 1. Poyy que le probleme
1l suffit que soit vérifige l’z’négfzblité

(8)

es des coefficients de
théoréme suivant:

(1), (2) ait une solution (unique)

- ] e B _
n*\/s_m.k‘-l-;ﬁmsﬁ-l—%—mzkz+\_/1__2_m1k_ 1=0 (h=0b—a)

Sont donnés par (7).

» . g . r
. S appuie sur deux Je mes, établis pa
travall, en col] P m

. aboration ayec D. RIPIANU :
St Ig

L €m me 1 .
ariable r4g)), i fanc’tmn yéel

; le, non-identiguement nulle, o, de la
40] et vérify, la ”ZZ;Z;;? Aérivée gy Dremiey ordre? continue sur I'intervalle
"% 9(8) = 0, alogs on a Vinégalité
b
9 S?z () 2( b b 2
- Q’ x)dx ‘-:__a ’
: S5 () ea]

a

114

—*\

SUR UN PROBLEME D’INTERPOLATION 7
3 .

x
D émonstration. Nous écrirons @ (x) = S@'”(S)d& % €(a, b]. Nous avons

(10) S P*(x)¢" (x)dx = §<P'2(x) [i ¢’(s)ds| dx.

Mais, en vertu de l'inégalité de Schwarz-Buniakowski

12

ls o' (s)ds g§ I’ciSS: 9 (s)ds = (x — a) S?'”(S)ds-
On déduit de (10):
§ P(x) " (x)dx = § (¥ — a)o"*(x) dx § ¢"*(s)ds =
. § (x — @)0(x) ' (x)dx = - §(x — a) d9(x) =
_ L:z_"_ v2(b) — _;.”S(D?(x)dx =" %ar(),

a

ce qui démontre le lemme.

Remarque. 1'inégalité (9) est analogue 2 I'inégalité suivante, établie
par z. OrPIAL [18]:

a

b . I
() { lo() o'(v) lax = 222 { @i

Des démonstrations simplifiées de l'inégalité (11) ont .et‘é tillfeélzeft:lll‘:r;l’zzfj
données par c. oLECH [16], HUA L0O KENG [13]. Cette 121ieog1;11nons et
ject des plusieurs recherches actuelles, dont nous mene e
P. BEESAK [4], BANKS DALLAS [3], E. K. GODUN?VA bad L X

N. LEVINSON [12], M. p. MARONI [14] et G. s. vaAnG [28].
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Lemme 2. St la fonctz'gn réelle, non—identz'quement
variable réelle x admet une dértvée du premicr ordre, co

e S nti?lzte e: (.p,
b] et vérifie la condition ¢(a) = ¢(b) = 0, alo e suy
[a, 8] f ) s on g lznegalitéz
0 26— aps | ¢ 2
—a
(12) . SCPA(x)dx < s S(sz (x)dx

a a

y S . :
Démonstration. Nous allons nous servir de I'inég

b b

(13 1) ax < £ {r2(3) ax,

2
a I3

valable pour toute fonction
=flh) =0.

feCla,b], qui vérifie leg conditions f(a)
En écrivant J(x) = ¢2(x)

» 1lous avons en vertu de (13)

S‘P‘(x) = L =0 20(0) 0'(x) 2 .

On en déduit, 3 pa; a
€duit, 3 l'aide de (9), rinégalitg (12).

D Sa P
) ans ce qui ep;
cédent g Ul suit, oy
» dans yp ¢ ., - TOUs B ; - :
+ énonce gy, i 11 oposons de démontrer le théoréme pre-
SIgnons pay blus général,

$ solutions de I'équation (1)

ds donnés £, », T, ¢, ainsi que

) = Y
ISmaxE << 1<t

nt e
a S nomby i g
Solutiop " & réels donpgg YO,y 4@y 1’équation
(15) tne seule) AL
yE ¥, qui vérifie les conditions
= y0 ¥
» 'q -

(1} "
b y (cl) = yg‘_’)' y”(C2) _ },'(,2)'
b)Y, alor: 1gemontre,{ que 5 v
leme (])
(2

de

alité bien Connue [o3

définie§
ue la famille Y, jouit de la propri€t¢

R o S la-
+ Jouit de la propriété d mterpf; s
admet une solution (11111‘1“9)’ 9

R
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5

) i 0 o) @ ™ qui interviennent
que soient les nombres réels donmnes ¥, yih yah 7 4

dans les conditions (2). , o - |
Nous nous proposons de démontrer le théoreme suivant :

: Pinéealité swivante est vérifiée
CHEOREME 2. Si Vinégalité suivante fi

bl 1 g _
(16) _‘_-,7“_;,4_4__1_15..hs—i—i‘lﬁg-hﬂ-%—?o;ml-h—lgo (h=0—a),

it “

alors la famille Y jouit de la propriété K,la, b].

Démanstration. Supposons par absurde que dans lles hypo\théses ac’l_op’--
tées relativement 4 1'équation dil'féreutie]lg (1) et da,r}sl 11}{1)othese que 1 ing-
galité (16) a licu, 'ensemble Y, des solutions de I'équation (1) ne possede
pas la propriété d’interpolation Kyla, b]. ,()11 constate facilement que cette
hypothese attire l'existence au moins d'une solution non identiquement
nulle, y, de I'équation (1), qui vérifie les couditions

¥(

A

) =y (n) =" (L) = ¥"(%) =0,

ou £, 0, %, % satisfont aux conditions (14). Désignons par z(x) la déri-
vée seconde y''(x). Alors on a les identités

En multipliant les deux membres de 1'équation (1) par z et en intégrant
ensuite par rapport a x de %, a ¥, on obtient:

: [

S..(.'c) 2(¥)dy + Sj)l(x) 2(x) /(%) dx + Spg(x) 2(x) dx +

Mais
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En remplagant fa valeur de cette intégrale dans 1'égalité Pl‘écédente B

; . g t :
- yinépalité de Schwarz-Buniakowski, on obtje iy | - .
appliquant l'inégalité nt [ et en délimitant la derniere intégrale, conformément 3 U'inégalité (13), on
: 5 2 e, . 12 | obtient :
{17) Sz”(x) dx < (S pf(x)dx) ' (S #x)2%(x) dxv| 4 | % 2 2 % 2
{ - ]
% % ; & (20) S 22(x) [S z2(s)ds| dx <G =% n‘c‘) [g 2% (x) dx] .
g 12 rr, 1/2 ) & n o
2
+ (S pa(x) dx | - (S Ax)dx| 4 Si §; =%, ce qui a lieu dans le cas ot la démonstration du théordme se
G & fait relativement a la propriété d’interpolation du type (2), on obtient
t T 5 2 “ une délimitation meilleure que celle donnée par (20). En effet, dans ce
; p J s on a
+(Sﬁg(x) dx) . Szz(x) Sz(s)ds dx| 4+ § Ca
G [ o < S z 2 s x 2
S 22 (x) S z(s)ds] dx SS 22 (x) S [z (s) ] ds] ax <
T [ %

G

¢ 3 ole - W b | e
+ (S b (x)dx) . (S 2(x) Sdss 2(t) dt dx) ) f:

1 14 Cs z % x
; -_rs 2(x) (x — 4y) S 2(s) ds|dx<({y— C‘)S dx ng(x) 2(s) ds.
En verty deg lemmes 1 et 2 on a | s g i 2
1
(18) ‘ T ¢ . 2 : En tenant compte que la fonction qui intervient sous le signe de la der-
SZ“(x)zi(x) dx <*'*2ﬁ Sz'g(x) dx ‘ niére intégrale est symétrique par rapport aux variables x et s, on a
4 ! |
. ‘a SLooof GG e P’
22( x) 22 = 2(x)z%(s)dxds = — |\ z%(x) dx{,
(19) §'2‘( ; il e i 3 " S dx S 22(x)z%(s)ds . § §z (x)2%(s)dxds = S (%)
: x) X < —-.—ﬂl-—l‘ S 2’2 (x) dx . : L S 1 e
E . | et par counséquence
1 vertu de 1, Méme ; !
me inépali i
galité de Schwarz-Buniakowski on obtient ! & = § o - ult F
G i S 22(x) S 2(s)ds| dx <—-—E— S 2(x) dx| .
z 2 .
S i [ S #(s)d. e - : f % » o
Sldx g S 2 l: o
) ! 3 & S |4} s 42 = : En utilisant I'inégalité (13), on obtient finalement la délimitation
5 !
! 2
<l | ’ 5 . : e
~ -\ 2 & 2 ds| dx < =31 22 () dx
; o<ty ff o] I R =
' . i Y T 5
C[ Z
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8
En procédant d’'une maniére analogue, on ohtj
terme de (17) les délimitations 1t pour le dery;
e
O 3
(22) J= S Sdsgzt)dt dxg
[ n
G § “S 2 (4 x
<( 20 [{as|{ 2 @t| | ar < 22(2) 2 ¢ I
2T § [ ESd?S t) d| |ay <
G £ 5
S (3) |2 — & S Slz(')ldz dy <
Sl i 7 -
4
<{ 205 — _
§: &l S,s 7| SZZ Jatlds | dx <
n
. .
=( 25— ¢ 2
§: =Gl S ls‘—’filtls-Szz(t) dt|dx <
5 B
<( §
g~ Zz(x)dx o 3
2(1 (% - %)*
g § (t) at < = ) 2"%(x) dx

= 1 (cas dinter
polation ; 9
e (22, o Gorivgat du type (2)

S ds S 4(t) titJ:}x - ;-' r x 2

) S (% — s)2(s) ds | dv <
cl

), on obtient

9 SUR UN PROBLEME D’'INTERPOLATON

13

et en observant que, en vertu de la symétrie par rapport A x et s de 1
fonction qui intervient sous le dernier signe d’ intégration, on a .

el

ldxs 22(x)22(s) ds

1 3

Lo e 4
= ?S S 2%(x) 2%(s) dx ds = = [S 22(x) dx} :

[N < z,

LAl

Compte tenant aussi de I'inégalité (13), on obtient, dans le cas considéré
la délimitation .

s 2
(23) J % E%.E—')— ’ S 2'?(x) dx] ;
s _

Enfin, de (17) on déduit, en tenant compte des inégalités (18), (1
(22) et des notations (7), l'inégalité

9), (20),

it

e _py® [ o
22 dx < [(—“T_/fL - (S P3(x) d:c) +

5 &

(Al

—w ¢
e

S

\/-(

12 o Z 1/2
pi() dx) +f€*;f'"—-(§ 3() dx) +

G

) i ', 1/2 ¥
. L (S pi(x) dx) J -Sz'z(x) ax.

:I
[
En divisant les deux membres de cette inégalité par le facteur

[
S z'%(x) dx

)

en vertu du fait que la solution y a

qui représente une valeur non nulle ( ttion y
) et en tenant compte des inégalités

€té supposée non-identiquement nulle
€videntes

Vo= G-l L) =VE—a-myab) (k=1234),

7—*\



OLEG ARAMA
14 )
nous obtenons I'inégalité
L 3 ‘/2— -
R R R P

1
8

[

(24)

+_l:.m1(a,b)-h—il > 0,
V2 '

qui contredit l'inégalité (16). Ainsi, le théoréme 2 est démontrg
Dans le cas ot {; = § = %, en procédant d’une maniére an'al

en utilisent au liew des inégalités (20) et (22), les inégalites pra 8% et

(21), respectivement (23), on obtiendra une inégalité de 1a fo o

G g — o ; r'me 24) :
contredira I'inégalité (8). De cette.contradiction il résulterq 17, pei= ) Qui
du théoréme 1. era Iaffirmatiy,

Institut de Calcyl de U Académie

de la République Socialiste Roumanie
— Cluj —
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