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Nun ist @®(§,#) -0 fiir # - o ; geniigt also die Funktion y ay
F(K, R) einer Differentialgleichung (1) vom Grade #, so ist die Differen;
y(x) — P,_;(x) im Intervall [0, 3] gleichmdissig beliebig klein fiir hinrej.
chend grosses 7.

Ist weiter (y,) eine beliebige Folge von Funktionen aus F(K, R), so
dass die y, Differentialgleichungen (1) von der Ordung n, mit n, <u,..,
geniigen, so sind die y, gleichmissig beschrinkt im Intervall [0, §'] mit
einem 0 < & < min (3, R~1). Nach dem Vorstehenden wund nach (10)
konvergiert fiir [0, §'] dann auch eine Teilfolge der zugehérigen Taylorpo-
lynome

Py (1) = A(%)

und nach dem Vitalischen Satz ist A(x) in (0, 8') reguldr. Also konver-
giert auch die Folge der yk'(x) — A(x).
Daraus folgt weiter:

Ist eine Folge von Ldsungen aus F(K, R) von Differentialgleichungen
aus D(K) von wachsender Ordnung konvergent in [0, 8'], so konvergiert
sie gegen eine regulire Funktion.

Die Approximation einer Funktion durch Losungen aus I'(X, R) fiihrt
also nicht iiber den Bereich der reguliren Funktionen hinaus.

Sind die Funktionen y, dieser Folge alle einander gleich, geniigt also
diese einer Folge von Differentialgleichungen von wachsender Ordnung
aus D(K), so erhilt man ein fritheres Resultat.

Dass fiir diese Uberlegungen eine Bedingung von der Art (12) not-
wendig ist, zeigt das folgende Beispiel:

Die Funktionen

Ypo=2"nl n=12...
geniigen den Differentialgleichungen
a1 5,
st T

gehoren also fiir jedes K >0 zu D(K). Weiter ist

d"y

" = (nl)?
dx

die y, liegen also bei festem R > 0 fiir alle # > #, nicht mehr in F(K, R).
Fiir festes x >0 aber strebt y,(x) - fiir # — oo, so dass also di¢ Y»
dort nicht konvergieren. ,

¢ . :o der
Diese Arbeit wurde auf dem Kolloqui {i imations theori€
nkti quium iiber Approximat:o!
Funktionen, 15.—-20. September 1967, Cluj (Rumiinjen) vorgelegt.

MATHEMATICA VOL. 10 (33), 1, 1968, pp. 89—93
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ewiesene Ungleichung besagt, dass filr jede in

Eine von M.K. Toda b ion erster Ordnung f(%)

dem Intervall [a, b] konvexe Funkt

n—1
1+ : 1
(1 L AR 2T DYEN :
em
gilt, wobei »;, (1 =1,2,...,m) * beliebige re_elle lzlggﬁéln ;;Sersten
Intervall [a, 4] sind und y, (B=1,2 .., %~ 1 ,‘_llelNg > ) sind. Eine
Ableituﬂg des Polynoms mit den Nullstellen x; (¢ a— uilg’ cillt eine enif-
e [ ey L 18 L O;t IlDie Ungleichung Von
sprechende Ungleichung, wobei aber in (1) = " tionen erster Ordnung
}?da ist eine fir die konvexen bzw. konkaven Fun o
Charakteristische Ungleichung. ‘ . tion, die kon av
Es sei nun f(x) g_ine im %ntervall [@, b] positive OF tﬁkund %9 € (@ 0]
etster Ordnung ist. Aus der fiir ein peliebiges 7 € [0
Beltenden Ungleichung
7. flz) + (1 —7) Sfly) = (f(=) (f(5)

nktion erster Ordnung

1—7

;;Itldfalus der Tatsache dass f(x) eine konkave Fu
3 Ogt
i — "t e L= =7 nf(# +
Inf(r.x 4 (1 _7)y) = In(r flx) + (1 Nf ="

+ (1 —7) 1o f9)-
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Also ist auch In(f(x)) eine konkave Funktion erster. Ordnung, und aus der
fiir sie geltenden Ungleichung von Toda erhalten wir folgendes Resultat:

Jede im Intervall [a, b] positive, konkave Funktion erster Ordnung
f(x) erfillt die Ungleichung

1 1

@ i f(x1->]"g["ﬁlf(yk)]"— |

i=1 k=1

wobei x; 1 =1,2,...,%) n beliebige reelle Zahlen aus dem Intervall [a, b]
sind und y, (k= 1,2, ..,7 — 1) die Nullstellen der ersten Ableitung des
Polynoms II (x — x;) sind.

: i=1

Fiir die im Intervall [, b] positiven, konvexen I‘unktionen erster

Ordnung gilt die Ungleichung im allgemeinen weder mit = noch mit
=. Es ist 2.B.

1

Dfirn=2 x=12=5y=3 fr) =2 (1 5°<3

1

(2.6)%>3.

Ist n eine natiirliche Zahl, n > 2, f(x) eine im Intervall [a, b] stetige,
positive Funktion, fiir die die Differenz

2) fir n=2, x, = —1, =35, 1=2, flx) =14 |x|,

1 1

@ Prrraes) = | ] [ ] 20

i=1

fiir jede Menge von 7 rellen Zahlen x;, a < S A xS, wobel

Y (k=12 .,7—1) die Nullstellen der ersten Ableitung des Polynoms

,'I—I1 (* — x;) sind, so schreiben wir kurz

feD,.

Die Mengen @, sind nj
zu jeder dieser Mengeli1 @Iilc(l:tt—_l—egf’3d2 ZB L o e (et BEO)

.) gehéren,
satz 1. 4 A L
folet: fe D fues é i.@m.p, wobei m, p natiirliche Zahlen sind und m, p = 2

o —
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Es seien #;(i=1,2,..,p) p beliebige reelle Zahlen aus [a, b], y,
k=12 p — 1) die Nullstellen der ersten Ableitung des Polynoms

?
Il (x— xi)-
jml ?
Setzen wir P(x) = .“1 (¥ — x;)™, so ist
[ Il
3 s A \m-—1
P'(x) = mp Pt (x — %) ;

=]

(% — Y-

Aus f€D,,, also aus

1 1

P mp ? p[_il mp—1
Dmp(xl.' e Xy veey x]’ neiny xp) — [” fm(xi)] - “ fﬂi-—l(x'_) o, f(yk)J go

pai i=1

folgt

iml =1

[ ]z | " [ 0]

r

und wir haben dann

2
|

[ ] "2 ||

d.h. es ist Dy, %y ony 7)) = 0 ix fl0), also f € Dy

satz 2. Ist fe @D, n=2, so st f(x) eine konvexe Funktion.

S . Wir setzen
Es seien nimlich t,, ¢, zwei beliebige Zahlen aus [a, b]

— f.- ist
dann ¥y=xy=..=2x,,=2¢ und %, = {,; dann

htBi—lib,
Ni=Yo= .. =Yp2 =l Yn1= n

Aus D,(x,, X, ..., %,) = 0, also aus

1

—

R T e I

n

Chalten wir

fWﬁﬂm;ﬂ%+p~gQ
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Ebenso erhalten wir

fef=1(t) = £ (i- 3 (1 - l] tl).

" n
Aus den beiden letzten Ungleichungen ergibt sich unmittelbar
y 1 Iy 1
St fe) = (24 (1= )t) Fe+(1=2)u).
% Hn n 7 |

Durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung und aus der Stetigkeit
von f(x) folgt

w [ T3
fit) fit) = 72 (2]
somit auch
ft) + f(ta) ’;" {th + 1)
4 S E ) ) 2 /()

wobei #;, {, zwei beliebige reelle Zahlen aus dem Intervall [a, b] sind.
Die Funktion f(x) ist in [a, &) folglich konvex.

. Aus (4) folgt auch, dass In(f(x)) eine in [a, 8] konvexe Funktion
ist, dann ist aber auch: fe®, £k=23,...,%,...

Damit ist auch der nun folgende Satz bewiesen :
satz 3. Ist fiir ein festes n (n = 2), feD,, so folgt
fE@kl k=2)3:"'an"'

_ Weiter beweisen wir eine Ungleichung beziiglich der Summe der
Flacl_lemnhalte_der von den Nullstellen eines Polynoms und seiner ersten
Ableitung bestimmten Dreiecke.

N. G. De Brujin und T.A. Springer haben folgenden Satz bewiesell:

SATZ 4. Es sei P(z) ein Polynom n-ten Grad t beliebigen komplexen
Koeffizenten. Die Nuilstel] ades mat beliebigen komp!
S o, Sl i zus ellen der ersten Ableitung des Polynoms befinden

- et belieds V]
als die Nullstellen des POZZ’OJS.szgm Geraden der komplexen Zahleneben

g;ne direkte Folge dieses Satzes ist folgendes Resultat :
Mit 40 sglezl)l }fézb' hzwe1 gegebene Punkte der komplexen Zahleneben®
a,b, 2 bestimmt cicmnen wir den Flicheninhalt des von den 3 Punkted
2 0, mmten Dreiecks. Es gilt dann folgende Ungleichung :

1 2 -
2 1 n—1
P A b 8) 205 (0, b,
=1

i=] (n__ 1
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: (k=12 .,7n— 1) die Nullstellen der ersten Ableitung des
golb iorjrll’; mit den Nullstellen z; (i =1,2, .., n) sind (z; sind # beliebige
oly

komplexe Zahlen).
Dann folgt sofort

n n n—l
1 n IL n 5 > —_1_-— A z B 2
.;—321??1 ;Zl Alz;, 2 A-l;) = (win— 1) &= =l = ( i1 %4 y],) =
i=1j=1k=
n n—1n—1 1 n—1n—1n—1 )
= l > ] A }] 7] .
2 i i i Al 30 90 B 2y gy A0 2

Damit ist auch der nun folgende Satz bewiesén ;

5. F ) ) ei ebi, . n-ten Grades ind 2q; Za, ... %
stz 5. Es sei P(z) ein belicbiges Polynon: n : /
b:cw.svl Yoy -+ Va1 Scien die Nullstellen von P(z) bzw. von P'(z). Dann gilt

folgende Ungleichung :

LY Amaz—— 2 Als e

3 = ]
=i k=N (n— 1P 1=p<r<ssn—1)
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