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1. In einer kiirzlich erschienenen Arbeit [7] untersuchte I. J. SCHO-
ENBERG, ein Interpolationsproblem durch Polynome, welches ein Sonder-
fall des allgemeignen Hermite-Birkhoffschen Interpolationsproblems [4],
(3] ist und zeigte dass die Losbarkeit solch eines Problems sowohl von der
Matrix A, die weiter unten definiert wird, als-auch von .der. Lage der Inter-
polationsknotenpunkte abhingig ist. sresiye Sunl wb peph travest 8

Die vorliegende Arbeit dient der Aufweisung eines Interpolationsproblems
welches aus der Verallgemeinerung der dem ,Inte_rp_(_)lationsproblemj;yjon?
ABEL [1] entsprechenden Matrix -4 abgeleitet s wird. - -~:- --. e

Sonderfille dieses Problems wurden in den -Arbeiten 12],
(8] untersucht. &L R .

_ Weiterhin wird ein anderer Sonderfall untersucht,- wobei - wir. eine
Regularitatsbedingung des Systems der Interpolationsknotenpunkte - der
Matrix A und auch eine explizite Form des entsprechenden Interpolations-
polynoms geben. v o B e s

-8 Te sei- A = (o)t 1=0.4, 2l R4 =0, LS, omatine Matrix
deren Elemente folgende Bedingungen erfiilllen: . B e Tt s

(1) ay =0 oder 1, §=0,1, 1., ALF=0,1, w77 "
4",4. x k - n .‘ : » AIEL .'_-:’ % ..'”.-, k-. - -- i -;‘ ... --.\.r. ‘
o (II) 2 oy =% + 11' ‘ i -a‘io :',-"— .0. S sy
=0 =0 P R

MDY ayz L i=01 . uk . 7

—0

w

Dieser Matrix werden wir_ folgende Menge ,c;ler_se()_f?_h,l?ﬁe,“' Paare von

Zahlén Zuordnel‘[: i s i Ll Swmaltt , B i f..f”
=0 Bl s =01

a={(i,j)&="1
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Es seien Xg, % % ---:xk’ktk g_ezleiclifgglf “iiglen: die Wir | . |
hin als Interpolationsknotenpun, - v en. Dang defj e
fi?»; 1I:Iatnix A folgendes Interpolationsproblem : Wjgry

INTERPOLATIONSPROBLEM I (Herrrr}lthBérl?I?(}ff). 53 Sei 8 iy "
von reellen Funktionen ener reellen Verdnder z?en,kt-w M dem ntgy"ge
[a,5] D {%p -+ s %) definiert sind. Es ist eine Funktion f ¢ g - bcst:-)a”
men die folgenden Interpolationsbedingungen gentigen soll : .

(1) fiE)y =59, (@i ea

wobei y gegebene reelle Zahlen _sz';;d. : T .
Im allgemeinen ist die Menge & die Menge II, der Polynome -
Grades.

Definition 1. Das Interpolationsj)robl'em I ist lésbar falls P
das einzige Polynom P €11, ist das den Bedingungen

Pix) =0, * (ij)ea

gendigt,

_ Wie wir bereits in der Einleitung gezeigt haben, wird in der A.rbeit
[7] gezeigt dass die Lisbarkeit des Hermite-Birkhoffschen Interpolations- |

problems sowohl von der Matrix 4 als auch von der Lage der Interpola-
}::onfknoterllgzuukte abhﬁndglg ist. Die Bedingung dass die Interpolations-
notenpunkte untereinander verschieden sind, ist nicht geniigend fir d
Losbarkeit des Problems g o - ' benuger'l‘ ‘fu_r t

In dem nun folgenden interessiert uns di solations-
Etotenpuikte Sy ie Lage der Interpolations
Matrix A losbar ist; -

Definition 2
nemnt sich rvegulir fiir eine

I), (1), ; : C ; :
Sn')ﬁagz % %ﬁi,"zfs’;_m' Jalls das I nierpolationsproblem 1 im Sinme der Defr-

I3\T]I::‘.;:1 Spezialfall des Interpolationsproblems I ist - :
> “RPOLATIONSPROBLEM T (Abel). Die diesem Interpolationsproblen

enisprechende Matriy 4 erfiillt ay,

hetlszeichen (IT1), noch die Bedingung :

(IV) Eaij = 1) j=0) ll -- oy 0.

9 }

¢ em Interpolationsproblem mit einer gegebenen

Das  System 'der'Kuotmj)mzkte Kios i:], e 5|
gegebene Matrix A, welche die Bedingungon |

sser den Bedingungen (I), (1) met dent‘Glﬁifl" |
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| IN.{ERP-QLATI_ONS_I"ROBLEM, I11. Die Matrix A erfiille die Bedingungen
(), (11), mit Gleichheilszeichen (IXX) und ausserdem noch die Bedingungen :

(V) Fiir eine einzige ganze Zahl v 0= vy, findet folgende Bezie-
Jung Statl:

oy = S

k
Ly % =S, 2=s=n—v+1,
=
k ' ' ; ;
(VD) 25 =00der 1, §=0,1,....,v—1,v41,... 2
1=0
Man bemerkt sofort dass man fiir v=0 und s = # 4 1 das Lagran-
gesche Interpolatiousproblem erhilt. o g v X T
Anschliessend werden wir einen Sonderfall des Interpolationsproblems
111 untersuchen und im letzten Abschnitt der Arbeit werden wir eine Regu-
laritiitsbedingung der Interpolationsknotenpunkte fiir das allgemeine Inter-
polationsproblem III geben.
4. Den Sonderfall, den wir nun untersuchen werden, erhilt man fiir
s =2 und beliechiges v, 0 < v<n — 1. ;
Aus den Bedingungen des Interpolationsproblems III folgt unmittel-
bar A = n und ohne die Allgemeinheit des Problems einzuschrinken koén-
nen wir voraussetzen, dass nur die Paare der Form:

(BB, B=0%...¢=Lu+L. al
und das Paar: | ._
(1, v), p natiirliche Zahl und v < p, der Menge a angehoren.

Fiir w = v ist die Matrix A die Einheitsmatrix und wir erhalten da
Interpolationsproblem II. i

SATZ 1. Das System der Knotenpunkle x, %, ... %, 15 regu-
lar, fiir die dem Interpolationsproblem I11 mit s = 2. entspraclzengla M at}:m
A genaw dann, wenn die Knolenpunkle x,, %yy, ..., %, die Bedingung:

i‘u ‘ll-f-l IH.—'I
(2) S dl, s S T Sdtu#_O )
Ty *u+1 1

erfiillen.

[ionsy; i Form cines

's. Indem wir das Interpolatlonspolyngn} in der c

I’OlvnBcﬁZ“n-ten Grades mit unbestimmten Koefﬁme}x;lte.l;) es;ml;gﬂaﬁzg ‘f‘}:;

dieses Polynom die Interpolationsbedingungen (1) s?f'r?intex; i oy

ein System von linearen Gleichungen mit den Koe 17,13 5 v s 8

noms als Unbekannte. Die Regularitdt des Syst%m: ] meinante Sple
ist dquivalent mit dem Nichtverschwinden der Dete ‘ _

erwihnten linearen Systems.
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alten wir nach Satz 1 die Regularitisg .

9 die explizite Form des gesuchten P(?ly:ll(%

= v+ 1, erh lng
1315;

Fiik B nach Satz

%, £ % und

Nxy — VX,
n— v

Bemerkung 2. Fir das in [7] gegebene Beispiel, wobe; die
em 5

1 n—1 —_
o) = 25 = 51

Afﬁh’l‘x
A diec Form: 10 0
A=10 10
1 00

hat ist die mach Satz T erhaltene Regularitdlsbedingung
% t
S dt, S dl, 20 oder x =
zy 5

Andere Sonderfille des in diesem Abschnitt untersuchten Interpol,.
tionsproblems findet man in [6], [9].

(%0 + x,).

o=

3. In diesem Abschuitt geben wir eine I{egularitétsbedingqug des
Systems der Knotenpunkte fiir die Matrix A die dem Interpolationsy
blem III entspricht.

Wir bezeichnen mit A™ die Matrix enstelit indem man in der -ten
Reihe die Elemente ay; = 8y, 4=0, 1, ..., # setzt. Man bemerkt dassdi
Matrix 4™ ebenfalls ein Interpolationsproblem III definiert.

Es seien 1, 4, ..
haben und:

Q={0,1,...,n} =, Ty s oy B e

SATZ 3, Das System der Knotenpunkte x,, x,, ...
fiir die Matrix A die dem Inte
es einen Index i,

xl',|+ll o oy

By

n TegUldr st fiir dic Matrix 40 und  x;
des I nierpolationspolynoms 15t, welches d
der Matrix A®)

keine Nullstell

em  Interpolationsproblem 111
fiir das System dey reellen Zahlen

=0 BeQ
¥l =1

[

{v) — -—q 4 . . %
yv 0, Y =1, 1, sy Yy, Sids 2 205 g

entspricht,

Der Beweis dieses Satzes ist dhnlich dem des Satzes 1.

L=ty gibt so dass das System x4, %y, -0 or Fi-v |

i

., 15, die Indizes der Reihen, die 1 in der v-ten Spalte |

2st reguldr |
rpolationsproblems III entspricht, wem |

1

i
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Bemerkung 3. Eip

Sonderfall des Interpolat; ;
P hp g bl 'f erpolationsproblems TIT it

aio=l, 1:'—_—0,1,...,8—‘1,

8= 5 5 1, ..., %
und die #brigen Elemente gleich Null sind, wurde in (8] angefi

ogs = 1

hrt.
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