MATHEMATICA VOL. 11 (34%), 1, 1969, pp. 143—146

SUR UN TYPE D’INTERPOLATION TOPOLOGIQUE

par
PETRU PETRISOR
a Cluj

Dans ce travail on cherche un certain type d’interpolation sur la famille
de toutes les topologies définies sur un ensemble donné et I'on donne en
méme temps une caractérisation de la topologie par rapport 4 laquelle le

robleme d’interpolation étudié est possible.

La topologie qui caractérise le probleme
générée par une mesure réguliére.

Soit E un ensemble et A C P(E) un clan sur lequel est définie une
mesure (L.

Sur la famille & nous définisso
A < B seulement si L = B — A est p-

d’interpolation étudié est

ns le relation d’ordre « ainsi: (1)
mesurable et s'il existe un g-anneau

ainsi que B — 4 € 5%, )
Nous allons désigner par < la relation d’ordre définie dans le travail (1]
Soient A, B €@ tels que B < A.
De la définition de la relation < on déduit que p(B — A)=0.

Désignons par So 12 famille des ensembles A €@ qui sont triviauX

par rapport 4 la mesure . Cette famille forme un c-anneau et df’ plus
A—BeSt De la définition de la relation d’ordre < on déduit que

A > B.

Soient A4, B € @ tel que A< B.La ensemble_L — B — A est mesu-
rable par rapport 2 la mesure @ et de plus il existe un g-anneau S j:el
que B — 4 € 5™ Aussi peut on construire la mesure B de telle mamiere
que:

g: 4 — R, B < Se.

i :nition de la mesure
De B — A € S* on déduit que 8(B—4) 0 et dela définitiont , ire
B il résulte qu'on peut trouver 'ensemble C € Sw de maniére quon ait:

@) o — i =By =T
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A titre d’ensemble C on peut prendre tout Y D C. De cette Propriétg

I’ensemble C on déduit que: en général €t¢ g,

w(B — 4) > 0.

Soit & C @ une sous famille. '
Supposons que la mesure est compléte-Dedekind par rapport 3 1’
< domnc: Ordre

3) 3 VvV B<S
Ssegn BER

ol OM¢ est la famille de tous les ensembles u-mesurables. De B 2 S
déduit que 'ensemble L = S — B est p-mesurable et qu'il existe un o- .
neau S* tel que: Al

S — Be Se

On peut construire une mesure f:d — R de maniére que B < Su
S — B e S on déduit que B(S — B) = 0. Il existe 'ensemble L ¢ Sw te?
que:
wS—B—L)=0.
Cette égalité nous conduit a:
wlS—(BU L)) =0.
I ensemble S étant mesurable par rapport 4 la mesure p on trouve:
B LS. '

La relation Q’ordre < étant topogéne on trouve: B < S, donc la mesure
u cst compléte-Dedekind par rapport & l'ordre << et alors on a la

Proposition 1. Si la mesure u est compléte — Dedekind pay rapport
h3 b )
a Uordre < allors elle seva compléte-Dedekind aussi par rapport a Uordre (2

Remarque : En employant les notations précédentes et supposant que:

3 V B<S

segnt Begy
13. relation B < S nous COnduit a la 1 t. . . S_.
 Besk Do glis S —~Bed.” u(S — B) = 0, dome

- La derniére relation nous montre que: B (2 S

On dit d'un ensemble X qu’il a la propriété d’i 3 .
. été d topologt
que par rapport 4 une famille § de to;l))olopgies esi: SIS

T, T,¢9, 3 I,<T<T,
Tey
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goit X un espace topologique fai i
 oode ses CO_Inpg.Ctificztiorgllsc,l -k ilel;ltt:.l e&gts :;tuf;‘ o-absolu. Notons avec
|y a une application isotone définie sur famillesde it de Yu.M. SMIRNOV
| Yons de r espace topologique avec valeurs dans l’en?éte% 1le:s compactifi-
P,oximités de l'espace X. mble de toutes les

Soit & la proximité qui correspond 2a

P]icagon g-ldessui. "
onsidérons I'espace de proximité i
; partir d'un seul espace tOpggéne, (X, E). On obtient cet espace

Soit (X, M) cet espace.

La relation U étant topogene et si i i indui
x % une topologie . pog simétrique est perfaite et induit

Sur l'ensemble X nous allons considérer 2 topologies: T et p.

Si la topologie p était la topologie induite par X?, alors il faut avoir
ja relation: p. < T qui est en contradiction avec I'hypothése que X est
un espace faible et Fg-absolu. Si toute autre topologie p. vérifie la relation
we Ly alors la topologie T est une topologie minimale.

L’espace (X, T) est un espace F-absolu et donc n’est pas absolument
fermé.

La classe des espaces absolument fermés contient la classe des espaces
minimaux et donc (X, T) n’est pas minimal, ce qui représente une contra-
diction. Donc il existe au moins une topologie non compacte telle que
p<T.

Supposons qu'il existe la topologie compacte v telle que:

p.<v<T.

la compactification X* par I'ap-

La topologie p. étant moins fine que la topologie v est gqmpacte, mais
cela est en contradiction avec le raisonnement ci_dessus. Désignons par Kg
la famille de toutes les topologies compactes définies sur X.

jent le résultat suivant: -
91111}181?1}3:[}; Tout espace E faible qui elsz ?,—a@ﬁ@h},{ nw'a pas la prapr.wte
d'interpolation topologique par 74 ort & la familie 1. )

?S(J)bit (tX, 1) 11bm %s%aceﬁtopoloj)gji)que faible et F-absolu. So%en; Tll"u:‘f;:
deux topologies définies sur 'ensemble de telle maniere qu% 2 T i
que (X, T) est l'espace faible et Fg-absolu, on déduit que Ty e
pas compacts. Désignons pal Q 1a famille de toqtesT lesDogtc) Ig o
nies sur X qui sont moins fines que la topologie E n(; o L1 € it
T, Q. La famille Q étant non vide et inductivement 0r¢o !

qu'elle a un élément maximal T, donc:
T, < T < T \ 1
Il y a une seule topologie généralisée T, qui ersft _}ca %éétflié;iitr;lii de la
topologie 7”7, donc il existe une relation < pa ’al'etrice T L
qui induit 1a topologie T Cette relation étant la généra
ture topogéne a donc la propriété:
A& B= A <Y <B.
YEPX)

. 9.
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- tion < et par R, la relation <,
Désignons par R la relatio le G ouvert par r '
Soit (4, B) € R. Il existe I'ensemble Par rapport 3 |, tope,

logie 7' que: AcGCB.

La relation R étant topogéne on déduit que la famille:
(U: A<U<B}

ologie sur P(X). Cette topoI(I)gIe sera désignée par ¢

et bléfnee dt}otxfcﬁiong d’ensemble 2 valeurs réelles s'appelle rgéguliérek i elle
est continue par rapport & cette topologie. Si_ cette fonction @’ensepyy,
est continue sur l'ensemble 4, alors l'ensemble A Serf:m)appelé régulier

Sur la famille P(X) définissons la relation d’ordrgl < ot 1 est ype
mesure réguliere compléte-Dedekind et dont la propriété d'interpolatio,
est réalisée sur la classe des ensembles m-réguliers.

De A < B on déduit qu'il existe un ensemble m-régulier tel que:

A< ¥ < B

De la définition ci-dessus et de la derniére relation on déduit:
' m(T) = 0.

& ICB-4
Cest-a-dire que 4 < B.
(m)
En supposant que 4 < B, il existe un ensemble C tel que:

m _ (m)
A< C<B.

Cette relation subsiste méme si I'on remplace C par n'importe quel sur

ensemble de C.

L’espace initial étant T,-séparé 'on déduit qu'il y a un ensemble

qui est T,-ouvert et que G > C. Donc:

(m) _ (m)
A <G < B.

Cest-a-dire que 4 < B.

V. o ’ ’ Id .
Par conséquent T’ est généré par une mesure réguliére.

THEOREME. Un espace topologique faible F -absolu a la propriété d'interpo- |
lation par rapport & la classe des topologies gémérées par ufe mesure réguliert |

et compléte-Dedekind.
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3AMEYAHUS O NPOOO/HDKEHHH JIMHEWHbBIX &YHKUHOHAOB

10. A. WAIITKHWH

CsepasoBck

1. B kuure A. H. KOJJMOTOPOBA M C. B. ®OMWHA [5] umraTemo npen-
naraeTcs rokasartb, 4TO B TeopeMe XAHA — BAHAXA [3], [1] © mponosxKeHHH
JHHEHOrO (DYHKIMOHAMA MOXHO ONYCTHTb YCJNOBHE KOHEUHOCTH MaKO-
pupyioLlero (yHKIHOHa/a p(x). Hacrosmas samerka nocBAlIeHa YTOUHE-
HHIO 3TOro YyTBepxjeHud. KIMeHHO, 3Jechb AaHO Hoe6X04MMOe ¥ J0CTaTOu-
HOE€ YCJOBHE NPOLOJKEHHA JHHeliHoro (yHKuHoHana, 06J1aal0lero cyban-
JHTHBHOH, HEOTPHIATEJbHO OJHOpO AHOH (8 Gosiee obuiem ciay4ae — BbINYK-
J0H) MaykOpaHTOH, KOoTopasd B OTJHUHE OT KJ14CCHUYECKOro CJayuvas MOXKET
npuHUMaTh OecKOHeunble 3HAUeHHs. MHTepecHO OTMETHTb, YTO YACTHLIMH
C/yyasiMH TIOJYYEHHOro 371ech 06111ero KPHTepHs SABJSIOTCS TEOPEMsI O MPO-
NONKCHHH JIHHeiHoro GyHKIHOHAIa, MOJOXKHTEBHONO Ha konyce (em. [6],
[10], (9], [2]), wn OPTOroHa/bHOrO HEKOTOPYMY noanpoctpancrsy. I1puBo-
AMMBIii HH 7K€ KPHTepHil NpOJ0JIKEHHs (pyHKUHOHAJA C BBINYKJIOH MaXKOpaHT-

ot oBobuiaer Teopemy X. HAKAHO (8]

2, Mpl npuMeHsieM B 3TOi 3aMeTKe caepyouiye 0603HAYEHHA: EH-)—.
JeficTBHTe IbHOe JIKHejHoe MPOCTPAaHCTBO (BooOuie roBopi, Ges TOTIONOTHH);
G — ero co6cTBeHHOE JIHHEHHOE MOANPOCTPAHCTBO ; 0 — Hyneaor:l oli:i‘wgoup-
npocrpancrea E; E# u G¥ — (aﬂreﬁpaqucxn) Eonpﬂme}:{}};ﬁﬂb‘g c.ngny-
cTBa; p(x) — (yHKUHOHAJ, onpeje/eHsblH Ha H nox

IOLLMM YCJIOBHAM

(1) — oo < p(x) = + o0,
@) plx +y) < () + 5(¥)
(8) p(tx) = tp(x), t =0

: (cy()a)ULHTHBHOCTb),

(seoTpHLATENbHAS 0{HOPOAHOCTb).

nPH JNONOJHKTEJbHOM ﬂpeﬂ.nOJIO)KEHHH

(4) px) =0

- = 1 p(x 1}
Mbl GyjeM paccMaTpHBaTh BhIIYKJIOC nowectso K = (€ E1p(#) = }




