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SUR LE PROBLEME BILOCAL RELATIF AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

par
DUMITRU RIPIANU
a Cluj

§ 1.

Dans cette note on traite un cas particulier d’un probléme qui a été
abordé dans des conditions plus générales ([1], [2]).

On considére une équation différentielle du second ordre, de forme
normale.

(1) Y(%) + ay(2)y'(%) + ay(x)y(x) = 0

dont les coefficients sont des fonctions a dérivées premiére et seconde -
continues et uniformément bornées dans l'intervalle [0, ooc). On désigne
par L = (/}, l,) une paire de nombres donnés, non tous nuls, par 2 = a(#) la
fonction vecteur (a,(x), ay(x)), par @, (%)
la solution de I'équation (1) qui véri- f
fie les conditions de Cauchy g, t(0) = P
=l 0, ¢, ,(0) =, et par (0, App) I'in- (s )
tervalle ouvert de longueur maximale dans
l,e‘que] on a o) (x) = 0, quelleque soit
le,(]_u_ation (I) dont la fonction vecteur a
verifie les conditions requises dans I'hy-
Pothése H, ci-dessous, le nombre p étant
tgal 4 0 ou a 1.
Le probléme consiste 2 déterminer
le nombre AsD, 1.
. Dans cette note on donne une
déh.mltation inférieure du nombre o, p,z i
W sera désigné par la suite pour la Fig. 1
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‘ 2
commodité par A). Moyennant une hypothése supplémentaire o Obtiens
un résultat plus précis, en déterminant un ensemble I de Nombreg .-
comprend le nombre A. Les procédés indiqueés pour T'obtentjoy eQm
délié)litation inférieure, respectivement de 'ensemble 1 peuvept s,adaptera
avec des modifications insignifiantes, au cas p = 1. :

On désignera, selon I'usage, par () un intervalle ouvert et par [
intervalle fermé. . i )
. 11(1); fera relativement aux coefficients de I'équation (1)
suivantes :

Hypothése H, Quand x parcourl Piniervalle [0, %), It foint
M de coordomnées By = ay(x), B. = an(x) est situé dans un domain, Serms

(D) borné, dans un plan rapporté aux — 08,8, j)_(ﬂ\arc BC,C dey

courbe d’équation B} = P(B,) et par son symélriqgue BC_C par rappors.y

! , tion donmée, mon négative et g déyy;
laxe O ig. 1). P(By) est une fonc 0 g el ol
j)-rem-iérgl c(tf gecond& continues dans Uinlervalle (b, ¢) délerming par dowy
racines consécutives b et ¢ de P(B,). , . .

Remarque 1. Nous maintiendrons lhypothese (faite en (1)),
que dans tout point de la fronti¢re (S) du domaine (D) on a

]
les hyPOthéSeg

+(5) >0

(1;) [aF 2 Jch

o,

u F(8,,P.) = B2 — P(B,) = 0 est I'équation de (S).‘Cc_ci dm}ne ’
(();12) 4(%2(%3,)) —I—%'%’z(ﬂl) >10 pour tout B; € [b,c] c’est-a-dire P’'(0)F'(c) 0,
c’est-a-dire que les racines b et ¢ sont simples. ‘

Hypotheése H, 1° Les fonctions de la variable «,

A (o) = 2VP(@) [2P(w)) — ay(P ()] — P'*(ar)
A+(°’-1) = ZVIT(E[QP(%) — o1 ()] — P*(ey)

ont chaqune dans Uintervalle [b, ¢] un nombre fini (aus plus) de racines
2°. Les fonctions A—(a,) et a1 _(a_‘)._ — L w'ont aucune racine conmune
- ' = ZVIP(al) Iy
) ‘ . , : 1L ns
et les fonctions A* (o) et —=1 (o) + 2 wont aucune racine commune da
s 2\/1)(“1) lo .
Pintervalle - [b, c]. g

Hypothése H, Les dérivées ay(x) des coefficients a(x) deﬂgfllti
Jouissent de la propriété que la Sfonction-limite de toute suite -comzf’om{_
{1, ()} (n=1, 2, ...) de telles fonctions ne posséde pas de points ,amels
mulation des racines & distance finie, exception faite des intervalles évet
sur lesquels ceite fonction est identiqguement nulle.

Les deux derniéres hypotheses H, et H; seront formulées
termes utilisés respectivement aux §§ 2 et 3.

dans 16
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: § 2.
Dans ce para_grap}le on va déduire quelqyes . ' .
fes procédés mentionnes au duelques relations qui fourniront

On désignera par R[’f] la plus pet
supposée definie dans l'intervalle
on €crira par convention R[f]= o)
tion-vecteur mininisante '

1te racine positive de la. fon

[0, o0) (si 0
.Ona établijz([y;)] e taut

ction f,
x>0,
existence d’une fone-

1 of(x) = (f(x), «fx)) avec af(x), a;(x)EC(l)[O,Qo),

gid Jouit de Jo \propn?"‘?é a lﬁ’D",‘: RR%E,L(”” et C[ﬁe cette fonction
vérifie un systeme d'équations  différentielies (qui d’ailleurs ne dép 1
pas de p) et qui dans notre cas (n = B oot penc

.F(O’.](-“‘)J d“l(x)) == 0
d i 1"(;,(3:- Ba) B, (Br. B2 :
e o [ B .
d s I, (R "j‘) [ 33
? R R I AT .
« 15,8y B
L gty + aa(1) =0
IV.”: Bi Be) Bg=o(x)

ot F(B;, B.) = 0 est, comme mentionné, 1'équation de Ia frontitre (S) du
domaine (1) ct la notation H(B,, B

2) lg _q ) désigne I'expression obtenue
t s~ s
en remplagant les variables 2

e1 €t B, de la fonction H(B,, Ba) respectivement
par a(x) et =,(x}. De plus, on a éerit a(x) = (a(%), a(x)) 2 la place de

o (x) = (o} (1) 53 (v)).
La relation suivante est également vérifide
(3) 1: ]0

." /e Q)
/ 'r;l(|1]- 3a) |

By agl0) Fﬁ:(ﬁl' 32)!35'=a5(0)

ces relations (2) et (3)

sont valables pour tout x de l'intervalle [0, 2]. Dans
notre cas (F(a 3

1 Pa) = B — P(B,)) clles s’écrivent:

(4) of = P(a,)
(5 @ Pla)) Pr(2))2 _ Ple) ..
) dx 24, T( oy ) T B 20, te=0
v h__ b,
— P’(,(0)) 2a,(0)

S Lemme. La fonction oy (%) ne peut s'annuler avec changement de
[} . . . .
She pour aucune valewr x de Uintervalle (0, 2). - .
- _cmonstration. Au cas contraire, si pour x = %, € (0, %), ?tlfx) P~
"It — pour fixer les iddes — un maximum, la courbe (I') d’ équation
9:1 = al('r)

. bl t
Présenterait dans un voisinage convenable, M, M M, du poin
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- roisinage étant garantie par I'hypothese H, _

M, — lexistence deEce ;f?ét ilg est facile de voir que o«f(x) egt la la
forme de la fig. 2. En ellet, 1 t une suite {a;,(x)} (n = g
B e e =1L % .. e T BLE
de dérivées de coefficients t?l:lm(xI)AISn[[_z ]]' L,a arilios 4 ”-(x) }:cl (neTO;lstration
en a été faire par LASOTA et OPIA; est une suite qui converge’ unifo;
mément vers o,(x). Selon I'hypo.
thése Hj, les zéros de o (%) sont
donc ou bien des points isolés, o
bien leurs images constituent des
segments de l'axe Ox. 1| eXisterait
alors deux fonctions uniformes ¢,

la variable o, désignées par X, (a))

et X,(«;), définies dans un inter.
valle convenable [ah, al] gt
telles que pour tout o, de cet

= intervalle, les points de coordonnées

(XI(“l): ), (X'z('fd)- ¢y) sont respec-
tivement sur les arcs M My et
EMO de (I'). Nous présenterons ',
Hypothése H, La fonction ay(x) ne change pas de signe quand
vt Uintervalle [0, A]. ) _ ) )
* P‘ch?aide de cette hypothése, on introduira l'expression

§ o,

o0

|

of?

@) B(x) = — LIl Afay).

2 ay

La fonction A(«,) est une fonction uniforme 2 dérivée continue dans l'i;:telr;
valle [, al] C (b, ¢) (ol ol = min o,(x), of*) = max «,(x)),

_XE[O)) vy [0‘3] prendrait
condition que a{™ 5£ b et oM £ ¢ ; s par.exemple WM =0, e l(m) s
au lieu de l'intervalle fermé [uf", )] lintervalle semi-ouvert (o™, L
. . i e
et ainsi de suite) parce que PB,) ¢ Ced, c]. e Igaetion i) esstinet%zr-
lement une fonction continue et a dérivée continue dans tout sou

]
valle fermé de [0, 2] dans lequel o,(%) 2 b et o«,(x) ¢ Dans un te
intervalle

©) 0 (x) = A'(oy(x)) i (%)

)(
On supposera d’abord que sur la fig. 2, o® < ¢. On Pfe“draj une val:;
quelconque o ¢ (alt), «) pour laquelle A'(af?) 20 et on écrira pour
Téger %, = X 1(0®), £, =X 2(@®), c’est-a-dire
(10)

(%) = %y (%) = 2.
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or, (0) ura dans l'interva]] 0t gl suffisamment
s de of on a e [%, %) de 1a figure: p < (%) < ¢

f ¢ de plus o5(%) 7= 0 si % 5% %, On aura alors conformément (9)
(1) 0'(21) = A'(a®)aj(x,) 22 0'(z,) = A (a®)

«u que la figure donne Oli(fx)_fli(fa) < 0. D'autre part (5) d (&) =
== [0 P05 + el = 01z 2 PO dome 0

rdce 4 'hypothése H,, oy (%,) = Ploy (%)) = 1 /PT e e
gltlhcxl:l so%tredit la relation ( 11)4et dér}mnt%e\l'{ (al(xl)) ivp(al(%))%%(%))

’ _ assertion (7). Dans e cas ol sur
la fig. 2 (%) = ¢, la démonstration de cette assertion se fait de la méme

i hant deux interva]] fermé 3
maniére, en détac oy Termés [x), £ let [£, dans
jesquels Ia fonction 6(x) de (8) est définie et en choisis;ant «{? 2de ganiére

que %, et £, tombent respectivement dans leg intervalles (x,, &) et (&, ux,).
Pour fixer les idées, on su 2

: 1 la note que 1a fone-
tion a,(x) est non—dec;ozssante dans l'intervalle [0, A]; les raisonnements
qui suivent sont les mémes d_ans le cas ot ®; (%) est non-croissante dans cet
intervalle, & la condition évidemment de remplacer les figures 3—6 par
les figures correspondantes,

Il se pourrait que 7,(x) se réduise A une constante quand x parcourt
certains sous-intervalles (obligatoirement disjoints et fermés) de [0, Al
Leur nombre est fini, car si [ est un te| intervalle, 'sur lequel on a o,(x) =
=8(852 b et 8% ¢), on déduit de (9) et de (5) si, pour fixer les idées,
1(x) < 0, que pour tout x ¢ 7 on a @’ (¥) = '\/P(g_l) — A¥a;) — aqA() = 0.
Vu que pour x € 7 on a o (x) = 3, il en résulte que

“;(’zz),

d est une des

1) racines de Iéguation A™(0) = 4P(o)) [VPa) —
1

= Aw) — A (n)] = 2VPw) [2P(s) — % P'(0;)] — P*(;) = 0

comprises dans I'intervalle (6, ¢) , qui sont en nombre fini (hypothése H,).
Or, du fait de la monotonie (assertion (7)) et de la continuité de (%), A
chaque valeur § correspond un seul intervalle I. T.e nombre de ces inter-
valles est (s'il y en a) donc fini. On a supposé & différent de b et de ¢, S'il
Y a des intervalles sur lesquels o, (%) = b ou y(x) = ¢, du fait de la mono-
tonie de oy(x) ils doivent avoir, I'origine 0, respectivement l'extrémité .
Le nombre des intervalles / s'accroit donc de deux unités au plus. On

stinguera deux, cas, pour la commodité de l'exposition.

. Lremier cas. 11 n'y a pas d'intervalles I, c’est-a-dire que al(.x)
strictement croissante dans [0, 2]. Elle admet donc une fonction inverse

%) telle que x = X(«,(x)), elle aussi continue et uniforme dans I'inter-
valle [«,(0), ()]

% peut donc’ poser en (9)

0'(x) = A’ (o) (X () = Ay(ary).
? st d'ailleurs 3 remar

(12

i ‘ont de sens que
quer que les relations (8) et (12) n'on .
; e « = ¢. Or, pour quon ait oy (x) =b ou oy(x) =¢, il est



DUMITRU RIPIANU .
334 6

respectivement x = . De plus, x (o)

;céssaire quion ait ¥ = 0, _ = plu -y
::gzede‘rivég continue X'(a;) en tout point oy = 04(%) olt j(x) =< ( o Se(?e
! i 1 - ’ 1
- X'(e) =00 ™ e
On en déduit a l'aide de (12) -
5 - A’(a’i
i A= T

Or, I'hypothése H, entraine ,que ,
(13,) «j(x) ne peut avoir dans lintervalle [0, A] qu'un nombre fini, 2
plus, de racines. ] _y ’

Ja raison en est la meme pour laquelle il 1’y a qu'un nombre fiy;
d'intervalles 1. En effet, sl oj(x) =0 et #a(%) =0, (9) et (5) domnent

0'(x0) = \/P(“l(xo)) — A¥oy(%0)) — oy (%) Ay (%)) = 0, donc
St «j(x,) = 0, alors A~ (o (%)) = 4P(0y(%y)) 0" () = 0,

(13,) respectivement A+ (oy(%0)) = 0.

Selon I'hypothése H,, I'équation A ~(ay(%o)) = 0 en linconnue ax) a
au plus un nombre fini de racines, agquel cas la monotonie stricte de
(%) montre que les racines x, — s’l_l y en a — sont ¢n nombre fini
au plus. Ce raisonnement suppose, lui aussi, mal Byl 220, 1 wly) st
Vu la monotonie de ay(x), s'il y avait «;(0) = 0 ou «y(2) = 0, le nombre
des racines de o (x) augmente de deux unités au plus. On désignera
donc les racines de «j(x) — il y en a — par x, %, ... x,. Bien que

X’(oy) de (13) devienne infinie pour a; = ay(%,)(s = 1, 1), ona

() LAY
A(s) 7y .
1 e _ et X = s
1 = § X0 = ) = Xl =
@, a,(0)

Second cas. Dans l'intervalle [0, 2] il y a des sous-intervalles L.
On les désignera par I; = [a,, b)) (i = 1, m) et un supposera que b; <8
(# =1, m — 1) et que sur l'intervalle I, a,(x) prend la valeur 8(i =1 m),

0 <bh<t <. oo <H<h <oy < o <a,<bSh

Dans ce cas, dans chaqun des intervalles [, @] (1= O’_E by =1
byy1 = N), oy(%) est strictement croissante et on peut se servir dans 12
fig. 3 de la relation (14), ce qui donne

%i+1 o 81 (a4 )
S r(s)ds — S Xi(s) ds = S Xi(s) ds = X (aq(@;00)) — X (o)) =
i $ ﬁl(bl‘)
(10) = a,‘+1 s b; (Z = 0, m; 80 oo al(O), Sm-l—l — al(l))’
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iy g
bl',I A T isiohsiei
L ORI s PR | S
e e (=2 01
bi N
Q; .
—_— 0
9 o Q=0 4 S S _——;"

TFig, 3

attendu, d'une part, que la relation (13) donne pour tous lesi =0, m la méme

\'a]euri:—'% (avec A(s) donnée par (8) et A (s)

A (s

par la relation (19) ci-dessous)

pour la dérivée X'(s) et d’autre part que la relation » = X (ot (%))
e f 1

n'a eu que pour x € (b, a,,]. I1 vient donc par sommation de (15)

x(2) s o m 8l-'l-l
16 S AS) o A o s
(16) Wy ds ;} S "y ds = A — ; (b; — a).
%, (0) 5 =
donc
(17 () A
) > S ﬂals.
o0 Ay (5)

Il : ’ e

5¢ pourrait d’ailleurs que I'on ait @, =0 ou b, = A. Au premier
cas = g :

» la relation (16) subsiste évidemment, car (14) donne, en tenant

a(})

. lnpt . A r(s) m 8;'+1 A /(5)
0 e q e sur ].a. flg 4 81 = ]( 1) C[]( ) : ( ) = S A )
u o b ; Al s = 1\$
o o (0) I ) ( )
% “'("l'—.Ll) "
u;(Sb) 1( ) =2 S :( ) ;\ ( ' i).

i=1

a(b;)
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Au second cas le relation (17) subsiste également, attendu que gy, la fig 5
on a
ah) m—1%4,
A'(S) 14
=A \ —ds = Als)
8" - al(a,,,) == 0!1(>\) et quE: dp < bm . SO) A, (s) > '=20 S m e
o -
-zu,(aH_l) ala,,) m—1 o
- { xpas+ § Xia@ds =an— 2 6:—a) A=y gy
=0 N e '

afd) “l(b,n_l)
d’oit la relation (17). On déduit donc de (14) et de (17)

o (2)
A(s)
(18) 2§ s
a,(0)

avec A(s) donnée par (8) et A(s) par la relation suivante, déduite de 4),
(5) et (12)

(19) [(Ag(eg) + A2(ery) + oy A(oy) 2 = P(a,).

‘

11 reste a fournir dans (18) les valeurs de «,(0) et de o,(2). On aura alors
la délimitation inférieure de A que se propose de fournir cette note. A

cet effet, on déduit de (6) et de (8) A(ay(0)) = i_ de sorte que

0

(20) I'équation A(e,) =-jicompte parmi ses racines (dont I’ensemble
0

sera désigné parP.={p,, 1el =1, 2, .. ., 7o} le nombre a,(0).

o, (A)

wy(v)
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o a donc déterminé un ensémble de nombreg

, ui com
2(0)- On en fera autant pour a(3). cet effe;:l, on rerggiggei: (I(I;f)_n}l;r](;
que . :
si H(x) =S F?I(Bl. Ba) Y §ﬂi("_)) ‘
1) o TP B [p,=a (o) el

alors @4 (%) = const exp. H(x)

On distinguera 4 nouveau, pour la commodité, deux cas.
jer cas. On peut détache ’é i
Premier I I sur la courbe (T') d@’équation @ = ay(x)

an are N (N d'abscisse 1) le long duquel «,(x) est strictement croissante

(fig. 6). Ceci signifie que s'il y a des intervalles J i (0= 1, m) définis ci-dessus
page, 333 on a

(22) by < A

En ce cas, la fpnc“mion 11(;r) admet dans I'intervalle [ea(v), ay(2)] une fone-
tion inverse X (), continue dans cet intervalle et dérivable aux points -
ot «f(x) # 0., qui vérifie pour tout (%) # 0, la relation

(23) % = X(ay(x))

par conséquent en (21) on a
égard & (8) H'(x)=D](u;) u)(x
Ay(ey)

H(x) = ®(a,). Donc, si %,(x) 20, on a, eu
= A(e,), par suite a l'aide de (12) ®;(a,) =

S AL 5 j
Ay(s)

et ][(.\) = (l;l(al) =

const

Par conséquent, (21) donne pour x € [v, A]

P2 1(1) = 91,0 (X () = Dley) = exp

const

(24) A(s)A'(s) ds,

Aqyls)

donc en verty de (23) ®(oy(x)) = Qo [X(0y(%))] = @uz(#), Si l'on .fait.
daps C?tte relation ¥ = ) et qu'on se rappelle que A = R[p, ()], ainsi
quon I’y remarqué au début de ce paragraphe, on déduit que

.. [l nombre oy(2) est compris dans I'ensemble constitué par les racines
(25) 1d6 la fonction D (a,) de (24) el par les nombres b et ¢ (au cas ots parmi
€S racines de O (x,) cas nombres ne figureraient pas).

On a ¢o

mplété dans (25) 'ensemble des racines de ®(e,) par les nom-
b{es b et

...~ £ Parceque l'assertion selon laquelle o,;(}) est une racine de ®(a,)
;la €t¢ démontrée qu’en I'hypothése o;(3) 526 et oy(2) ¢, vu que les
Jictions A(a,) de (8) et Ay (2) de (19) ne sont pas définies pour «; = b ou

1.5=C,

1~ ]
Mathematicq vol. 11(34) — Fascicola 2/1969
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it d’ai déduire les :
rrait d’ailleurs remarquer que pour dec eXpressions
ci~de(s)sltllspc(1)§ ®y(x,) et de ®(ay), il nest pas nécessaire de connaitre |'gy.
pression de la fonction X(«,) de (23); cette expression est donnée par (13).
X(ay) = v+ S el pour «; € [ag(v), o (A)]; il suffit de tenjr compte
Ay(s)
qu'en vertu ?ilg) cette relation H(x) et ¢ar(x) sont pour x¢ [y, AT ey
fonctions déterminées de a,. ' . ’ ‘
Second cas. On se placera dans 1'hypothése complémentaire de (22)

c’est-a-dire que _
(26)  ily a au moins un intervalle I et pour le dernier & droite I, on g b=

En ce cas l'assertion (25) ne subsiste plus. En effet, la relation (23)
ne subsiste pas pour x ¢ (a,, A], mais pour x € (b1, ﬂmJ; I1 en est donc
de méme pour les relations (24). En y faisant x = a,, on obtient @ (o1(a,,)) =
= ®(o)(})) = @u,z(a,), donc a,(2) est une des racines de I'équation
®(e;) = @y, r(a,). Cette conclusion est inutilisable, V1 qUOn ne connait
pas le nombre ¢, .(a,). En ce cas, on peut se servir de l'assertion (11)
selon laquelle a,()) est I'une des racines de 'équation 4 ~(oy) = 0 de I'hypo-
these H, (si op(x) < 0), respectivement de I'équation A4 +(e,) = 0 (si
(%) = 0), a la condition que l'on ait (M) Z b et a,(2) 52 c. On devra
donc ajouter dans I'’hypothése (26) aux ensembles des racines des équa-
tions A-(«;) =0, respectivement A% (a) =0 les valeurs éventuelles

% (2) = b et a;(A) = ¢, pour avoir un ensemble de nombres qui comprend
la valeur ay(2).

On peut d’ailleurs remarquer que st o,(x) est non-décroissante dans
[0, A), la relation ay(2) = b signifie que o)(%) =0b dans (0, 1],
tandis que si o,(%) est non-croissante dans [0, 2, la relation o,(2) =c
signifie que o,(x) = ¢ dans le méme tntervalle.

(26,)

Si done

on désigg?g par ok e K=1,2 .., ko} les éléments de I'ensemble
(:5_‘1) consitué par les racines de I équation D(oy) = 0 de (24) et de
U équation ,A‘t‘(al_) =0 de Uhypothése H, (si ay(x) < 0), respective-
(26;) ¢ ment de leguatz‘on. At () =0 de In méme hvpothése, complétés,
i ;Cl‘y 11,812 (c est-a-dire si igs( nombres b et ¢ ne Jigurent pas parmi les

ines des - lquations O(ay) =0 of A-(y) 0, respectivengent
At(o;) = 0), par ces nombnlzs b et c, o) J 4 ¢
on de’,duit de (25) et de (11y)
(27) lenseplb}e % comprend le nombre oty (7).

On déduit done de (18), (20) et (27)

(28) A= min

ierrex "o %) ol Gp,0) = Séﬂ ds = SG(S)ds.
e e
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- distinguera par la suite 4 nouveay deux cas, imposés par l’hypo-l
e,
thes(}g,,;;nief cas. Pour tout x € [0, 2] on a a,(x) < 0.

La relation

(29) —oa(¥) = Ay(e) + A%(o) + 1A (o)
tirée de (5), (8) et (12) — et la relation (4) donnent
(30) — oy = Ay(e;) + A¥ay) + (o) = \/?(01—1)
Les relations (4) et (8) donnent de leur coté

_ Pley)
(31) A = e
aprés quoi (29) donne
= \Play) — 2l _Play) |
(32) M) = VP(e) 1Pa) 2y Bay

Si on remplace ces valeurs de A(s) et A(s) dans (24) et quon annule
l'expression obtenue, on a

l(l)(g_l) = o] =

ay

lzexp% S

const

(33) P'(s) [2P(s) P"'(s) — P"(s)]

P(s) {4 P(s) Y P(s) — 2sP'(s) Y P(s) — P(s)]

Is =0

. . P’ (0 !
La relation (20) s'écrit a I'aide de (31) i 1100 B

= —, c'est-a-dire que
2 .P(a,(O)) lo

4(0) est une racine de I'équation

(34) Pley) _ I,
2VP(a) 4

Quant 2 1a relation (28), elle s'écrit & Iaide de (31) et (32)

G-(p, o) = SG"(s)ds =
& 2]
e S 2P(s) P”(s) — P(s)

VP(s) (4P(s) VP(s) — 25P'(s) Y Pls) — P(s)]
4]

(35)

ds.

Second cqs. Pour tout x ¢ [0, A] on a oy(x) = 0.
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Alors les relations (33), (34), (35) se remplacent respectivemens, i

%

P'(s)[2P(s) P"(s) — P™(s)]

1
(36) ®F (o) =exp— S P = 4P() VPO + 25P(5) VBG) — pagg] & =0
const
_ Ple) _ ki

Ly 2P o

G*(p, o) = SG+(8) ds =
(38) a °

_ 2P(s)P"'(s) — P’(s) -

B S\/m [4P(s) YP(s) — 25P'(s) Y Ps) + P*%(s))

[+]

Remarque. 2. I1 est évident que les ensembles P~ ot P+ constitués
respectivement par les racines des équations (34) ou (37) comprises dang
l'intervalle (b, ¢), ne sont pas vides. Il suffit, pour s’en convainere, de suiyre

par exemple sur la fig. 7 la variation du coefficient angulaire + _\1;_(_& d
ey e g, e VTR

(S) quand le point M parcourt les arcs M_B, ]W*_B, M_C, ﬁ.,LC, ol B, et Bl

sont respectivement la plus grande et la plus petite des racines de P

comprises dans I'intervalle (3, ¢) (il se pourrait d’ailleurs que l'on ait B; = ).
Vu que les racines b et ¢ de P(B,) sont — conformément a (1) — simples,

f il résulte que chacune des équ-
B, ations (34) et (37) admet au
moins une racine dans lin-
tervalle (b, ¢).

Remarque. 3. Dans l'in-
tervalle [o,(0), o,(2)] il ne peut
exister aucune valeur pout
laquelle une fonction primiti-
ve quelconque I(s) de la fonc-
tions G(s) de (13) devienne
infinie,

En effet, plagons — nous

Fig. 7 d’abord au premier c:;s dis-

’ o tingué page 333. Con ormé-

?;22 QF(&I:;): FX (o) coincide par définition a%rec )E’)’(gl), donc la diffé-
: 1) — X(o) ;e Téd‘i;lt 4 une constante dans tout intervalle
© nombres oy qui rendent infinie X'(x,). Or, Selob

£1121) 1(;; nombres en question sont les nombres al(;_’_)le 01‘1(“103{(95’) —0et
selon (13) ils sont en nombre fini. Si o est I'un d’eux ot que I'on prentt

% > o, assez proche de o (suppos¢ < @;(A)) pour que dans Pintervalle

e

C
€

~
S Ittty el O
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(i @] 1 27 ait pas d'autre valeur qui rende infinie X’

= («1), puis ¢
sz, pebit pour que & +e<o, ona ' Wi >0
as

T MO g s _ _
\ S T = Tlal —Floy 4 o) = Ffa) X + 4

G+E

i signifie que lorsque ¢ - 0 (e > 0), F(o; + ¢) tend vers la limite

finie F(ay) — X(o) + X (o), done que F (1) prend une valeur finje pour

(Si T'on avait oy = ay(}), on aboutirait 4 la méme conclusion

a; = -
X —E

= = A'(s) ;
en prenant a; < oy et S P ds). Si nous nous plagons au second cas
ot 1

oy

distingué page 33_4, qui est cOrqplémqntaire du cas ol nous venons de
nous placer, le raisonuement utilisé ci-desssus (avec X i) & la place de
X{(oy) et [8; 8,51] ( =1, m) 2 la place de [,(0), &;(A)]) montre que F(a,)
prend des valeurs finies dans chacun des intervalles (3, 8;.1] ¢ =T, m)
qui y sont mentionnés, donc que F(e,) prend dans ce cas également des
valeurs finies pour tout o, € [(0), a;(A)].

Remarque 4. 11 résulte de la remarque 3 que les paires de nombres
(p;r o) qui figurent dans la formule (28), pour lesquelles une fonction
primitive quelconque de la fonction G(s) de (13) devient infinie dans I'in-
tervalle [p;, 6,], sont & écarter de l'ensemble (p,, o,) (iel, ke K). En
effet, si (p;, o) est une telle paire, la remarque 3 indique que l'intervalle
[p o,] n'est pas lintervalle [o(0), ay(2)].

Remarque 5. Le procédé 1 proposé ci-dessous est établi dans I'hypo-
thése que o,(x) ne se réduit pasa une constante dans tout I'intervalle [O,A].

En effet, dans le premier cas distingué page 333 on exclut la présence
d'intervalles sur lesquels a,(x) est constante et le second cas distingué

Page 334 suppose la présence d’intervalles (b;, ;1] (¢ = 0, m) dans lesquels
(%) est strictement monotone. )
On peut d'ailleurs remarquer que I'hypothése H,assure le fait que oy (%)

‘e se réduit pas 4 une constante dans tout l'intervalle [0, A]. En effet,

€n ce cas on aurait «,(0) = «,(2). Or, selon (20), ,(0) est une racine de

la fonction Ale,) — I Si, pour fixer les idées, on a a,(x) << 0 pour tout
b Pla)

2V P(wy)

Il . =l . «
ey tandis que a;(2) est selon (11;) une racine de la fonction 4~(«,), 4 la

condition que g, (2 b et a,(A ¢. Si cette condition est remplie, la
Stconde Pall‘tie ég: )I'T‘lfypothése1 (I}f assure l'inégalité entre «,(0) et «,(3),
dPnC Iimpossibilité du fait que «,(x) se réduise a une constante daps tout
Fintervalle {0, A]. La condition «(A) 526 et a;(A) 2 ¢ est assurée (tou-
Jours dans le cas de la constance supposée de a,(x) dans tout lintervalle

%€ 10, 1], 2,(0) est donc selon (8) et (4) une racine de la fonction




9 DUMITRU RIPIANU
34 "
esi a, () =bou o)) =¢ on aura1t, #,(0) = p o o (g
(li(c))’nc?k ]s?ék‘;ll ?413 a2(0)1(=)0 et selon la remarque 1 P’(«(0)) < 0, au&{?le :-:
la relation (6) ne serait pas satisfaite. e T . s
Remarque 6. 1l résulte de la remarque 5 et de 1( ) que si “(x) < o
dans [0, 1], 'ensemble X de (%62) ne contient pas le nombre ¢, tandjs o
si 2y(x) =0 dans [0, 2], le méme ensemble ne contient pas e Nombye. }
On déduit de (12,) et de (13) que dans\(28) $gG (o) = S8 (x o
tout «; = «,(%) & condition que x appartienne a un Sous-intervalle da [0, A]
dans lequel «;(x) est strictement monotone et que o3 (%) 3£ 0. Or, ¢ o
mément au lemme page 331, e;(x) ne change pas de signe dang l'int@rvallé
[0, A]. Par conséquent ' .

(39) la fonction G(ey) de (13) et (28) ne change pas de signe dans Uiney.
valle [o;(0), oy(2)]. .

En effet, cela est évident au premier cas signale‘ Page 333 et ay secong
cas signalé page 334 cela est évident dans les intervalles '

(40) [0(1(0), 31], [81: 82]) e [8;‘: 8i+1]! L [Srnx;l: sm]; [8,-,,, % (7\)],' ‘

(avec 8, 1 =1, m définis dans I’énoncé de ce cas) dout la réunion fo'r't,ﬁ;:
Iintervalle [a,(0), o,(2)].* 5

- Ne connaissant pas le signe (constant) de (), ni celui (également
constant) de aj(x), le procédé énoncé au §1 et indiqué ci-dessous dojt
tenir compte de quatre cas possibles:
gy D=0 =05 2° 0 <0, «(v) 20;
‘ 3 wl®) 20, 6@ K05 4° a0 20, wi(r) =0 .

Ce procédé est déduit des relations (28) et (33)—(39), ainsi que des
remarques 4, 5 et 6.

§ 3.

Procédé 1. 1°. On désigne par P~ = {ei;iel=1,29, .
semble des racines de I'équation (34)
On résout les équations (33) et A-(a

oyt ) lent
comprises dans l'intervalle (b, ).

: _ 1) = 0 (hypothése H,). De la dernitre
on ne retient que la plus petite et Ia plus grande des racines. On désigne
par £~ I'ensemble des racines obtenues dans (b, ¢). A cet ensemble on ad-

joint le nombre § et on désigne par P {Gk@);k =3 - . k®} en-
sem.b.le des nombres obtenys de la sorte et compris dans I'intervalle [b,c). On
choisit parmi les paires (p}, crk@) fournies par P~ et 3@ celles pour lesquelles

5 @ - 2 .
Pi. > 6,7, G7(s) de (35) est négative on nulle dans 1,intervalle pT;SZ"?

et F=(s) (avec F~'(5) = G=(s)) reste finie dans cet intervalle. Si 1'ensemble

. %8 z;(x) =0, le pr
llpterva]le {%,(0), o(7)] (
mité),

s £ t de
SHTHRE ombre qui figure dans I'écriture des intervalles (40) et d-
cest-a-dire ley

igh : prds
I Origine) est plus grand que le second (leur extr
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= & s T A
des paires (o7, ©4") obtenu de Ia sorte est désigné par zlu={(9l.ﬂ o); ielg}
il fﬂ est ou bien un ensemble vide, ou bien un ensemp] ' =’
0

dindices 1,2, ;@
D _ inG-(0 @ ¢ 02
on désigne par A~ =minG (P,- e ), avec G~ (e, o) donnge par (35)

>

‘ D= i
° A 'ensemble X~ du point 1° ¢ 101 e, e B s
2@ Al eé]) e P O 1 adjoint le nombre ¢ et op désigne
par 5 :{ck R T R }lensembleo

btenu de 15 sorte. On choisit

. - @ £ e ®
parmi les paires (o7, &7 | fournies par - et 5 celles pour lesquelles oy

# 69 G-(s) = 0 dans l'intervalle P, =s=< "k® et F=(s) reste finie dans

cet intervalle. Si 1"_ens$*.mble d?_s paires (p;', o-k@) obtenu de la sorte est dé-
(+8, o) ; i 1T

¥ } on désigne par )\E = min G;(pE, '0.@)_
. EI i f

: 4 X €l

3° On désigne par Pt = {plf; 1elt = 1 2 '. e I'ensemble
des racines de l’é\quet_ti(m' (37) comprises dans I'intervalle (6, ¢). On résout
les équations (36) et A¥(x;) = 0 (hypothése H,). De la dernitére on ne
retient que la plus petite et la plus grande des racines. On désigne par p2 e
I'ensemble des racines obtenues dans (b, ¢). A cet ensemble on adjoint le

£ N
nombre b et on désigne par L@={G®; . 1,2,...,k®} Pensemble des
nombres obtenus de Ia sorte et compris dans l'intervalle (6, ¢). On choisit

parmi les paires (p;', cf“l) fournies par P+ et »® celles pour lesquelles‘pj‘>

' Bl__r
signé par ==\

% afD, G7(s) de (38) est négative ou nulle dans I'intervalle pF=s= c@ et
F*(s) (avec I"*'(s) = G (s)) reste finie dans cet intervalle. Si I'ensemble
des paires obtenues de la sorte est désigné par EEI:{(p?—', c@),‘ ieI@},

on désigne par 3 = min GH( pE—‘—' c{ﬂ) » avec G*(p, 6) donnée par (88).

3
1€ Iu
4°, A I'ensemble X+ du point 3° on adjoint le nombre ¢, et on désigne

par 3P {ck@; o k®} I'ensemble obtenu de la sorte. On choisit

barmi les paires (p*, c;@) fournies par P* et »® celles pour lesquelles pi <

@ ==
< Gf’,' G*(s) = 0 dans Tintervalle P s< c? et F¥(s) reste finie dans
tet intervalle. Si I'ensemble des paires obtenues de la sorte est désigné

ot EE:{(PEI, GE') ;i€ &) , on désigne par M= min G+ (pt_ﬂ, GI':B) ;
' ' = I;I"I
5°. Onu a la délimitation
B gl B 1
(42) IO e = min (A9 A 23 ),

o 7l

! : i
2= ou A= 22 ou A= 7\I—' ou A= A,

WV
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Remarque 7. 11 est évident que si un ensemble IE'(i =123

est vide, le nombre 2D sera écarté de la formule (42).

En effet, si le cas ¢ signalé en (41) se produisait, I’ensemb]e 7L ne sergit
pas vide, attendu que I'ensemble de paires (pi» ©4) Obtenu au cag
prendrait au moins la paire (a;(0), @;(4)). Le casz de (41) ne se produg;

donc pas et »S n’entre pas en ligne de compte dans la formule (42).

§ 4

On fera i présent I'hypothése supplémentaire qui, ainsi qu'il éte
mentionné au § 1, permet de présenter un ensenble & de nombres qui
comprend le nombre A.

l}iypothése H, Les équations A~ (o) =0 et A% () =0 (Aypothese
H,) n'ont aucune racine dans Uiniervaile (b, c).

Pour utiliser cette hypothése, on se servira de la

Remarque 8. Pour tout x € [0, 2] on a oy(x) 526 ct oy (%) 52 c*,

En effet, on a établi ([1], formule (8)) des relations qui, dans notre
cas (n = 2 et F(B,, B,) = B2 — P(B,)) se réduisent a la relation

» Oou 4)

_ 9a, () 94 ,(%)
Ploy(x))  2ap(x)

valable pour tout x € [0, A]. Sil'on avait o,(x,) = b ou o(x,)) = ¢, donc
af(%g) = Play(%)) =0, avec x,€ [0, 2], la relation ci-dessus n’aurait
pas lieu dans un voisinage convenablement choisi de x,, attendu que la
définition de A et I'hypothése /o< 0 font que le second membre tend vers
Iinfini quand x tend vers %, tandis que (1,) donne P'(a,(xy)) 520, de
sorte que le premier membre de la méme relation tend vers une valeur finie
quand x tend vers x,. En effet, le fait que (%) et ay(x) € C [0, oo) assure
que @, ; (x) est continue, donc finie dans tout l'intervalle & %l

11 résulte donc de (13) et de la remarque 8 que «;(x) est — dans I'hy-
pothése H; — strictement positive ou négative dans tout lintervalle
[0, 2), auquel cas on déduit de (14), (20) et (25) que si on désigne, a la diffé-
rence de (26,) par Z={o,; k=1, 2, .. ., Rg} Tensemble des racines de
la fonction ®(«,) de (24), et, s'il y a lieu, des nombres b et ¢, alors A est
I'un des nombres de I’ensemble G(p; o) avec G(p, o) donnée par (28).
Il en résulte le procédé suivant pour la détermination d’un ensemble SR
qui comprend le nombre 1, dans lequel nous sommes 4 nouveau obligés
de tenir compte des quatre cas possibles énumérés en (41).

Procédé 2. 1°, On désignepar P — (o7, i€ ]___ =12 ...4} I'en-
semb'le des racines de I'équation (34) compri'ses dans l'intervale (b, ¢), par
2~ T'ensemble des racines de I'équation (33) comprises dans l'intervalle

* Cette remarque rend inutile I'examin

stration du lemme page 331, ainsi que la de
de la remarque 5.

ation du cas a,(x,) = ¢ distingué dans la dém?lll;
tni¢re proposition qui figure dans la démonstratio
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@ — @ == \ 1
o ;) et par a = {Gk k=12 ..., k®f I'ensemble obteny en adjoignant

N lrensemble@x‘ le nombre b. On choi—sit- paémi les paires (p: °k®) fournies
ot p-etZ celles pour lesquelles 0, > 0, ,G(s) de (35) est ntive on

. qulle dans I'intervalle P, == ck@ et F(s) (avec F-'(s) = G{s)) reste

e dans cet intervalle. L’ensemble des paires (p'__, g@) obtenu de la sorte

fini 7 Ti *
’ T 11 T 1] v il ;
ot désigné par V= (Pi—’ G'L) ; 1€ I-) (ott I” est ou bien un ensemble vi-
St H1 "
de, ou bien un ensemble d'indices 1, 2, ..., 2=). On constitue !’ensemble

Al {G‘(pm, gﬁ-]) ; 1€ I'H}. 2°. A l'ensemble ¥~ du point 1° on adjoint le

3

nombre ¢ et on désigne par 20 {ag@; 2 e A k®} I'ensemble obtenu
delasorte. Onc hoisit parmi les paires (p:, c?) fournies par P~ et 5_‘.® celles
pour lesquelles p < 6523, G=(s) = 0 dans l'intervalle P, =55 o2, et F-(s)

k »
reste finie dans cet intervalle. On désigne par B {(p:ﬂ cfﬂ) ;i€ IY) ten-

semble des paires (p'__, a,@) obtenues de la sorte.

On constitue l'ensemble AD= {G"(p?‘l, G"fz‘i); 1€ Ig}.

3°.On désigne par Pt = {p+; 1elt =1, 2, ...,i*} 'ensemble des
racines de I'équation (37) comprises dans Iintervalle (b, ¢), par £+ I'ensem-
ble des racines de l'’équation (36) comprises dans l'intervalle (b, ¢) et par

39— {c?); ke=1;2 k@} I'ensemble obtenu en joignant a l'ensemble

5 5 s 4 @
It le nombre 6. On choisit parmi les paires (p..' ; GSTD) fournies par PtetX

| celles pour lesquelles g > G®, G*(s) de (38) est négative ou nulle dans I'in-

k
tervalle pf =2 5 = c?) et F*(s) (avec F*'(s) = G(s)) reste finie dans cet

intervalle, I'ensemble des paires (p;-L, °k®) obtenu de la sorte est désigné

q_ @ B ;. 3
par T~ {(pr, c-); 1el X, - . ﬁl) g Iﬁl}
On constitue l'ensemble A= = {G (P; » 0 ) LE . 5
4° A I'ensemble £+ du point 3° on adjoint le nombre ¢ et on d signe
par Z® = .rc@ k=12 k@} I’ensemble obtenu de la sorte. On choisit
— Mz y My oo uy

@) fournies par P* et 5@ celles pour lesquelles

Parmi les paires (PFL: v @ inie d
o 09,G+(s) = 0 dans lintervalle p} =s < a;” et ['*(s) reste finie dans

) By, e My des pai-
tet intervalle. On désigne par Lo {(piﬂ, °._l) = 4 g d } I’ensemble des p
tes (o7, G,C;D) obtenues de la sorte. On constitue l'ensemble:

AD = {6+ (62, o ie 1)

3
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5°. Le nombre A est compris dans l'ensemble
(43) ot = AU AR AB AR,

N ) : %
Remarque 9. On pourrait remarquer qu'on ne sait pas si les ensempq

AH G = 1,4) qui figurent au procédé 2 sont constitués seulement par
raci1£es de la solutign minimale @q (), méme si les ensembles P se COmdgs_
sent d'un seul nombre (qui est alors la valeur de o;(0), done unigjtg de
la racine de I'équation (20)). En effet, s1iles relations (13) et (24) avaien,
lieu pour tout ¥ = 0%) il serait immédiat d’en déduire que si en (24) (D(&,) =
= (0, alors
x
(44) % = X(a;) (avec X(o;) de (24) donnée par (13): X(oy) = S Gls) dy
o, (0)

est une racine de o..(x) et qu'inversement toute racine = de Pa,z (%)
est de la forme ¥ = X(o,), avec O(;) = 0 (vu que de Ia remarque
8 et de la monotonie stricte de «,(x), il résulte que or.lgx) Zb et ox) £,
pour tout x = 0, donc que les relations (13) et (24) ont lieu pour tout x > 0).
L’ensemble des racines de ¢,, ;(*) coinciderait dans ce casavec 1'ensemble des
nombres X(x,), avec X(«;) donnée par (44), ®(e,) par (24) et ®(z,) =0
et A serait le plus petit nombre de cet ensemble. Si I'on connaissait le
nombre a,(0) (c’est-a-dire si I'équation (20) avait une seule racine), A serait
le plus petit nombre positif de cet ensemble. Mais les relations (13) et (24)
ont été déduites des relations (4), (5), (6) qui, ainsi qu'il été remarqué
a propos des relations (2) et (3), ont lieu dans l'intervalle [0, 2], confor-
mément au principe du maximum ([3], pages 25, 26, 58). Si la fonction
®(e,) de (24) a des racines a; pour lesquelles o; = o,(x) avec T > A, la
relation (24) n’est pas démontrée pour ces valeurs de ¥ et de «,; par consé-
quent, méme si la valeur «,(0) était connue (unicité de laracine de 1'équa-
tion (20)), on ne sait pas si le nombre x = X(&,;) est une racine de o (%).

§ 5.

Nous allons présenter une application simple des procédés proposés.
Nous reprendrons le cas (considéré en [1] ou F(B,, By = B2 4 f2 — K,
cest-a-dire oit (D) est borné par un cercle (S) de centre I'origine et de rayon
R._ On peut assurer I'hypothése H,, par exemple, par la condition,

(45) en (1), |ay(x)| < K < R pour tout x¢ [0, oo). En effet, si ws¥)
de (I;) changeait de signe dans I'intervalle (0, ), il existerait un #, € (0, ¥
tel que ay(%) =0, donc 4 cause de (4) (%) = £ R et aj(x,) = 0 (¢tant
c}onne que la tangente au cercle (S) aux points (4+R, 0) est parallele a
Vaxe 08, et que o;(x) et « () sont, conformément a (13), bornées en [0, A))-

Or, (5) s'éerit dans notre cas (P(By) = R2 — B2) al(x)oe() — os(%)*

“ox(%) + od(x) + Riay(x) = 0. )

*) ce qui suppose d’ailleurs que le poi i Bl
r point (a(#), a,(#)) est situé sur (S) pour tout # =
et que «,(x) est, conformément 3 I'hypothése Hj, strictement monotone da(ns intervalle [0,9)
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relation donne pour x = %, si, pour fixer les idées, a,(x,) — R;R=
Cette ¥, ce qui contredit la relation |o3(x)| < K, qui ke el (45) et
(;] f; it, facile a établir, que oy(x) est la limite uniforme d'une suite de déri-
-des de fonctions a,(x) ’de (). .
y L’hypothése H; n'est pas assurce, vu que dans notre cas {(P(B) =
_R—Bi b= —R,¢ = R) les fonctions A4-(a,) et A*(«;) de I'hypo-
5)LA(w) = — o + RVE =) —A*(o) = —(ad+ R V=)
(4:)1) , 1 1 1 4 1 1 1/ -

Nous sommes donc obligés de nous reporter aux points 1°—5° de ce
prOCédé I
1°. I/équation (34) s'écrit —

%y

= !t et a dans Vintervalle (-R, R)
]

1 \/132 — af
la seule racine
= R !
= pr == P_ avec p=-:L.
( ) D V] ’.L p2 lu

I équation (33) s'écrit

" ; s -
(l) -(.y_l) = exp (R~ S (1{2 s s,) (R'-'VRZ———;Z T ds) —

const

1 —RVixR
R e = — 2 Yiree I
= const VIE — a2 (\/Rz @+ (R+VET Rﬂ)) (VRE—wi—
1 R VIER
TVRRE _

K TR
— B (R4 VT R))

4

. @
et n'admet pas de racines dans l'intervalle (—R, R). L'ensemble X est

done composé des nombres —R, —poet p, avec
(46,) po= R \/%(— R + VAF ).

La relation (35) donne
RZ
G_(S) = .J———R! — o (52 Rz VIZ! = S!)

L__|2/-R+VA+ -

F~(s) = SG—(s) as = e
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= -2 $FX R R—VRE g
(47) -arctg\/ *X . ‘/s >+

R-—'\/%(-—Z—}—\/*i—i—ﬂa)s—'\/}—?z—?;z '

+ VR + i+ Relog : TR—
R+'\/—(—2-i-\/4+1?‘)$ —VE =&
! R
Tablean 1. On a donc sg G (s) = — sg A~(s)
s R o] avec A~(s) donnée par (45,). Par

suite, on doit avoir au tableay 1
O -
[O'k ’ 91] S; [— po, Pol, pour que

_ _ o G~ (s) <0 pour s¢ [c,@, Bl O
F=(s) de (47) devient infinie pour les (seules) valeurs s — + go.

1

'TA_(S) —R2 2 0 2 RPN\ O N —RY

] 1t en
résulte que l'ensemble T= est vide.

3 2°. Pour les mémes raisons que celles du point 1°, I'ensemble x& est
vide sl p1 = p, et est constitué par la paire (pi, R) si o7 > p,. En cc
(35), (46) et (47) donnent HED G e

W = F~(R) — F~(o7) =

1 —
=\/TH__—7(4—+R—’) 2\/— R+\Vi+ Rz arctg-

V=

R

—l4+p+ VIiqp i
p-(_1+vur"—pa)—-—;““’4“"”
R

S

— l—vl(—zﬂlm
VR VIT Rolog — V7 g
| 1+\/Rl(~—2+\/ms

= T L 1 —_—
_ 1+V"FP’*P\/H(~2+V4+R2)

— 11 2 1 1 L B
141 +p=+p'\/F(~2+\/4+R*)

Cette ex i b o : '
expression trés simple peut se simplifier davantage si I'on pose:

(49) g=— \/ 2 oo 3 _— ——
VIt A A= SR VITR L SRR VT )
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On en déduit en effet
Sl A W i
(&) ° 2 YTV

et portant ces valeurs dans (48), il vient

(51)
i _ 24(A* 4 1)

AT E U — )(AY + 642 + 1)

A2 — 1
24 + g(42 + 1) |’

A2 4 N log a1
[( as )OgA( A)+4Aarctg

q —_—
¥ 4 . 55 - l )
3°. I,équation (37) s'écrit ﬁ"ul—; = et a dans lintervalle (—R, R)
. —a 1,
la seule racine
52) o = avec p = L.
( e .

1,/équation (36) s’écrit

hy+ tel == X Fes RZ - ‘ -
(o)) = exp ( S (R — &) (s? + RVEE — ¢ ds)

const

_1 —R4+ViR
—_— 1 % Yim
= const V2 — o [\/[{2 = af—ij— (R +V4+ Rz)] e [VRz_ @ 4
_ 1 R+Vi4R
1 % YiRE
+ 3 CR+VET )] =0

et n’ admet pas de racines dans l'intervalle (—R, R).

On déduit de (38) dans notre cas
GHs) = — =

VI —si(s* + RYE — &)

Fi(s) = S G*(s) ds = :

—— | —2y—R 4 4+ R?arctg -
VZRE ) BB T2 g.

(53)

_\/2+,/m,
R
R—VRL(2+V4+R2)5—VR’—S’

Re\Ee ViR - VE=E|

R-VE=2

i  —— -
_.!_ VR + Vi + e log -+ const.
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I’ensemble s est donc constitué par la paire (e, — R)
(38), (52) et (53) donnent

- Ft(— R) — F*(p}) =

1 e 24+ Vi1 e
) 2y— R+ V4 + R~(arctg ‘\/—_RJ;R__I_

- V2R + R®

54 10 2 1+ 2
- -‘ratrctg\/z-H/;HE : ]+:/]|F)+

2+ Vit R2

N e ————
VIR Ly /N
+\VR + V4 + R2log .

i +]/2_i#_ﬁ =1 V_1+Pz)+pl/2 V; + I

Si I'on se reporte 4 la relation

1 — ab
a-+b

55) arctga + arctgd = % — arctg (@=0; a+b6=0),

qui a lieu entre les déterminations principales de arc tg et si 'on se sert
des valeurs (50), I'expression (54) devient

El] 24(A4t 4+ 1) A
M= 42 e o
(56) - (A% — 1)(4% + 642 + 1) [( + 1) log 4 1 4 g =}
+ 44 (1 — arctg — 24 + g(1 ++ A?) JJ
2 o

11 est facile de voir que
(57) A B

Une comparaison _(_iirecte entre ces deux valeurs n’est pas possible.
2 5 . i s
En effet, le nombre 3@ n’existe que si p; > p,. Avec les expressions (46)
| EXPressialls |24
et (46,) cette inégalité est équivalente a I'inégalité p< — . (R+V4+R)
2

qui s'écrit avec les valeurs (50) ¢g> A, de sorte que en (56) on 2

—2A4+ q(1 + A?)
1 —>0 et en (51) Ag > A% > 1, donc &_‘> 0. A l'aide de

A2 — 1
- _— Alg— A
la relation (55) on déduit alors de suite que les terme(g COrl)CGrnant les loga-

rithmes dans (51) et (56) sont en rapport de grandeur inverse que ceu®
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contenant des arc tg. Toutefois, pour démontrer I'inégalité (57) il suffit
d’écrire a 'aide de (55) la différence

N 24(4% 4 1) Ap — 1
=A== A== A2 4+ 1) log ——— —
fie) (4* — 1)(4* + 642 + 1) [( + X dag AXp — A%)
— 44 arctg i Lol ]
(4° + 1p + 4°— 64% 4 1

{ol p = g% > A?) et de remarquer que
Flp)=— 24(A4% — )4 + 1°(p + 1)*

(p—AD(A2 p—1) [(A24 132+ 2( A%+ 1)2(A9- 642+ 1) p+ (44— 642+ 1)2+ 16 4%(A2— 1)2]
de sorte qu’alors que p = ¢ croit de A% 4 oo, f(p) décroit de oo & 0, donc
2d = B '

: ;

4°. Vu que (49) donne G*(s) <0, la condition G*(s) =0 ne peut
étre satisfaite et I'ensemble T2 est vide.

Il reste a4 se reporter au point 5° du procédé, pour obtenir le

THEORELME 1. St, dans les notations du § 1, le domaine (D) est un cercle
de centre Uorigine des axes OB,P, el de rayon R et si les hypothéses H,,

H,, Hjy et H,* sont assurées, alors A= A2 gvec 23 donns par (56) et (49).

On peut remplacer 'hypothése H; par d’autres, par exemple par la
suivante :

Hypothése Hy Les fouctions a,(x) de (1) sont telles que toute fonc-
ion — limile d'une suile {a\.(x)}(n = 1,2, ...) quelconque de telles fonc-
tions ne prend pas de valeur conslante sur aucun infervalle du sémi axe

positif Ox.

En ce cas, conformément au lemme, la fonction o, (%) est strictement
monotone dans l'intervalle [0, 2], ce qui rend — ainsi qu'on I'a constaté
au § 4 — Tlutilisation du procédé 2 possible.

Nous admettrons donc I'hypothése H, dans le cas particulier traité
ci-dessus et nous nous reporterons aux points 1°—5° du procédé 2; nous
nous servirons des relations respectives utilisées au cours de l'application
du procédé 1 au méme cas particulier.

1° Iensemble P - est constitué par le nombre pi de (46) et ’ensemble

<0

O par le nombre — R. Ainsi qu'on I'a remarqué 4 propos de 'application

du procédé 1, I'ensemble 30 st vide (I'inclusion [— R, o1 1 € [— o Po]
n'ayant pas lieu). -

2°. IL’ensemble 3@ st composé du nombre R. L’ensemble B2 est
donc vide si p; = po et composé de la paire (pi, R) si pi > po*) auquel

cas I'ensemble A est constitué par le nombre 22 de (61).

*) 'hypothése H, est assurée (conformément 4 (46), (46,), et au tableau 1) si (et seulement
R ca s s g
si) ¢ 7 — (R + VI T 7).

* conformément au tableau 1 et a (47).
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3°, I ensemble PTest constitué par;] le nombre p;” de (52) et I'ensemb]e

@par le nombre — R. 1ensemble T~ est composé de la paire -

’ C itué par le nombre A3 de (56). :
L’ensemble A= est constitue pa

4°, I/ensemble E@ est constitué par 153 nombre R. L’ensemble s
est vide (la relation G*(s) = 0 n'ayant pas lieu en (53)).
5°. Si py = po (ce qui, avec les valeurs (46) et (46,) s'écrit o> _

_\/ % (R + \/'_—4 + R2) et avec les valeurs (49): g << A), ]'ensemblg o

de (43) se compose du seul nombre 2 donné par (56), par conséquent

. 5 . R poe
A = 1@, Si g1 > po (ce qui équivaut a p < — \/-2— (R + \/4 + R% ou 3
g > A) 'ensemble 9 se compose des nombres 7\72 et 7\@. On a done Je
THEOREME 2. Si, dans les motations du § 1, le domaine (D) est
cercle de centre Uorigine des axes O B,P, et de rayon R, et si les hypothises
e | T e

R -_—
5 R+ VI+Ry
(c’est-a-dire avec les valeurs (49) si g < A), on a A = e (donné par (56)),
tandis que si p < -HV-I;— (R + V& + R?) (cest-a-dire si en (49) ¢ > A), le

nom)bre A est Pun des nombres 232 ou NI (donnés respectivement par (51) el
(56)).

Remarque 10. Le théoréme 1 a été obtenu en application de la déli-
mitation (42) (b). Si, aprés l'utilisation faite ci-dessus des points 1°—4°
du procédé 1 on se reporte & la délimitation (42) (a), on obtient le

THREOREME 3. St dans les notations du § 1, le domaine (D) est un cercle
de cenire Uorigine des axes OB,B, et de rayon R et si les hypotheses H,,

H,, H,, H, H, et Hy sont assurées, alors: st p> —

H,, Hy et H, sont assurées*, alors: si p > —\/% (R + \/4 + R?) (ce qui

équivant en (49) 4 g < A) on a A ;7\@ (donné par (56)), tandis que si p <
R 1 o )

< ——\/? (R+ V4 + ) (Cest-a-dire si en 49) g > A) on a A= A2 o

A= 3 (avec 2 donné par (51)).

2l B : = ot b

Les nombres 2= et X~ sont respectivement égaux aux nombres A et A

du théoréme 2 de‘[l]. Le théoréme 3 ci-dessus assigne donc 4 A des valeurs
au moins €gales a celles assignées par ce théoréme.,

* On peut, conformément au r

e i » \ t
énoncé, ainsi que de I'énconcé du nvol page 351, rayer I'hypothése H, de ¢
.

théordme 2, A la condition de compléter la relation

> —"\/2 &+ yTTE por 1a relat 2 RAVITE
2( +V4+R’) par la relation p 3 TZ_(R+ 4 + RY),

i e S A

i ——

T b A S S iR T 1
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