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INTRODUCTION A, LA THI~ORIE 
DES ,,FONCTIONS SPLINE" 

Par 
D. V. IONESCU (Cluj) 

Hommage au Professeur G. AL~XITS, ti l'occasion de son 70 e anniversaire 

Consid6rons la diff6rence divis6e [Xo, xl . . . .  , x , ; f ]  de la fonction f sur les 
noeuds Xo, x l ,  ..., x. off Xo <Xa < ... < x ,  et supposons que la fonction f soit de 
la classe c Ix o, x,]. Nous avons donn6 [2], la repr6sentation int6grale 

Xn 

(0 tXo, xl .... , x,,;fl = f ,(s)f,.,(s)as, 
XO 

off la fonction ~, a 6t6 obtenue par la solutions d 'un probl~me aux limites et les 
conditions aux limites nous ont permis de d6montrer que la fonction ~k est positive 
sur l'intervale (Xo, x,) et qu 'on a 

Xn 

f , (2) O (s) ds n! 
XO 

Consid~rons la diff6rence d 'ordre n, de la fonction f avec des pas diff6rents 
h i , h 2 ,  . . . , h ,  d6finie par la formule 

n 

(3) A f ( x )  = f ( x + h , + . . . + h . ) -  ~ f ( x + h , + . . . + h . _ , ) + . . . + ( - 1 ) " f ( x ) .  
hl ,h2 , . . . ,hn  

M. FRf~CHET [1] a donn6 une caract6risation fonctionnelle des polyn6mes par le 
th6or~me suivant: 

THI~ORf~ME 1. Les solutions continues de l'dquation fonctionnelle 

n 

(4) A f ( x )  : O, 
hl ,h2, . . . ,h , ,  

quels que soient x et les pas h i ,  h2 . . . .  , h , ,  sont des polynomes de degrd n - 1 au plus. 

En supposant que 0 < h l < = h 2 -  <_ ...<=h~ et que fE C"[x ,  x + h a + . . .  +h,]  nous 
avons montr6 [3] qu'on a la repr6sentation int6grale 

n x + h t + . . . + h n  

(5) a :(x) : f 
hl ,h2 , . . . ,hn  x 

off la fonction 0 s'obtient par la solution d 'un probl~me aux limites. Les conditions 
aux limites nous ont permis de d6montrer que la fonction 0 est positive sur l 'intervale 
[[x, x + hl + ... +h~] et que 

X + h l + . . . + h n  

(6) J o(s) as = h, h2...h.. 
x 
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22 O. V. IONESCU 

T. POPOVICIU [6] a consid6r6 la fonct ionnel le  
11 

(7) . ~  A i f ( x  + ~,h),  
i=0 

off les coefficients A~ et a~ sont  l i& pa r  les 6quat ions 
n 

(8) Z = o, 
i = 0  

pour  j =  0, 1, ..., m - 1, et 

(9) 2 Aiu7 # O. 
i=o 

T. Popovic iu  a donn6 une caract6r isat ion fonct ionnel le  des po lyn6mes  par  le tMor~me 
suivant :  

THfiOR~ME 2. Dans les conditions (8) et (9), les solutions continues de l'dquations 
fonctionnelle 

n 

(10) ~ A J ( x  + e,h) = 0,, 
i ~ O  

quels que sotent x et h, sont des polyn6mes de  degrd m - 1 au plus. 

Les exemples pr6c6dents nous  conduisen t / t  consid6rer en g6n6ral la fonct ionnel le  
L [ f ] ,  de la forme 
(11) L [ f ]  = Ao f (Xo)  + A ,  f ( x  t) + . . .  + A .  f ( x , ) ,  

off la fonct ion f est d6finie sur les noeuds  x o < x l  < . . .  < x . .  On suppose que les 
noeuds  x o, x l ,  ... ,  x .  et les coefficients Ao, Aa,  .... A ,  soient  tels que l ' on  air 

(12) L[ I ]  = 0, L[x l  = O, . . . ,  L [ x  m-l] = O, L[x  m] - 1 

avec m < n - 1 .  Nous  avons donc  les re la t ions:  

do  + A 1  -1- ... + A .  = 0, 

A o X  o + A I X  1 - ... + A , x ,  = O, (13) 

Aox~ -~ + A l x T  - t  ~-. . .  + A,x~, -~ = O, 
et  

(14) Aox"d + A l  x'~ -- ... A , x ~  -- 1. 

Darts ce t ravai l  nous mont re rons  sur tout  que, s i f c  Cm[xo, x,], on a la r epr&enta -  
t ion int6grale 

X n  

(15) L I f ]  - [" go(s)f(~)(s)ds,  
XO 

off la fonct ion q~ s 'obt ient  pa r  la solut ion d 'un  problbme aux limites. 
Si les noeuds  Xo, Xl ,  . . . . x ,  sont donn6s, on peut  fixer les coefficients 

A , , A ~ + I  . . . .  ,An  et alors les coefficients Ao,  A~, . . . ,A~_~  son t  pa r fa i t ement  
d6termin6s pa r  les 6quations (13). On peut  aussi 6crire les coefficients A , ,  A,, + a , . . . , A ,  

# A t  t t sous la forrne HAm, H ~_ ~, ..., H A ,  off A~,, A~ ,~ ,  . . . .  A,  sont  donn6s et a lors  
t �9 

les coefficients Ao, A ~ . . . . .  A~_~ seront  de la forme HAo, H A 1 , . . . , H A ' _ t .  
Si Aox  ~ + A~x~ + . . .  + A,x~" # O, on peut  d6terminer  le facteur  H pa r  la condi t ion  (14). 
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INTRODUCTION A LA THEORIE DES ,,FONCTIONS SPLINE" 23  

Pour d6terminer les coefficients Ao, A 1 . . . . .  A, on peut ajouter aux 6quations 
(13) d'autre 6quations entre ces coefficients qu'on peut prendre de diff6rentes mani6res. 
De cette fagon on obtient des classes de fonctionnelles de la forme (11). 

Nous donnons l'exemple suivant: 
Supposons que les noeuds x o, x l ,  ..., x, forment une progression arithm6tique 

de raison h et qu'on envisage la fonctionnelle (11), lorsque entre les coefficients 
Ao, A1, ..., A. on a les 6quations 

(16) A o = A , = I ,  Ax = A , - 1  . . . . .  Ap_l =A,_v+~, 

A v =  Av+ I . . . . .  A._p.  

On suppose que les coefficients A1, A2, ..., A ,  soient donn6s par les formules 

Al = 21 - C~;to 

A2 : "~2 -- C'2t,)'l + C21,,~o 
(17) 

off 

(18) 

A~ = ;t~ - C ~ ; t ~ _ l  + . . .  + ( -  1 ) ~ c 5 & ,  

P P 2j -- Cj+pC"-P-J 
C,P_p 

pour j = 0, 1 . . . . .  p. 
Dans ces conditions, nous avons montr6 que 

(19) L[1] = O, L[x] = O , . ,  L[x zp- 1] = 0 

et que si f ~  CZV[Xo, x.], nous avons la repr6sentation int6grale 
xn 

(20) Lty] = f o(s s C2.,(s) as, 
xo  

off la fonction 0 est positive sur l'intervalle (Xo, x,). 
Les r6sultats de ce travail ont 6t6 communiqu6s au (~Colloque sur les 6quations 

fonctionnelles>>, Bucarest--Mamaia [4] (11--17 sept. 1968). 

1. Supposons que f6Cm[xo,  x,] et cherchons une repr6sentation int~grale de 
la fonctionnelle (11). Pour cela rattachons aux intervalles [Xo, x t ] ,~x l ,  x2] . . . . .  
[x ,_ l , x , ]  les polynomes (pl,(p2, ...,~0. solutions des 6quations diff6rentielles 

(21) q~[m) = O, q~m) = 0 . . . .  , q~m) = O. 

Nous pouvons 6crire alors les formules suivantes: 

(,pW,f_,oo.-2~r' "el . .  + ".. +(--1)m-lqglf(m-1))xto = ( - 1 )  m-1 

(22) 
(~p~.,- , ) f _  q~(ff, =)f, + . . .  + (_  1)m- 1 q)2f(m- 1))Xx2 = (_  l)m-t 

Xl 

f q~lf (') ds, 
XO 

X2 

f q~2f (m) ds, 
xt  

xta 

(q~O,-x)f_.t#z-z)f,  + ... +(_ l )m- lcp , f (m-1 ) )x ,_  (__l)m-1 f ~,m, . . . .  1 = ~ o , , j  ds. 
X n -  1 

Relativement ~ ces formules nous traiterons le 
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24 D. V. IONESCU 

Problkme aux  l imites: ddterminer les po lynomes  ~oi, q~2 . . . .  , q), qui  v&i f ien t  
les conditions aux  l imites 

(23) 

~01 (XO) "~- O, ~Otl(Xo) . . . .  , (p~m--2)(X0) : 0:~ (D[m-1)(X0)  = ( - - l ) m . ~ O  

(~91(X1) = ~02(Xl)  , ~P l (Xl )  ~--- ~Oi(Xl)  . . . . .  ( / 9 (m-Z) (x l )  - -  ~02(m-Z)(x1), 

(p~m- 1)(Xl) -- q)(m- l)(Xl) = ( - - l ) m - l A 1  

~On--1(Xn-1)  (Pn (X , - - l ) ,  @ n - - l ( X n - - l )  = ~ 0n t (Xn_ l ) , . . . ,  

~0 (m-  2) t'~ n - 1  ( ' ~ n - ] ,  = r  

~"- 1) (x,_ 1) -- q)("- 1) (x,_ 1) ( - 1 ) m - l A o _ t  ~0n- 1 

g~n(Xn) : O, (Pn(Xn) = 0 . . . . .  ~ o ( m - 2 ) ( X n )  - -  O, ~ o ( m - l ) ( X n )  : ( - 1 ) m - i A , .  

I1 est facile de r6soudre ce probl6me, On v6rifie sans difficult6 que les po lynomes  

(,7 - -  XO) m -  1 
(Pl(S) = (-- 1)mAo 

(m -- 1)! 

(S--XO)m-1 (S--X')m-11 
(24) ~P2(s) -- (--1)  m Ao ( m - l ) !  t-A~ ( m Z D . ~  ] ,  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , 

(s Xo) "-~ ( s -x1)  m-~ -A._~ 
qh(s)  = ( - 1 )  m Ao ( m Z l ~ .  t ~-A, ( m - I ) !  2_... (-m--l).T 

v6rifient les condit ions aux limites (23) aux points Xo, xl  . . . . .  x,,_ 1. II reste ~t m0nt re r  
que les conditions aux limites au point  x,  sont 5galement v6rifi6es. En effet, ces 
condit ions s 'expr iment  par  

(25) 

A o  + A j  • . . .  + A , _ I  + A ,  = O, 

A o ( x , - x o )  + A ~ ( x , - - x O  • ... + A , - I ( X , - - X n - 1 )  = O, 

A o  ( x  n _ x o ) m -  1 ~_ A 1 (Xn - -  X1 )  m -  1 ~_ . . .  _~ A n  - 1 (Xn - -  X n -  I)  m -  1 = 0 ,  

et il est facile voir  que ces cond i t ions  peuvent  8tre 6crites sous la fo rme:  

(26) 

A 0 -r  1 q- . . .  + A  n = O, 

A o x o  + A x x  I .z_ ... + A , x ,  = O, 

A o x ' ~ - l  + A l X ' ~ - a  + ... +A,X~n -1  -= 0 
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INTRODUCTION )k LA THEORIE DES ,,FONCTIONS SPLINE" 25 

et ces conditions se confondent avec les 6quations (13), ce qui veut dire qu'elles 
sont satisfaites. 

Ainsi le probl~me aux limites est parfaitement r6solu. En remplaqant d a n s  
les formules (22) les polynomes ~ox, ~o 2 . . . . .  qJ, par les formules (24) et en ajoutant 
membre 5. rnembre toutes ces formules, on obtient, d'aprbs les conditions aux limites 
(23), la repr6sentation int6grale 

xn 

(27) L[f]  A o f ( x o ) + A , f ( x O +  ... +Anf(Xn) --=- f 9(s)f~ 
xo  

off la fonction ~0 coincide sur les intervales [Xo, xl], [xt,  x2] . . . . .  [x._j,  x.] avec 
es polynomes qg~. q~2 . . . . .  q~.- 

2. En employant la notation des ,,fonctions spline" 

(S__Xi).~_I=J(S--X,)'n-~ si S>=X, 
(28) /o si s <= x i. 

On peut 6crire les formules (24) sous la forme 

(s-  Xo)~-~ (s-  xi)~- 
(29) ~0(s) = (--1)" Ao ( m - I ) !  ~ - A a  ( m - l ) !  

( S - - "  X n _  1 ) ~ -  1] 
+ ... + A . _  x ~ - : ~ . )  J 

ou encore, sous la forme 

(30) (p(s) = (--1)" A o (m- l j~ i  - - - " t  
( s -  x~)~ -1 (s- x.)~ -I ] 

( m - l ) !  + . . . + A .  ~ Z I ) . )  1 
puisque le derniere terme est nul sur l'intervalle [Xo, x,]. 

La fonction ~0 de la representation int6grale (27), jouit aussi de la propri6t6 
exprim6e par la formule 

xn 
1 

(31) f ~(s)ds = ~ .  
xo 

En effet si nous rempla~ons dans la formule (27), la fonction f par x"  et l 'on 
tient compte de la formule (14), il en r6sultera la formule (31). 

Nous avons 6tendu ainsi la propri6t6 que la diff&ence divis6e [Xo, x~ . . . . .  x , ; f ]  
peut ~tre repr~sent~e par une int~grale d6finie de la forme (1), h des fonctionnelle 
de la forme (11) off entre les coefficients et les noeuds il y a les m 6quations (13), 
le nombre n + 1 des noeuds &ant plus grand que m. (Le cas m = n  correspond au 
cas de la diff6rence divis6e.) 

3. | .  J. SCHOENBERG [7] a d6fini la fonction spline d ' o r d r e  m -  1 relativement 
aux noeuds Xo, x~, . . . ,  x,, off Xo<X 1 < . . .  < x ,  sur toute la droite, par la formule 

(32) ~b (x) = Pro-1 (s) + 2 Pl (s-- x,)~ -1 , 
i=O 
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2 6  D. V. IONESCU: INTRODUCTION ,A LA THEORIE DES ,,FONCTIONS SPLINE" 

off Pro- 1(s) est un polyn6me de degr6 m - 1 au plus et / t o , / t l ,  . . . , / t ,  sont des coeffici- 
ents constants. 

I1 r6sulte de cette d6finition q u e  la fonction g, e s t  6gale au polyn6me P , , - l ( S )  
pour  s ~ zo et au polyn6me 

n 

(33) Pm-1 ( s )  + Z / t i ( S - X o )  ~-1  
i = 0  

pour  s ~ x , .  
Lorsque les noeuds x o, Xl, ..., x,, sont donn6s la fonct ion spline d6pend 

de m + n +  1 param6tres, les coefficients de P, ,_I (s )  et les coefficients p~. 
On peut identifier la fonction ~o de la repr6sentation int6grale (27) avec une 

fonction spline. Mais pour  r6aliser cette identit6, il faut d ' abord  prolonger  la fonc t ion  
q~ donn6e par la formule (30) ~ gauche de Xo par tpo(S ) = 0 et ~ droite de x,, comme 
dans le cas des fonctions spline, par  

( S  - -  X i )  m " 1 

(34) ~On+l(S ) = ( - 1 ) "  ,=o~ Ai ( m - l ) !  

Les 6quations (13) montrent  que nous avons rp,+~(s)=0.  
En faisant ce prolongement  on peut dire que la fonet ion q~ de la repr&entation 

(27) est la fonction spline (32) d'ordre m -  1, relativement aux noeuds x o, x I . . . .  , x ,  
avec le po l yn fme  P~_ l(S) identiquement nul et dont les coefficients Pl sont dgaux d 

Ai 
(35) P' ---- (--1)m ( m ,  1)! ' 

(Refu le 2 avril 1969.) 

CLUJ,  STR. PAVLOV 18/A,  
ROMANIA 
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