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INTRODUCTION A LA THEORIE
DES ,,FONCTIONS SPLINE”

Par
D. V. IONESCU (Cluj)

Hommage au Professeur G. ALEXITS, d I'occasion de son 70° anniversaire

Considérons la différence divisée [x,, Xy, ..., x,;f] de la fonction f sur les
noeuds xp, Xy, -.., X, Oll Xo<X;<...<X, et supposons que la fonction f soit de
la classe ¢ [xg, x,]. Nous avons donné [2], la représentation intégrale

) [0, X1s e xS = [ Y(OF@(s)ds,

ol la fonction Y a été obtenue par la solutions d’un probléme aux limites et les
conditions aux limites nous ont permis de démontrer que la fonction ¥ est positive
sur Pintervale (xq, x,) et qu'on a

Xn 1
@ Jv@ds=—.
X0
Considérons la différence d’ordre n, de la fonction f avec des pas différents
hy, hy, ..., h, définie par la formule

B A S = fE Ryt o) = S A B A b)),

hl)hZ;n-yhn

M. FrEcHET [1] a donné une caractérisation fonctionnelle des polynémes par le
théoréme suivant:

THEOREME 1. Les solutions continues de I’équation fonctionnelle

4 A f(x) =0,

Biyha,....ha
quels que soient x et les pas hy, h,, ..., h,, sont des polynomes de degré n—1 au plus.
En supposant que O<h, =h,=...=h, et que feC"[x, x+h;+...+h,] nous
avons montré [3] qu’on a la représentation intégrale
n xthi+...+hy
) A &= [ Ods,
hi,h2,..., hn P
ou la fonction 0 s’obtient par la solution d’un probléme aux limites. Les conditions
aux limites nous ont permis de démontrer que la fonction 6 est positive sur I'intervale
[x, x+h +...+h,) et que

x+hi+othn

©6) [ 6)ds = hyhy...h,.
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22 D. V. IONESCU

T. Poroviciu [6] a considéré la fonctionnelle

a S s,
ou les coefficients A; et «; sont liés par les équations
® S aai=o0,
pour j=0,1,...,m—1, et =

® é’ Ay # 0.

T. Popoviciu a donné une caractérisation fonctionnelle des polyndmes par le théoreme
suivant:

THEOREME 2. Dans les conditions (8) et (9), les solutions continues de I'équations
Sfonctionnelle

(10) in (x+ah) =0,

quels que soient x et h, sont des polynémes de degré m — 1 au plus.

Les exemples précédents nous conduisent a considérer en général la fonctionnelle
L[ 1], de la forme

amn LIf] = Ao f(xo) + 41 f(x) + ... + 4, f(x,),
ot la fonction f est définie sur les noeuds x,<x;<...<Xx,. On suppose que les
noeuds xg, X, ..., X, et les coefficients A4,, 4, ..., 4, soient tels que I'on ait
(12) L[11=0, L[x] =0, ..., L[x""1]1=0, L{x"] =1
avec m<n-+1. Nous avons donc les relations:
Ao +A1 ++An :0,
(13) ono +A1x1 +...+A,,x,, :0,
AgxB 14 A x4 4+ 4,x" =0,
et
(14) Aoxg + A xT+ ...+ 4,x5 = 1.

Dans ce travail nous montrerons surtout que, si f€ C™x,, x,}, on ala représenta-
tion intégrale

Xn
(15) Lif1= [ o@r™(s)ds,
X0

ou la fonction ¢ s’obtient par la solution d’un probléme aux limites.

Si les noeuds x,, x{, ..., x, sont donnés, on peut fixer les coefficients
Ay Apsys .., A, et alors les coefficients A4, Aq, ..., A, sont parfaitement
déterminés par les équations (13). On peut aussi écrire les coefficients A4, 4,4 1,...,4,
sous la forme HA;,, HA, ..., HA, ol A,, Amiy, ---» Ay, sont donnés et alors
les coefficients ~ 4,, 4,, ..., A,_; seront de la forme HAy, HAY, ..., HA, ;.
Si AgxG+ A1 xT+ ... + 4,x7 0, on peut déterminer le facteur H par la condition (14).
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Pour déterminer les coefficients 4,, 4,, ..., 4, on peut ajouter aux équations
(13) d’autre équations entre ces coefficients qu’on peut prendre de différentes maniéres.
De cette fagon on obtient des classes de fonctionnelles de la forme (11).

Nous donnons 'exemple suivant:

Supposons que les noeuds x,, Xy, ..., X, forment une progression arithmétique
de raison A4 et qu'on envisage la fonctionnelle (11), lorsque entre les coefficients
Ag, Ay, ..., A, on a les équations

(16) A0:An:1, A1:An__1,..., AP_1:A”’P+1’
A=A, ,=...=A4,_,
On suppose que les coefficients A4, , 4,, ..., A, soient donnés par les formules

A1 == 2.1 - C;plo
A2 = )l{.z - C;pll+c22pko

17 . .
Ap = j,p bt C;p}'p—l +... +(_—1)PCZPI’AO’
ou
P 14 .
(18) A= CJJC_‘"_-P:J

cr,
pour j=0,1, ..., p.
Dans ces conditions, nous avons montré que
19) L[1]1=0, Lx}=0, ..., L[x**71]=0
et que si f€C??[x,, x,], nous avons la représentation intégrale
20) Lif1= [ 8@ (s)ds,
X0

ol la fonction 6 est positive sur I'intervalle (x,, x,).
Les résultats de ce travail ont été communiqués au «Colloque sur les équations
fonctionnelles», Bucarest—Mamaia [4] (11-—17 sept. 1968).

1. Supposons que f€C™"[x,, x,] et cherchons une représentation intégrale de
la fonctionnelle (11). Pour cela rattachons aux intervalles [xq, x,],{*;, X;}, ...,
[x,_1,x,) les polynomes ¢, @;, ..., ¢, solutions des équations différentielles

2D @™ = 0,0 =0,..., 9" = 0.
Nous pouvons écrire alors les formules suivantes:

X1
@ V=@ L 4+ DTS, = 1t [ g f™ds,
xXo

oy OFTURET bt e = 1 [ onrmas,

(P~ Vf = m D A (=) e S = (D) f @uf™ ds.

Xn-1

Relativement a ces formules nous traiterons le
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24 D. V. IONESCU

Probléme aux limites: déterminer les polynomes ¢, ¢, ..., ¢, qui vérifient
les conditions aux limites

@1(x0) = 0, 01 (X0)s ..., @™ P (x0) = 0, @™ V(x0) = (—1)" 4,
@ (x) = ‘Pz(xl), @1(x) = @3(x1),..., ‘Pim 2)(?‘1) = QD(m 2)(x1)=
(p(m 1)(x ) (P(m 1)(x1) — (_])m—1A1

(23 @uo 1 (%) = PuFus1)s Pro1(Kum)) = @a(Xu_i)sens
5T (Xne 1) = QD (X 1),
T (X)) = @D y) = (1) A,y
P2(x) =0, @p(x) = 0,..., 9" D(x,) = 0, " V(x,) = (—1)"" ' 4,.

1l est facile de résoudre ce probléme, On vérifie sans difficulté que les polynomes

mg (5—x)" !
(Pl(S) = (_’ ) AO (m ”1)'&,
m Om 1 (“ m—1
@ O=CD [A° (s( X)l)v A ‘)157]’
: B (S Wco)m"l (s_.xl)m 1 (*_xn 1)m 1
=D [A" - TAT o T AT ) ]

vérifient les conditions aux limites (23) aux points xo, X;, ..., X, ;. 1l reste 2 montrer
que les conditions aux limites au point x, sont également vérifiées. En effet, ces
conditions s’expriment par

AO +A1 + +A,, 1+A :0
25) o(x xo) +4, (x 1) + .. +A,, 1(x = Xp— 1) =0,

o(x ‘xo)m 1+A1 Xn "‘x1)m B +An 1(x — Xy 1)'" ! 0,
et il est facile voir que ces conditions peuvent étre écrites sous la forme:

A, 44, +..+4, =0,
eo e LA Tl DY
AgxB 4 A xT 1+ L+ AxP 1 =0

Acta Mathematica Academice Sciemtiarumn Hungaricae 21, 1970



INTRODUCTION A LA THEORIE DES ,,FONCTIONS SPLINE” 25

et ces conditions se confondent avec les équations (13), ce qui veut dire qu’elles
sont satisfaites.

Ainsi le probléme aux limites est parfaitement résolu. En remplagant dans
les formules (22) les polynomes ¢, @,, ..., ¢, par les formules (24) et en ajoutant
membre & membre toutes ces formules, on obtient, d’apres les conditions aux limites
(23), la représentation intégrale

@7 LUT = Ao f(o)+ A, )+ e+ 4,050 = [ 0()f™(s5) ds,

ou la fonction ¢ coincide sur les intervales [xq, x;], [x;, x,], ..., [x,—;, X,] avec
es polynomes ¢, @,, ..., @,.

2. En employant la notation des ,,fonctions spline”

(28) (S~x.)'"'1 — {(s_xi)m—l si §= X;

si s=x

On peut écrire les formules (24) sous la forme

S D G s Gt 1 (5= %, )3~
(29) mg_(l)go(m}WW+Al(m‘w .+ A, -_@;b!]
ou encore, sous la forme
[ m-—1 m—1 m—1
oyl g x0T X))t RC
(30) @(s) = (1) ~A(, On—?ly +4, o) + ... + 4, Y ]

puisque le derniere terme est nul sur intervalle [x,, x,).
La fonction ¢ de la représentation intégrale (27), jouit aussi de la propriété
exprimée par la formule
Xn ]
G1) f¢mw=ﬁ.

X0

En effet si nous remplagons dans la formule (27), la fonction f par x™ et I'on
tient compte de la formule (14), il en résultera la formule (31).

Nous avons étendu ainsi la propriété que la différence divisée [xg, X, ..., X,3/]
peut étre représentée par une intégrale définie de la forme (1), a4 des fonctionnelle
de la forme (11) ou entre les coefficients et les noeuds il y a les m équations (13),
le nombre n+1 des noeuds étant plus grand que m. (Le cas m=n correspond au
cas de la différence divisée.)

3. 1. J. SCHOENBERG [7] a défini la fonction spline d’ordre m —1 relativement
aux noeuds Xy, Xy, ..., X, O Xo<X;<...<X, sur toute la droite, par la formule

(32) ¢m=mqm+gwwmva
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26 D. V. IONESCU : INTRODUCTION A LA THEORIE DES ,,FONCTIONS SPLINE”

ou P,,_,(s) est un polynéme de degré m —1.au plus et g, uy, ..., i, sont des coeffici-
ents constants.

I1 résulte de cette définition que la fonction i/-est égale au polyndme P, _,(s)
pour s=x, et au polyndme

(33 Po_1(s)+ ZO (s —xo)" 1

pour s=x,.

Lorsque les noeuds x4, X, ..., x, sont donnés la fonction spline dépend
de m+n+1 parametres, les coefficients de P, _.(s) et les coeflicients u;.

On peut identifier la fonction ¢ de la représentation intégrale (27) avec une
fonction spline. Mais pour réaliser cette identité, il faut d’abord prolonger la fonction
¢ donnée par la formule (30) a gauche de x, par @q(s) = 0 et a droite de x,, comme
dans le cas des fonctions spline, par

(s —x)" 1

(9 One1 () = 1" Z A=

Les équations (13) montrent que nous avons @, (s)=0.

En faisant ce prolongement on peut dire que /la fonction ¢ de la représentation
(27) est la fonction spline (32) d’ordre m —1, relativement aux noeuds xy, X1, ..., X,
avec le polynéme P, _ (s) identiquement nul et dont les coefficients y; sont égaux a

4,
m—D!°

(39) o= (1)

( Regu le 2 avril 1969.)

CLUJ, STR. PAVLOV 18/4A,
ROMANIA
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