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10
and also using the assumtion
llell o = 1.
For the prooflof (B.1) it is sufficient to consider the special case M — 1
N=2 (0 = ;] also taking n = 1. If ¢ = 2 the proof becomes particularh;

simple. Namely it suffices to apply Hélder’s inequality to the identity

S |Del! = —(qg — 2) ( |De|?=2% sgn (De)D2% e
obtained readily by integration by parts.

Re k i :
o) Ta?‘gr. (added in proof). See also the recent work of Browder, Lions
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SUR UN CERTAIN TYPE DE TOPOLOGIE DEFINIE
SUR LA FAMILLE £(X)

par
PETRU PETRISOR
a Cluj

Dans cette note on étudie différentes propriétés de quelques opérateurs
d’'une certaine classe qui interviennent fréquemment dans beaucoup de
problémes de la topologie générale comme dans la theorie de 'interpolation..

A P'aide de ces opérateurs on obtient un théoréme général de séparation
(contenu dans le théoréme 1) ausi bien qu'une caractérisation des ensembles
séparés par rapport a la topologie induite par ces opérateurs (contenu dans:
le méme théoréme). En utilisant ces résultats on construit une topologie
sur la famille 2(X) en utilisant un opérateur de la classe mentionnée, I'opé-
rateur =,, qui sera défini par la suite.

Ce résultat présente de limportance du fait qu’il permet de définir
une topologie sur la famille €(X) en partant d’une topologie définie sur
Iensemble X et en méme temps il met en évidence l'élément primitif (la
notion fondamentale) de différents types de topologisation de la famille
g(X). Cet élément doit étre cherché dans la classe d'opératsurs déja men--
tionnée.

Un autre aspect de I'importance de cette classe d'opérateurs sera mis.
en évidence a Yoccasion de la recherche de l'existence du prolongement
d’une mesure [3].

Soit X un ensemble arbitraire et €(X) la famille des parties de 'ensemble
X. On désigne par @ et ¥ des applications définies sur 2(X) et a valeurs.
en 2(X) telles que:

(1) Pour toute famille {4,:y € I'} de parties de I'ensemble X on a:
o (UA4,) = UPM4,), ¥(Uu4d,)=U ¥4,
yer yeT yer yer

(2) Pour tout sous-ensemble AC X ona: @x4) =d(4), ¥3(4) = V(4).
c’est-a-dire les applications @ et ¥ sont idempotentes.
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(3) Pour tout sous-ensemble A de Iensemble X on a:
O[¥(4)] C O(4), ¥[O(4)] CF(4)

On désignera par Jg, Iy I'ensemble des valeurs des applications @ respecti.
vement ¥ et par § la famille des filtres définis sur X ayant la propriété que
deux filtres quelconques de la famille & non-disjoints sont comparables,
Si AC X n'est pas vide alors la famille {A} est une base de filtre. Soit
(F un filtre non-disjoint de cette base de filtre. Dans ce cas 4 & (F# et done |
F' (le filtre généré par la base de filtre {A4}) est moins fin que le filtre (Z,
Done tout sous-ensemble non-vide de I'ensemble X appartient au moins j
un élément de la famille §.

Définition 1. Le sous-ensemble A de Vensemble X est nommé
D-ensemble (¥-ensemble) si les ensembles A et O(A) (A et ¥(A)) appartien-
nent a un filtre (F de la famille §.

La classe des parties de X formée de ®-ensembles (W-ensembles) est
désignée par MP(X) (MY(X)).

Définition 2. Surla famille MP(X) x I (X) on définit la relation
d'ordre <g,w por:

(4, By) <o,w (42 B)&®A, C A4, et B,C B,

Définition 3. La famille &C&(X) est nommée famille d'inter-
polation par rapport & la surjection ¥ &(X) —» QA si pour tout 4 €A on a:
) =4,

rHRoREME 1. Si les applications @ : 2(X) »2(X), et ¥ g(X) - 2(X)
vérifient les conditions (1), (2), (3) et famille Jg, est une famille d’interpolation
par rapport a application ¥, alors il existe une topologie y sur U'ensemble

X, non-connexe et qui vérifie Vaxiome Ty de séparation.

Démonstration. Soient A € M2(X), B € MY(X) tel que ANB = 6.
On considére la famille:

N ={@e,,9,): e eMn®X), D, eMVX), yET, <o, v}
ayant les propriétés suivantes:

{1) Pour tout ye ' on a €, ®,= 0

(2) Pour tout ye ' on a €, D 4, 9, D B.
La famille N n’est pas vide puisque (4, B) & N.

Soit Q = {(€}, @)):y & I'} une sous-ensemble de la famille N totale |
ment ordonné par la relation <,y et on considére la paire: (|J €5, U D)
yeIr yerr

' o U e € moX),
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Cette paire a les propriétés suivantes :

U o) = me(X).
eI yel”

On déduit cette propriété ainsi: U €4 D@y et puisque e, & MO(X) il en
yel”
sulte qu'il existe le filtre (7, €F tel que @, &(Fy. Donc: wls'lj @, &(Fy-
De la propriété (1) de I’application @ on déduit :
a(y &) = U o)
yelrr

yel”

et done O(UU &) DP(CY). Puisque e, sme(X) et C & Fy il en résulte
yel”

cest-a-dire d(Y &) € §, ce qui montre que:

que D(Ey) ETFy, §2

U o & o).
ko

La relation U 9 € MY(X) est démontrée d’une maniére analogue.
Yer

) (Ueyn (Y 2) =0
yel” vyl
e NDy=10pour y el
© Ue&D4, U 9D B. Ces relations sont déduites des inclusions
vy

yE

Cette propriété résulte de la condition

€

e, A, 9 D B vraies pour tout y & |

Des propriétés (a), (b), (c) et de la définition de la relation <<g,4 il résulte
que la paire:

(Ue, U9
yel”

yerl”

appartient 2 la famille N et on peut donc appliquer le lemme de Zorn:
la famille (N, <q ¢) contient un élément maximal (€', @’).
En supposant remplie la condition :

39 NOC U Q=0

QICX

on désigne par Y I'ensemble ' NOE U Q). Puisque l'ensemble ¥ n’est
pas vide, il résulte qu'il appartient a un filtre maximal I'" & &. Des in-
clusions Y C 9" et Y C D(C" U Q) il résulte:

T et BE UQ) sl

9 — Mathematica Vol. 12(35) — fascicola 2/1970
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De €' < IL®(X) on déduit I'existence d’un élémgnt FEF tel que: €' g (7
et ®(C') & (. De l'inclusion o(E U Qy) DO(E) on déduit ®(€" Y Q)s;
ce qui montre que @(€" U Q,) € I'"' [ §etdone I et (F sont deux éléments
de 1a famille § non-disjointe. De la définition de la famille & il résulte que
ces deux filtres sont comparables. On a 2 analyser les cas:

(a,) (F < I'. Dans ce cas, puisque €' e (£ il en résulte que € < I'.
De 1a définition du filtre T il résulte que @' & I'"" et donc €N Y I
ce qui est une contradiction, puisque N9 = 0 et que I'" est un filtre,

(b)) T < (F Dans ce cas, puisque &' & I il résulte que 9" & (£. Mais
€ efetdelaC N & (F, cequiest une contradiction puisque €' [} ¥'=8
et que (F est un filtre.

La contradiction obtenue montre que la condition:

m L ¥eNoC U =0

Qcx
est remplie.
En supposant que l'ensemble Q =X ~ (€' |) ') n'est pas vide, soit

Y T’ensemble ®(Q) U €. Puisque €’ & (X)) il résulte qu'il existe un filtre
(F € & qui contient les ensembles €' et ®(€). De Y D Q' et ®(Y) =d(QU

U @(€') D (@)’ il résulte que le filtre (7 contient les ensembles Y et O(Y), |

c'est-a-dire ¥ & IM2(X)
Puisque €' contient l'ensemble A on déduit que Y contient également cet
ensemble.

On considére la paire (¥, ®). De: YN 9 =[PQ U E]N 2 =
=[N YUE N9) =8 (ici ona employé la condition (I)) il résulte
que (Y, @) & N. De € C Y on déduit (€', 9') < ¢4 (Y, @), ce qui contredit
le fait que (€, ®') est 'élément maximal de la famille N. Donc Q = 0
et X=¢€ 9.

On définit application : yg,y : 8(X) — £(X) par yeu(d) =4 UP(4)U
U ¥(4) Cette application a les propriétés suivantes:

(a,) Pour tout sous-ensemble A de I'ensemble X on a: A C yg(4)
(b,) Pour deux sous-ensembles quelconques A et B de I'ensemble X on a:
Yo,o(4 U B) = 10,0(4) U vo,4(B).
On démontre cette égalité en utilisant la définition de l'application ye,¢°
Yo.s(AU B)=A U BUPAU B YY¥AUB) =
=40 BUP4)UOB) U ¥(4) U ¥(B) =

=AU V¥4I (BULB) U ¥(B)] =
= Yo.u (4) U Yo,4(B).
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(cs) Pour tout sous-ensemble A de la X on a:

1o, 0(4) = Yo, o(4):

: Soalité ili finition de l'application Yo,
démontre cette égalité en utilisant l_a’defmltlon‘ _ —
Scnles axiomes (2), (3) par lesquels on définit les applications @ et - 4

¥h,4(4) = Yo,o[Yo.4(4)] = Yo,o(4) U @ [yg,o(4)1 U ¥lve,o(d)] =
— AU O(4) U ¥(4) U o4) Uexd) U e[F(A)]U

U Y(4) U ¥4)] U ¥d) =

A YD) U AU Y] U FOA)] =

= A Y O(Ad) U¥A) = va,uld).

I

Des propriétés (a,), (by), (c,) de I'application vg,¢ il résulte que cette applica-
tion est un opérateur de fermeture qui engendre une topologie unique vy
définie sur X. A I'aide la définition de cet opérateur on peut écrire:

&t =¢e Y PE)y YE)

oﬁ'_é"’ est la fermeture de I'ensemble €' par rapport a la topologie ¥. A
l'aide de ces égalités on peut écrire

YNET=9N (€ UE) U FPE)] =

=@ NE)U DN OE)]IN [P N ¥E)] =6

une égalité qui résulte de la condition (I) en prenant Q C €’. ®une manieére
analogue on trouve I'égalité @ DY = 6. De ces deux égalités il résult
que’ ]es'eusembles € et @ sont y-séparés. Les ensembles @ et &)’ i
y—sepa’res et € 9 étant y-ouverte (puisque X = @’ | D)
que I'espace topologique (X, ¥) n'est pas connexe.

Soient A C X, BC X deux ensembles y-séparés. Done -

étant
il en résulte

) BAMUA) U ¥A)] =6 4 NIBUSB)Y ¥(B)] =6

De ces égalités ont déduit ;

a) B =
(@) B No4) =0, g)B N¥(4) =96, (y)4 NoB) = ¢, (84 N¥(B) = o
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On suppose que 4 & Mme(X), BG_EgJTL‘F(X). D’aprés un résultat antériey,
on sait que si 4 €M(X), B sM¥(X) on a:

VBOOGMAU Q=4N¥BUQ =09

QCcXx

De ce critérium et de I’hypothése admise on déduit la condition :

3 BNOMAUQ) =6 et ANY(BU Q)= 0.

0,CX, 0,CX

Mais B | ®(Q,) 5% 0 puisque de («) il résulte B N ®(A) = 6. On a aussi
4 NY(Q,) 7 0 pusique de (B) il résulte A W (B) = 6. Soit Z = ANV (Q,).
L'ensemble Y = B () ®(Q,) étant non-vide, il existe le filtre (£, €&
qui contient I'ensemble Y. De l'expression de cet ensemble il résulte que
B et ®(Q,) appartiennent au filtre (Zy € ; l’ensemble Z étant non-vide,
il existe (£, €& qui contient 'ensemble Z et de I'expression de 'ensemble
Z on déduit que (F, contient les ensembles 4 et ®(L,).
Cette relation ayant lieu pour tout Qf D Q,, on peut remplacer T'en-
semble Q, par 'ensemble Q=0 [D(Qq)] U £ ot £ Q,. Donc Y(Q) &F;
mais ®(Q,) est un point fixe pour 'application ¥, il en résulte que Y(Q)) =
= O(Qy) E Fy- )
Donc ¥(Q)) € Fy N (F, cest-a-dire (F, | (Fz7#% 0 et de la définition

de la famille § on déduit que (%, et (#, sont comparables. On a & analyser '

les cas:
(a)) (Fy < (Fz. De B & (Fy il résulte B &(F, Mais 4 &(F; et donc
A\ B & (£ ce qui ne peut avoir lieu puisque 4 } B = 0.
(by) (F;< Fy. De A &(F, il résulte A S (Fy. Mais B &(Fy et donc
A B (fy ce qui ne peut avoir lieu puisque 4 () B = 0.

De (a,) et (by) il résulte que:

A G Me(X), B & I¥(X)

et de la (IT) il résulte que ANB=06.De A sNM®(X), B g MY(X) et des
re’sultats antem_eurs on déduit Pexistence des ensembles € g IM?®(X),
9 € MY(X) qui sont y-séparés, X =€ Y9, ¢ N9 = 0.

L’ensemble €' |} 9’ étant y-ouvert, il résulte que €' et @ sont y-ouver-

te§, donc (X, y) vérifient 'axiome T de séparation et le théoreme est
démontré.

THEOREME 2. Pour toute famille & de parties de U'ensembles X on 6
(@) = (@) [3].

Démonstration. Soit Y & 1,[7,(4)]. Il existe ’ensembl ;
ARACIND _ e Bgr,9)te
que Y N1 B& 1,(4). De B& 1,(Q) il résulte l'existence de 1'ensemble
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t y . 4 el
lque BNA €@ De ces relations il résulte que: BNYN .

a1Ear . : ’ ble
AECe ue ' C T,(a)- " . . v Gl déduit l’eXIStellce de lensem
parce A¥F . = de l'application 7, _ bles A, B,
De la defmltlo.;} AN BN E @ et puisque lezI elizst—é-dire:
Q}ir%e:f;e?l‘;ea la famille &, il en résulte Y € 7(4)
ap

'I'"j(&) e Te(a)'
Y ﬂA = a. Donc :

: ’ a t 1 ue e
it Y € =(@). 11 existe lensemble 4 € ¢ tel g o deduit Y € r;(&)

¥ N A) nAed cest-a-direY N4 € (&, ). On

Donc 1,(d) C 73(A). \ n )
ruEOREME 3. Pour touie classe {dv: Y € I'} fcirmeo

séunion de famille de parties de lensemble X on a:

(U dy)

yerl

par rapport & la

= U Te(c‘l'\')'
yel’

Démonstration. Soit Y& 7,(U &y). 11 existe 'ensemble 4 € U Gy tel

yer , yel
que Y N4 e U &, Done il existe un y, € I' et l'ensemble A €4y,
yerl
tels que Y N4 €4, o 1, € I

Soit Ay = Ay, U dy,. On a A 4, et
Y N A €8y, c'est-a-dire:

Y € 7,(dy) C U 7.4y)
yel’
et on a l'inclusion:

(U &) C U 7(8y).
rEl verl

Soit Y € LE_J 7(d,), done Y € 1,(d,,) olt vy, € I'. 1l existe un 4 € 4, tel

yel
que ¥ 1 4 € 4,,. Donc il existe un 4 €| 4, tel que:
yer

YNdae-+(Ua,
‘ el
et de 1a on obtient I"inclusion :

_;g‘ Tz(a'r) c; T‘(yLéJ[‘aT)

et le théoréme est démontré.

THEORTE ) :
bort & Fapppiarsyy 1@ Jamille 3. est une famille d'inte
non-connexe {g "o, alors il existe sur la famille &

l rpolation par rap-
Séparation.. " T4¢ Vespace topologique (2(X), )

(X) une topologie
vérifie I'axiome %‘5 ge



