ASUPRA ALURIE SIRULUI NUMERELOR NATURALE < » SI PRIME
CU NUMARUL NATURAL #.

de Triberin Popovicinw (Cluj)

1. La 31 decembrie 1971 se implinese 50 de ani de la infilntarca socletdlii matematice
{wiai tirzin transformati in societatea stiiniifica) a elevilor liceulni ,,Moise Nicoara” din Arad
f1]. Aceastd societate a dainuit multi ani si a contribuit substantial 1a pregatirea elevilor dornici
ca mai tirziu si se dedice unei cariere in care cunestinitele matematice joaci un rol insemnat.

In primii ani de existentd societatea s-a mentinut gratie entuziasmului citorva elevi,
prinire care trebuie pomenit Valeriu NOVACU, azi un distins profesor de fizica &eorellca la
Universitatea din Buecuresti si membru corespondent al Academiei R.S.IR. Mai tirzid societalea
a fost mult sprijiniti de inimosul fost director ! liceului ,,Moise Nicoard™ din Arad, Aseaniu
CRISAN.

Framintirilor de atunci se datoreste si revista ,, Jurnal Matematic” (litografiata). Din
aceastd revistd au aparat in total 12 numere la Arad in anul 1924 continuate apei cu ined
D numere scoase la Bucuresti In anul 1925, Revista ,,Jurnal Matematic™ a fost de repctate ori
favorabil semnalatd si In coloanele vechii Gazete Matematice st citatd chiar in cunoscute
reviste de specialitate striine (,,Mathesis").

2. In ,,Jurnal Matematic”, vol. I, p. 35 (din 1 februarie 1924) am
propus urmifoarea problem3 :

11. Sd se gdseasea toate numerele pentru carve numerele inferioare §i
prime cu el sint in pmgmsw aritmelic® sau geometricd.

Se subinfelege ci in acest enunt este vorba nwmai de numere na-
turale.

Studiul numerelor naturale << n g prime cu numéirul natural »
prezinti interes in diferite probleme de algebrd, geometrie, ete. Numdirul
lor se noteazd cu ¢(n) (functia lui Fuler) si se mai numesgte indicatorul
Iui ». Functia ¢(n) are numeroase propmetd,m interesante si importante.
Aceste proprietiti pot fi gdszte in inai toate tratatele de aritmetici sau de
teoria numerelor. Ma vol mdrgini aici la a cita numai excelenta carte a lui
W, SIERPINSKI [3].

3. 84 considerdm sirul crescitor

(1) Apy Opy ovoy tyy (@ = (X))
al numerelor naturale <C » si prime cu n. Dacd notdm cu (a, §) c.m.c.d.
o} numerelor a, b, sirul (1) este caracterizat de urmitoarele proprietiti:
a) {(a,, n) =1, v=1, 2, @
b) a, <@, v=12, ..., cp —1, daci p(n) > 1.
Avem ¢(n) = 1 daeé si numai dacd n =1 sau n = 2. Avem o(ny =2
pentru n==3, 4 si 6 si pentrn orice alt n, ¢{n) este un numir par > 2.
Pentru uniformitatea exprimirii convenim c¢a un sir de numere
€1 1N singur termen sa fie considerat crescitor.

* Prezentatd la sesiunea de comunicdri stiintifice a liceului ,,I. Slavici” din Arad in
ziua de 16 mai 1971,

In cele ce urmeazd, printre altele, vom da solutia nepublicati, cel

putin in revista in care am propus-o, a problemei de mai sus din ,,Jurnel
Matematic”,
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Deoarece o progresie aritmeticd cu ratia nenuld gi o progresie geu-
melricd de numere pozitive cu ratia diferitd de 1 sint giruri erescitoare sau
deserescitoare, problema II revine la a gdsi toate numerele naturale i
pentru care sirnl (1} definit mai sus, este o progresie aritmetied sau geo-
metrica.

Un gir de numere cu 2 termeni este totdeanna o progresie aritmetica,
iar dacd primul termen este diferit de 0 este §i o progresie geometricd™).

$i aici, peptru uniformitatea exprimirii, convenim ca orice §ir de
numere cu un singur termen & fic considerat ea ¢ progresie aritmeticd si
o progresie geometricd (in acest caz fird ratie). ‘

4. S3a vedem care sint numerele pentru care sirul (1) de mai sus este
¢ progresie aritmeticd.

Trebuie sa distingemn urmidtoarele cazuri:

Cazul 1. n este impar. Liasind la o parte cazul banal n = 1. observint
i @, = 2 si rezultd cf ratia progresiei trebuie si fic egald cu 1. Rezulid
cd primele n# —1 numere naturalel, 2, ..., n—1 trebuie si fie primme cu w,
ceea ce are loc dacd § numail dacd n este un numar prim.

Cazul 2. n este un numdir par. Atunei # = 2% g, unde =z este un
numir natural lar ¢ un numdr natural impar. Aiei disiingem doud sub-
CAZUr :

Subcazul 2.1. @ = 1 Atunci sirul (1) se reduce la sirul 1, 3. ..., 2°—1
al primilor 2! numere impare. Acest $ir este o progresie aritineticd curatiy
2 (dacd o >1).

Subcazul 2.2. a >1. In acest caz numerele a—2, a--2 zint numere
naturale < » gi sint prime cu ». Insi a—1, a, a1 nu sint prime cu »,
deei @ —2, ¢ +2 sint doi termeni consecutivi al sirului (1). Dacd deei (1}
este o progresie aritmeticd ratia sa este egald ca 4. Aceasta imsemneazad
ed avem a, = 1, a, = 5., dack sirul are doi termeni, ceea ce are loc duci
si numai dac » = 6. Daedt girul (1) ar avea mai mult de doi termeni, av
trebuil si avem a; = 1, a4, == 3, a, = 9, .... Acest lueru este insit impaosibil
caci (9, n) =1 = (3, ») == 1 1ar 3 nu ar figura in sirul (1).

Se mai poate obtine acest rezultat observind cd dacd # > 6, numercle
a -2, a 4 sint do! termeni congecutivi ai sirului (1). Putem J&sa pe seama
cititorului demonstrarea acestei proprietati. Ratia progresiet ar trebul
sa fie 2 si numdrul (impar} « ar trebul deei s& apar{ing sirvului (1), ccea ce
este  imposibil.

Putem: dar enunia
TEOREMA 1. Sirul (1) este o progresie avitmelicd tr urmdtoarcle
CATUrE : :

a) n este wh nuwmdr prim impar,

b). n este o pulere inlreagd nenegativd a lui 2.

ey = 0.
si rowmail tno aceste cazuvi,

5. Un sir (finit) de numere (#,)7, se zice simetric dued siioa termenilor

egal departati de termenit extremi este egalid cn un acelasi nunmidr. Cu alte

*y Adoptam bineinieles definitia obisnuita a unei progresii aritmetice respectiv geonre-
trice ca fiind un sir (finit sau infinit) de numere in care fiecare termen (Incepind cu al (‘101}9:1?
este  egal eu precedentnl adunat respectiv inmuitit cu un acelasi numdr numit ratia progresie

Unul cel putin din sirurile cu doi fermeni uy, u,, §i uy, u; este totdeauna o progresie
geometrici,
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cuvinte dacd si numai dacid numerele v, + 4,44, v =1, 2, ..., m sint
evale. Pentru uniformitatea exprimir:i vom conveni ca orice gir avind
numai 1 sau 2 termeni 88 fie considerat simetric. Cu aceasta, denumirea
de siv simetric este jostificatd de proprietatea cd punctele (v, u), v =1,

2. ...m raportate la un sistem de doud axe de coordonate ().’cy din plan
formeaza o multime finitd care are oca centrin de simeirie punetul
m 1 o . . .
ey s ] Tinde 28 este toemal valoarea comund a sumelor w o,
h) -

v oes 1,2, 00
In partienlir o progresie aritmeticl este un sir simetrie. Este usor
de dat exemple de sivuri care nu sint simetrice.
Sirurile simetrice (1,)" -1 :m in eomun cu progresiile aritrmetice pro-
. N Hy = My,
priefatea cunoscufd ca suma Z n, = m————"4a termenilor lor este egali

y
D | 2

cu namiral rerinenilor inmulfit cu semismma termenilor extremi.

Un caz important de sir simetric este sirul (1) definit mai sus al
numerelor <2 x 31 prime cu ». Acest lucru rezultd din proprietatea (dacd
aw >>1) ed dacd » este un numar nataral < w, avem (v, n) =1 & (v -~ »,
w) -= 1. Deducem de alel ¢d a,_;_,==n —a, v=12, ..., 9 (daed »n >1}.

Avem acim

TEOREMA 2. Dacd o progresie geometricd cu cel pujin 3 lerment s/
ot terineail pozilivi este un 8ir simelvie, topt termenii acestel progresit sint
(ntmeric) egali {ave deci rafiv egald cu 1),

infr-ndevitr, inoacest ez, w4, =-a, i, =ag, 0, , = ag" "%, a = ag" .
unde a =0, ¢ >0, mz=3. Din mndml de simetrie rezultd a - ag”
ay - ag™ i s a{g — 1) (g7 2 —1Y=0, de unde g=-1 §i vezult yw-
prictatea din enuntul teoremel.

Lisam pe seama ecititorului, ca un bun exercitiu, sd determine toate
progresiile geometrice simetrice (fird ipoteza ca termenii si fie pozitivi).

Ca o consecintd avem

CONSECINTA 1. In afard de cazurile banale n =1, 2, 3, 4 8¢ 6
siral (1) nu poale s fie o progresie geomelricd.

Inir-adevir, in cazul contrar, pe haza teoremei 2, sirul (1) ar trebui
20 ambd totr termenii egall, ceeace contrazice ipoteza ¢d el este crescitor
«i «leci, ipso facto, are termenil numeric diferifi.

6. Sa considerdm un sir finit de numere (u, )v_l, cu cel putin 3 ter-
meni (m =33 Numerele Au, == w,,; —w,, v =1,2, ...,m-—1 3¢ numesc
diferentele xumefsi\ e de ordinul 1 iar A%, = Aw,., — AN, = U, — 2¥,.{ -
= ouy, ve=10 20000, m — 2 diferentele suceesive de ordmul 2 ale tormemior
siruhti (f( Vo1 Sirul {Aw, ot se numeste sirul diferentelor de ordinul 1
iy (AZu )0 ~1m] diferentelor de ordinul 2 al siralal ()0 ,.

Se zice cid sirul {u,)7.; este weoconcar dacd girnl diferentelor de
oriinul 2. {A%w,)P7F este nenegativ, deci dacd A%, =0, v=1,2,...,m —2
sicf este peconvewr dacd sirul (Aﬂu J2of este mpozmv deei dacs A2w, << 0.
v=1, 2, ....m — 2.
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in particular, daed toate diferentele de ordinul 2, A?w, sint pozitive
sirnd (w,) se zice conver iar dacd toate aceste diferente sint negative sirul
~e zive conecar. Proprietatea A%uw = 0, v =1, 2, ..., m—2 caracterizenzi
progresiile aritmetice (eu m termeni). O progresie aritmeticd este in acelasi
timp un siv neconcayv $i neconvex si acestea sint singurele giruri care se
Bueurd de aceastd proprietate.

Un sir cu 3 termeni este totdeauna san convex, sau coneav sau este
0 progresie aritimeticd.
Avem si

TEOREMA 3. Un sir simefric ()50, cu cel puiin 3 termeni (in= 3
i poate sd fie neconcar sau neconver decit dacd se reduce la o progresie
aritmeticd.
Pe baza simetriei sirulni {#,), avem
< W
N, o, A%, = ANy, 4w =0,y =1, 2 ..., m—2,

de unde rezultd cd dacd diferentele Ax, sint toate de acelagi semn (toate
== 0 sau toate = 0), ele trebuie 4 fie egale.

Cu aceasta teorema 3 este demonstrati.

Putem aplica acest rezultat la sirul (1). Tinind seami de teorema 1,
deducem

CONSECINTA 2. In afard de cazurile banale n =1, 2, 3, 4, si ¥,
sirul (1) este neconcav sau neconvex in cazurile $i numai tn cacurile ciid
acest sir se reduce la o progresie aritmeticd, cazuri care sint specificate li
enunful teoremer 1.

7. Putem interpreta rezultatele precedenie si altfel.

O proprietate caracteristicid a progresiilor aritmetice {(de ordinual 1)
(u,) este ca diferentele Aw, sint toate egale cu un acelasi numdir (ratia
progresiei}). Un gir (u,) pentru care diferentele de ordinul al doilea A2u,
sint toate egale cn un acelasi numdr se numeste o progresie arilmeticd de
ordinul 2. O progresie aritmeticd de ordinul 2 este sau un sir convex sau
un $ir concav sau se reduce la o progresie sritmeticd obignuitd (de ordinul 1).

Pentru uniformitatea exprimarii putem conveni ca orice sir cu cel
mult 3 termeni si fie considerat ca o progresie aritmeticd de ordinul 2.

Din teorema 3 se deduce

CONSECINTA 3. Un gir simetric este o progresie aritmeticd de ordinul
2 dacd gi numat dacd el se reduce la o progresie aritmeticd obisnuitd (de or-
dinul 1).

8. Proprietatea din enuntul consecintei 3 se poate demonstra si
altfel, Aceastd demonstratie se bazeazid pe

LEMA 1. a). Pentru ca un siv (u,) $& fie o progresie aritmeticd (de
ordinul 1) este necesar §i suficient ca el sd fie de forma (P{v)) unde P(x) —
=px + v este un polinom de gradul 1.

b). Pentru ca un gir (u,) sd fie o progresie aritmeticd de ordinul 2 este
necesar st suficient ca el sd fie de forma (P (v)) unde P{x) = ax® -+ B -+
este un polinom de gradul 2,

Cu alte cuvinte sd avem w, = P(v), pentru toate valorile lai v,
P{z) fiind un polinom de gradul 1 respectiv de gradul 2.
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Lisdm pe seama cititorului demonstratiile acestor proprietifi, e
altfel bine cunoscute. Reamintimi numai ei necesitatea eonditiilor respectiv
rezulti din formulele

v—-1 y-~-2
uy = B AU b uy (v 15 0,= V(v = 1 — DA% + (v — 1) A 4 u, (vi>2)

=1 =1

respective,

O progresie aritmeticd obisnuitd este un caz particular de progresie
aritmeticd de ordinul 2. Este suficient ca cel mail inalt coeficient x al
polinomului P(x) din lema 1 si fie egal ¢u 0.

Pentru ca o progresie aritmeticd de ordinul 2, (P (v}, (m = 3)
unde P(a} = za* -4 Br -+ v, sd fle un sir simetric este necesar ea P (1) +
+ P(m) = P{2)+ Pim—1), de unde ofm?*4+ 1 —{m—12—4]=
2a{m — 2) =0, deci z = 0. Proprietatea din enuntul consecintel 3
rezultd de aici.

.

DPedueenm de aicl si

CONSECINTA {. Sirul (1) esie o progresie aritmeticd de ordinul 2
dacd si numai dacd el este o.progresie aritmeticd obisnuitd (de ordinal 1),
cazurt care sint specificate in teorema 1.

9. Nofiunea de progresie aritmeticd se poate generaliza §i prin aceea
de progresie aritmeticd cu mai multe ratii, despre care s-a vorbit de ase-
menesa in ,,Jurnal Matematie’ {2 %)

*) Progresiile aritmetice cu mai multe {(un numar finit} de ratii sint eracterizate prin
aceea cd giral diferentelor de ordinul 1 al lor este un sir pericdic.

O progresic aritmeticd cu 2 rafiil este un sir de numere (%,) in care
fiecare termen se obtine din precedentul aduninindu-i alternativ una din
cele doua ratii date. Cu alte cuvinte dacd ug, = gy + 7y Upyay = Uy, +
4 ey v e 1, 2,00, under, r, sint cele doud ratii ale progresiei.

in puartienlar orice progresie aritmeticsi obisnuitd este o progresie
arifmetied eu 2 rafii egale si orice progresie aritmeticd cu doud ratii egale
este o progresie aritmeticd obisnuita.

Orice gir cu 3 termeni este o progresie aritmeticd cu 2 ratii si orice
sir simetric cu 4 termeni este o progresie aritmeticd cu doud ratii sireci-
proe. Demonstratiile acestor proprietiti le putem lisa pe seama cititorulni.

Pentru uniformitatea exprimirii convenim ca orice gir cu cel mult
2 termeni s& fie totdeanna considerat ca o progresie cu 2 ratii.

Ca o generalizare a teoremei 1 sd ne propunem si determinim toate
numerele » pentru care girul (1) este o progresie aritmeticd cun 2 ratii.

Dacad ¢(n) << {4, proprietatea este adevidratd. Numerele n pentru
care avem o¢(n) =: 4 sint 5, 8, 10, 12. Pentru orice »n diferit de 1, 2, 3,4,
5, 6, 8 10 si 12, ¢(n) este un numir par =6.
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Proceddm ca si la stabilirea rezultatului din enuntul teoremei 1.
S& presupunem cd sirul (1) definit mai sus este o progresie aritmeticd
cu 2 ratii. Mai departe putem presupunem ¢i » >6 desi unele din celelatte
cazuri sint implicit cuprinse in discutia de mai jos. Trebuic 84 distingem
mat multe cazuri :

Cazul 1. n este impar (== 5). In acest caz a; = 1,8, = 2§i (4,n) = 1.
Trebuie s& distingem doudi subeazuri: _

Subcazul 1.1. » este prim cu 3. Atunci a, = 3 si sirul (1) este o pro-
gresie aritmeticd cu ratia 1. Revenim la un caz studiat la teorema 1 (eazul
1 de acolo).

Subcazul 1.2. n se divide cu 3. Atunci # = 3° b, unde B este un numir
natural $i & un numdr natural impar prim cu 3. Daecd g == 1, avem b= 5.
Avem acum a, = 4 i ratiile progresiei sint 1 si 2. Se deduee ci girul (1)
este format din toate numerele << n care nu ge divid cu 3 si numai din

aceste numere. Printre aceste numere figureazd insd sinumdirul 4. Trebuie
deci 83 avem & = 1 gi deci n = 38

Cazul 2. n este par (>6). Atunci » = 2%4, unde 2 este un numér
natural iar a un numdr natural impar. Pentru a -1 revenim la un caz
deja studiat la teorema 1 (subcazul 2.1 de acolo). Sirul (1) este atunci
o progresie aritmeticd (de ordinul 1) cu ratia 2. Daed a > 1, observam c¢a
nuimerele a — 2, a + 2, a - 4 sint prime cu » iar ¢ — 1, a, a -+ 1, ¢ -1 3
nu sint prime cu ». Rezultd cd a — 2, a4 2, e+ 4 sinl 3 termeni
consecutivi ai sirnlui (1), care fiind presupus o progresie aritmeticli cu 2
ratii, are ratiile egale cu 2 i 4. Inegalitatea a + 4 < n este verificatd in
ipoteza n > 6. Distingem acum urmitoarele 2 subcazuri :

Subcazul 2.1. a este prim cu 3. Atunci a, = 1, a, = 3, a, =
ay = 9. Dacd a = 5 numirul 10 este o solutie a problemei. Daci a >
avem n > 12 si deci ¢ {n) = 6. Trebuie atunci si mat avem a; = 13, a; = 13.
Acest lucru este insd imposibil edei (15, ) =1 =3 (5, #) = 1, dar 5 nu
fignreazd in sirul {1). A

Subcazul 2.2. a se divide eu 3. In acest caz n = 2*3%, =, B fiind
doud numere naturale si & un nuwmdr natural impar care este prim cu 3
Se deduce cd sirul (1) este format din toate numerele impare < » 81 care
nu se divid eu 3 i numai din aceste numere. Printre ele figureazi insd ¢l
namirul 4. Se deduce cd b = 1 i deei n = 2% 3%,

Avem deci urmitoarea

”
oy
2hy

TEOREMA 4. Sirul (1) este o progresie aritmeticd cv douad rafii in
urmdtoarele  eazuri

a). w este un numdr prim > 3,

b). n este de forma 2% 3%, unde 2, 3 sint nwmere inireqi wneneqalive,

¢). o= 10,

sf numai in acesle cazuri,

Cele <de mai sus sugercazd st alte proprictdti si generalizari analoge pe care. dim
tipsi de spatiu, le isdm pe seama cititornlui. :
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