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AL RELATIILOR

DE

A. KOVACS
(Cluj)

in aceastd lucrare se studiazii problema generalizirii a produsului de compozi-
tie al relatiilor precum si anumite probleme legate de geometria relafiilor din

plan.

0. In lucrarea [1] se face un studin asupra relajiilor binare definite
pe mulfimea numerelor reale precum gi asupra produsului relatiilor binare.
fn acelagi timp se prezintd geometria relatiilor liniare din plan.

Scopul acestei luerdri este de a da o generalizare a notiunii de pro-
dus de compozitie prezentat in [1], si citeva rezultate despre geometria
relatiilor din plan.

Ideea de a studia anumite probleme legate de geometria relatiilor
a fost sugerats de St. N.Berti. In acelasi timp mi-a dat numeroase sugestii
valoroase, pentru care ii aduc mulfumirile mele.

1. S4 considerim multimile nevide X, YV, Z si relatiile & =
=(G, X, %) 3i 5=(H,Z, Y)unde ¢ C X xZ §i HC Z x Y. Definim produsul
de compozifie generalizat al relatiilor & gi 8 notat eu RKe8 prin

Rod = {(m, y) € X X Y|z € Z): 2R f(2) & g(2)8y},
unde f i ¢ sint doud aplicatii definite pe Z si eu valori in Z.

Fie X=Y=Z=R, flz)=az+pB, g(z)=y2 + 8, unde &, B, v, SER
gi 84 presupunem cé o -y 5= 0. Dreptele

& e ax +by +e¢=0

5: Ax+ By+ C= 0

8T, CERC. MAT., TOM 23, NR. 7, P. 11111117, BUCURESTI, 1971
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pot fi interpretate ca si multimea perechilor ordonate (x, ¥)E R? care ga-
tisfac aceste ecuatii, adicsi & §1 S sint graficele unor relatii definite pe 8.
Atunci pe baza definifiei produsului de compozitie Rc8 avem :
Re8 = {(x,y) € R*|Ie e R: 28 (a2 + B) & (yz + 3) 8y}
Deci conditiile impuse cer existenta elementului z& R astfel cq
azx + b(az + B) 4-¢ =0
Ay + 8) + By + ¢ = o,

‘pentru care este necesar si suficient ca

B
2 «  yd y

81 deci sintem condusi la relatia

(1) Ro&:  adyw — bBoy + Ay — bCa — bAA = 9
unde
A — B,
3|

In consecinti pentru ca un asemenea z< R 83 existe este necesar gi
isuficient ca (z, y) & R? si se afle pe dreapta (1).

Observatia 1. Punind o — Yy =18l B =& =0, obtinem relafia stu-
diatd in [1]. ‘

Vom nota cu D (K, I, M) = {(», y) € R?| Ko & Ly + M = 0},
unde K, L, MR, iar cu

2) ®={D(K, L, M) K, L, Me R},
Cu aceste notatii avem

-3) D(a,b,0)oD(4, B, 0) = D(ady, —bBe, cAy — bCa — bAA).
Are loc urmitoarea

PROPRIETATEA 1. Oricare ar Ji D(a, b, ¢), D(4, B, 0) si D(K, L, M)
din @ avem

[D(a'r b: G)UD(A: B: C)JO-D(Ka L? M) =
:D(a; b, O)D[D(-Aa B! C} Q-D(Ka Lv M),

adied produsul de compozifie (3) este asociativ.

pozifie.

; ; . S g com.-
Demonsiratie se face direet, pe baza definiliei produsului de

PROPRIETATEA 2. Faistd un D(A, B, C)eD asifel incil oricarve ar fi

Dia, b,¢c)eD,

D(a, b, 0)> D(4, B, ) = D(4, B, C)= D(a, b, ¢) = D(a, b, ¢),

unde
1 A
— — B=———-r 0:-————!
4 o oy
1 1 A i !
adicd dreapia unitate I :D(—, —-—,—-—) are forma
Y o oy
A
& l-m—i-y.—ﬁ:o,
Y o oy

Demonstragie. Din conditia D (a, b, c).cD(A, B, C)=D(a, b, ¢
pe baza definitiei (3) obtinem urméitorul sistem :

aAy = a
—bBa =15
l cAdy — bCo — bAA =ec.

Rezolvind acest sistem in raport cu A, B, € obtinem valorile din enunt.
Analog se procedeazi pentru ecuatia D (4, B, C") ol)(a., b, ¢) = D(a, b, ¢,
g1 din sistemul corespunzitor obtinem aceleagi valori pentru A,. J?, C.
’ PROPRIETATEA 3. Oricarve ar fi D(a, b, ¢) € D(a-b £ 0), ewistd un

D4, B, C)eD asifel incit

D(a, b, ¢)o D(4, B, O)= D(4, B, C)°D(a, b, ¢) =

unde
_cay + A(ay — ba)
N abo?y?

8 — e. 2400
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adicd dreapla inversd D™Ya, b, ¢) a dreptei D(a, b, ¢) are forma

1 —_ 1 _y_}_cow—}—A(cw-boc)

ay? bo? abely?

D1 = (.

Demonstragie. Din conditia D(a, b, ¢)o D(A, B, C) = I se obtine
urmétorul sistem :

aAYZ—}—
¥
— bBo = —rl—
o
A
cdy — b0o — bAA = — =,
\ oy

solufia sistemului fiind valorile date in enun, unde se presupune ci a- b =40,
Din conditia D (4, B, C)eD(a, b, ¢) =I obtinem aceleagi valori pentru
A; B, (.

Pe baza proprietdtilor 1—3 rezults urmétoarea :

TrorEMA 1. Mulfimea @ inzestratsi cu operafia de compozifie ge-
neralizatd ,,0’" formeazi un grup G = (9, o).

Observafia 2. Fie d — d(a, b, c)cD i D=D (A, B, C)e 9. Oonditia
necesard gi suficientd pentru ca produsul de compozitie i fie permutahbil
(@D = Dd) este ca

Y(Ca — cA) — «(Be — bC) = A(Ba — bA).

2. Pe baza definitiei produsului de compozifie putem defini pitra-
tul respectiv radicalul unui element Da, b, ¢)e9,
Ficind A =a, B=10, ¢ =¢ [pe baza relatiei (3) avem

D*(a, b, ¢) = D(a, b, ¢)oD(a, b, ¢) =
= D(a%y, — b%, acy — boa — abA).

Analog putem defini pe D" (a, b, c).

Prin radicalul elementului D(a, b, ) €D intelegem elementul
D (u, v, w)e D, unde D2 (u, v, w) = D(a, b, c).

84 notam cu | D(a, b, ¢) multimea tuturor elementelor D(u, v, W)ED
cu aceastd proprietate. Firs restringerea generalititii putem presupune
cd a >0. Atunci are loc urmitoares :
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a . b ;
TEOREMA 2. Dacd — >0 §i — < 0, alunci
o

/ VE. -
o)z L il
<o

Gk S e

Demonstrajie. Din conditia D (a, b, ¢) = D*(u, v, w) obtinem urmitorul
sistem pentru w, v, w:

uty = a
—v%a = b

woy— vwe — uvA = ¢.

Rezolvind acest sistem in raport cu %, », w, obfinem afin.na.fgia. 1]601'62181.
TrorREMA 3a. Oricare ar fi .D(a,ﬁ b,ﬁc)e@(a-b =+0) st D(A, B, O)e
ed, existd un D (x, y, 2) € D, astfel incil

(4) D(a, b, ¢)e D(z, y, 2) = D(4, B, 0),
unde
A B y(ed — a0) — bAA
=, y=—— 2=

abay
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Demonstrafie. 53 aritim cé D™'(a, b, ¢) e D(4, B, C) verifici ecua-
tia (4). In adevir, pe baza proprietitilor 1—3

D(a, b,c)e [D™ a,b,¢) e D(A, B, O)] =
=[D(a, b, ¢)  D™*(a,b, ¢)]° D(4, B, () =1° D(4, B, ) = D(4, B, 0).
Pentru determinarea parametrilor », y, 2z avem
D(w, y, 2) = D Ya, b, ¢)oD(4, B, C) =

1 1
B
ay? bo?

coy + A (ay — ba)

:D( )oD(A, B, ©)

abo’y?

§i efectuind compozifia obtinem valorile din enunt, in ipoteza ¢ a-b =+ 0.
De asemenea are loc
TrorEWMA 3b. Oricare ar fi D(a, b, ¢)cD si D(4, B, ) (@-b=£0),
ewistd un D(xz, y, 2)eD, astfel incit
D(z,9y,2)° D(a, b, ¢) = D4, B, 0),
unde
A B e (bC — Be) — aBA
X = —» Yy =—-—— v = 2
ay ba abay

Demonsralia teoremei este aseminitoare cu demonstrafia teoremei
precedente. .

Observafia 3. In mod aseminitor pot fi studiate ecuatiile de forma
D(a, b, ¢) o D?(x, y, #)=D(4, B, C); D2(a, y,z) ° D(a, b, ¢)=D(4, B, C)
gi altele,

Primit la redactie la 5.02.1970

Instilutul de caleul, Cluj

EINE VERALLGEMEINERUNG
DES KOMPOSITIONSPRODUKTES VON RELATIONEN

(ZUSAMMENFASSUNG)

Es seien X, Y, Z nichtleere Mengen, & = (G, X, Z), 8§ =(H, Z, Y) zwei Relationen
(GC X XZ HCZ X Y), fund g zwei Abbildungen von Z in Z.

Dann wird das verallgemeinerte Kompositionsprodukt der Relationen & und $ dur ch
Rod ={(x, )T X x Y|Iz€ Z: 28 f(2) &g(z) Sy} definiert.
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Falls f und g lineare Funktionen sind, wird gezeigt, daB die Menge

9 = {D(X, L, M)|K, L, M € R},
wo

D(K, L, M) ={(x, y) € R*| Kz + Ly + M = 0}

mit der verallgemeinerlen Kompositionsoperation ,,¢”’  versehen, eine Gruppe G = (9, o)

bildet.
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