TRANSFORMARI CONTINUE ALE SPATIILOR
LUI CEBISEV SI ALE SPATIILOR LUI CEBISEV
AVIND PROPRIETATEA I

DE

A B. NEMETH
(Cluj)

In lucrare sc demonstreazi conexitudinea prin arce a multimii subspatiilor lui
Cebigev de dimensiune n din spatiul €0[0, 1] si a mul{imii subspatiilor lui Cebisev
de dimensiune n avind proprietatea I; , din spatiul C" (0, 1].

0. Fic X o multime conexid si compacti de pe axa reali. Notim cu
C*(X) spatiul liniar normat al functiilor reale avind derivate de ordin
v, continue pe X, norma elementului f din C*(X) fiind definitd prin ega-
litatea :

Il fll = max max f@(x)].
0=isy zeX

_DEFINITIA 1. (i) Spunem cd sistemul de elemente fis Jay ooosfa din
spatiul C%X) este un sistem al lui Cebisev, dacd

det !|fi(x)i i1 2...nF 0

1

pentru orice puncte distincte x,, j =1, 2, ..., n, din X.

(i) Subspagiul n-dimensional L, din spatiul Co(X) se numeste spatiu
al lui Cebigev, dacd are o bazd cu proprictatea (i).

(iii) Se spune ca girul de elemente fi, fs evoy fro din spatiul C%(X)

este un gir al lui Cebisev-Markov, dacd orice subsir de forma fy, far- oy frs
k =< m, satisface o conditie de tipul (i), pentru n = k.
(iv) Spunem ca spatiul lui Cebisev L, posedd o bazd a lui Markor,

dacd are o bazd cu proprietatea (iii).
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DEFINITIA 2. (i) Spunem cd sistemul de elemente f, fo, ..., fa din
spatiul C(X) formeazd un sistem al lui Cebigev cu proprietatea I1,, dacd
oricare ar fi numdrul natural m, 1 << m << n, oricare ar fi punctele distincle
i, t=1,2,...,m din mulfimea X §i oricare ar fi numerele naturale

m
kiyi=1,2,...,m, cu proprietatea Y, k, = n, avem
i=1

det [1fiN@) im0 1o k1,41, 2m F 0, k=1, 2,...,m

(ii) Subspatiul n-dimensional L, din spatiul C(X) se numeste spafit
al luit Cebigev cu proprietatea I, dacd posedd o bazd cu proprielatea (i).

(iii) Spunem cd girul de elemente fyy foy « .., fm din spatinl C*(X) este
un $ir al lui Cebisev- Markov cu proprietatea 1,,, dacd orice subsir de forma
Jis fay -y fiy B < m, satisface o condifie de tipul (i), pentru n = k.

(iv) Spunem cd spaginl lui Cebisev L, cu proprielaica I, poscdd o bazd
a lui Markov cu proprietatea I, , dacd are bazd avind proprietatea (iii).

Intr-o lucrare recentd [7] am introdus notiunca de familie n-para-
metricd diferentiald (FnD) ca fiind o varietate diferentiabili din spafiul
C°[0, 1], omeomorfd cu spafiul euclidean real n-dimensional R", si avind
proprietatea cd orice spafiu tangent al ei este un spatiu al lui Cebisev de
dimensiune % din spatiul C°[0, 1] (a se vedea definitia 1. (ii)). in lucrarea
citatd am rezolvat un caz particular al urmitoarei probleme generale :
Date fiind doud subspatii ale lui Cebisev de dimensiune = din spatiul,
C°[0, 1], s& se construiascd o varietate diferentiabild constituind o FnD,
avind spatiile lui Cebisev date drept spafii tangente in doud puncte dis-
tincte.

O condifie necesari pentru ca problema generald si fie rezolvabild
este ca in spatiul C°[0, 1] orice spatiu al lui Cebisev de dimensiune %
s fie deformabil continuu in orice alt subspatiu al lui Cebisev de aceeasi
dimensiune, toate spatiile intermediare in cursul acestei deformiiri fiind
tot spatii cu aceastd proprietate, adicd e necesar ca mulfimea subspatiilor
lui Cebisev de dimensiune » din spatiul C°[0, 1] sd fie conexid prin arce.

In prezenta lucrare vom stabili conexitudinea prin arce a multimii
subspatiilor lui Cebisev de dimensiune n din spatiul C°[0, 1] si a mul-
timii subspatiilor lui Cebisev de dimensiune %, avind proprietatea I,
(a se vedea definifia 2. (ii)) din spatiul C* [0, 13. Se vor stabili si alte pro-
prietdfi ale acestor multimi.

o Metoda aplicats in lucrare se bazeaz3 pe utilizarea anumitor rezultate
privind bazele lui Markov din spatiile lui Cebisev avind baze ale lui Markov
(2 s vedea definifia 1. si 2. (iv)). Aceste cercetiri au fost initiate in anul

1936 dp T. Poppviciu (9], [10], [11] si reluate recent de M. A. Rutman
[12] si S. Karlin si W. Studden {5).

1. Introducem notatia
Cl = X c'[o, 1}, v=0, n,

. n
unde simbolul X inseamn produsul cartezian a n exemplare din mul-
{imea care il urmeazj.
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Fie f = (fi, fer---1fa) $i 9 = (gp Gor---,9s) elemente din spatiul
C'. Introducem relatia de echivalenti f~ g, dacd L(fy fo .-y a) =
= L(gy, §ss - - -» §u), unde prin L(hy, hy, ..., k,) notdm invelitoarea liniarad
a functiilor hy, kg, . . ., h, (adich subspatiul generat de aceste functii). Fie
I’ submultimea vectorilor f = (fy, fz - - -, fs) din spatiul C}, care au pro-
prietatea cii elementele fy, fa, ..., fs Sint liniar independente in spafiul
C’[0, 1]). Considerim multimea L' topologizatd prin topologia indusa.
Notim cu

L= D~ v=20, n

b
spatiul topologic obtinut din factorizarea spatiului topologic L* prin
relafia de echivalenti introdusi mai sus. Astfel elementele din spatiul
topologic £’ pot fi identificate cu subspatiile n-dimensionale din spatiul
C’[0, 1]. Procedeul de mai sus constitue o cale naturald de introducere
a unei topologii in multimea subspatiilor n-dimensionale din spatiul
C'[0, 1]. Proiectia canonici a lui I* pe £ (aplicatia care ii pune in cores-
pondentsi vectorului f = (fy, fay ..., f») din L spatiul generat de acest
vector in £') se va nota in cele ce urmeazi cu p. Este usor de vizut ci
in cazul nostru aplicatia p este aplicatie deschisa.

Introducem citeva notatii. Notim cu &° submulfimea din £° a
tuturor spatiilor lui Cebisev (definitia 1. (ii)), cu d° submul{imea din €°
a tuturor spatiilor Ini Cebisev avind bazd a lui Markov (definitia 1. (iv)).
Are loc urmiltoarea teoremi :

TEOREMA 1. (i) AMulfimea &° este conexd prin arce.

(ii) Multimea SO este conexd prin arce.
(iii) int €°* = @ (in £9).
(iv) Multimea MO este densd in &°.

. (v) Dacd elementul f = (fy, fa - - -5 Ja) din LO are pro-
prietatea cd functiile fy, fay . .., fs formeazd un sistem al lui Cebigev pe in-
tervalul (0, 1) (adicd ele satisfac conditia (i) din definitia 1. pealru punc-
tele x, din intervalul (0,1)), dar nu aw aceastd propriclate pe [0,1], atunct
spatiul liniar L(fy, fo, ..., f.) apartine aderentei lui € §i prin wrmare €
nu este o submultime inchisd din multimea £°.

Notim cu 9 submulfimea din £° a spatiilor care constituie spatii
ale solutiilor unor ecuatii diferentiale liniare ordinare, onitogene, de ordin
%, de formi normalj §i cu coeficienti continui pe intervalul [0,1], sau,
ceea ce este acelasi lucru, multimea spatiilor liniare generate de functiile
Ly fo .. ., fo avind proprietatea ci wronskianul lor, W(fyy for -5 o) MU
8¢ anuleazi pe intervalul [0, 1] (adicd ele satisfac conditia (i) din defini-
t}a 2cum = 1). Fie € submul{imea din ® a spatiilor lui Cebisev (defini-
bia 1, (ii)), % submulfimea din €" a spatiilor cu proprietatea I: (definitia
2’_ (ii)), iar " submultimea din ¥ a spatiilor lui Cebisev cu proprietatea
I, avind baze a lui Markov cu proprietatea Iy (definitia 2, (iv)).
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TEOREMA 2. (i) Submultimile % §i " sint identice i deschise in
spajiul lopologic £.
(ii) Muliimea @™ este conexd prin arce.
(ili) Multimea ON" este conexd prin arce.
(iv) Submulfimea " este densd in C".

(v) Punctele din C"\ " sint puncte fronlierd peniru
multimea C".

2. Inainte de a trece la demonstrarea teoremelor enuntate, obser-
vim ci topologizarea mulfimii ® putea fi ficutd pe o altd cale, folosind
ecuatiile diferenfiale pentru care elementele din 9 servesc ca spatii de
solutii. Mai precis, are loc urméitoarea propozitie :

Spaiile topologice ® i C3 sint omeomorfe, omeomosfismul fiind
realizat de aplicafia

L (an_yy Gn_zy -, )

unde a,(z), ¢ =0, 1, ..., n — 1 sint coeficienfit ecuafie diferentiale or-
dinare liniare, omogene, de ordin m, de formd normald i cu coeficienfit

continui pe intervalul [0,1], pentru care L serveste drept spaliu al
solujtilor.

) In propozitia de mai sus s-a presupus ci multimea 9 e topologizati
prin procedeul descris la punctul 1.

3. Demonstratia teoremei 1. Fie V [0, 1] spatiul liniar normat

al functiilor cu valori reale, continue la dreapta, cu variatie mdirginita,

definite in intervalul [0, 1], supuse restrictiei f (0) = 0, f € V[0, 1], spatiu,
in care norma elementului f se definegte prin

Il = Vi,

unde. prin Vif intelegem variatia totald a functiei f pe intervalul [0, 1].
Considerim spatiul liniar normat

V= >’g V[0, 1].
Fie K conul convex din spatiul V definit prin
K =K, x (X Ky,

unde K, este conul convex al functiilor continue §i monoton crescitoare,
iar K, conul functiilor monoton crescitoare din V{0, 1].
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Vom demonstra urméitoarea lemiy :
LEMA 1. Aplicatia definitd prin integrala

S:dc,(a:) S:dcg(x) .. .ﬂ:dcm(m),

unde ¢ = ( oy, Gay - .., G,) € K, iar inlegrala reprezinid integrare repetatd
in sens Lebesqgue-Stielljes in ordinea inversd a indicilor, este o aplicafie
continud a conului I{ in spajinl C°[0, I].

Demonstratie. Fie dat girul {e,}, 6, € K, 6, = (61ny Gony -3 Oma)s
n=1, 2, ..., carc tinde spre elementul c e K, 6 = (65, 6y ..., Opn)
in sensul normei spatiului V. Introducem mnotatiile

#o(m) = doy(@) ‘rdcz(x) ... S’dam(w),
0

-0 . 0

Fw) = S d () S'dcenm . .S’dcmn(w),

0 [ 0
n=1, 2, ....

Demonstratia lemei revine la demonstrarea continuitdtii functiilor
Fi,1=0,1, 2, ... si a convergentei uniforme

F.(x) > Fy(x), n — oo, ze [0, 1]

(a) Functiile F;, i = 0, 1, 2, ... sint continue. Intr-adevir, sub
semnul ultimei integrale din formulele de definitie ale lor figureazi func-
tii monoton cresciitoare, iar functiile 6, 6, % =1, 2, ... in raport cu
care se efectueazii aceaxti ultimi integrare, sint functii continue. Aflin-
dl{-ne in eadrul conditiilor de integrabilitate in sens Riemann-Stieltjes,
printr-o aplicare simpld a formulei de medie pentru aceste integrale (a
se vedea de exemplu [3], 582 1°), concluzia noastri rezulti.

(b) Considerdm acum functiile
6(2) = { f(x) dge), Gl = fu(@) dgu(e),  w=1,2 ..,
° -0

unde f, f, e K,sig, g, e K, sau K, Presupunem ci f,(x) = f(xr) n — oo,
uniform in raport cu z e [0, 1] §i g, = g, » — oo, in sensul normei spa-
fiulii ¥ [0, 1]. Vom ariita cd are loc convergen{a uniformi

Gu(x) > G(x), n—>o00, wel[0, 1],

9 - c. 2400
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Din convergenta uniform# a girului de functii {f,}, rezultd cid el
este uniform mirginit ; presupunem |f,(z)| << A4,z [0,1],n =1, 2, ...
Fie € > 0 un numir dat gi alegem un numir N, astfel incit pentru » > N
s avem findeplinite simultan inegaliti{ile

€

24

€
— Ja << — — g | <<
If(w) — fu(=)] 21l llg — gall

(lgil # 0, cici K, confine numai functii crescitoare). Avem evaluirile

1G(2) — Go(2)| = 5:(]'((0) — fa(®)) dg(2)| + S'f..(w) A(y(x) — ga(2))
]

sSZIf(w) — fu)] dg(m>+§' fula)| 1A(g(x) — gu(@)}] <

<= { dgio) + 4 18(0(x) — gl |= = {191 + 4 ilg — ol < &
57,0000 + 4 146(2) — au(an 1= gl + Al — gl < e

de unde rezult convergenta uniform# a girului de functii {G,} spre functia

@ in raport cu z e [0, 1]. La evaluirile efectuate ne-am folosit de citeva

Eiz]ulga,;%privind integralele Lebesgue-Stieltjes (a se vedea de exemplu
’ 2.).

(e) Aplicind acum rezultatul obtinut la punctul (b) recursiv, si ti-
nind cont de faptul ci prin integrare repetatd funectiile obtinute vor ri-
mine elemente din K,, precum si de rezultatul stabilit la punctul (a), re-
zultd convergenta uniformd a sirului de functii continue {F,}, spre func-
tia continud F, in raport cu # € [0,1], de unde rezultd lema.

Fie L un element oarecare din multimea &M°. Conform unui rezultat
al lui M. A. Rutman [12], rezultat care poate fi usor particularizat la
cazul girurilor lui Markov formate din functii continue (in lucrarea citatd
se considerd un caz mai general), existd o bazéd a lui Markov fy, fay .. +» Ia
a spafiului L, cireia i se poate pune in corespondentd un gir de functii
Gy, Oy ..., Gy Unde o, este o funcjie continud §i pozitivi pe intervalul
[0, 1], o, este o functie continu# §i monoton crescitoare pe [0, 1},
6,(0) =0, iar o, j=3 sint funcfii monoton cresciitoare, continue la
dreapta §i 6,(0) = 0, j = 3, astfel incit si avem

(@) = o(a),

@) = o) S'dcz(w»

o
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Considerim conul K definit la inceputul acestui punct. Notdm cu
K* conul convex al functiilor pozitive din spatiul C€°[0, 1]. Aplicatia
Ymi1 @& conului convex

3Cm+1=K+ X K

in spatiul C°[0, 1] definitd prin formula
bnis €01y 2 -1 Smsa) > () | (@) .. [ doma(@)
.0 0

ze [0, 1], este o aplicatie continud. Acest lucru rezultd din lema 1 §i con-
tinuitatea operatiei de produs in algebra functiilor continue. Vom nota cu
{ aplicatia (Yys Uay ..., $.) @ lui &, in spatiul CS.

Din rezultatul Iui M. A. Rutman, citat mai sus, rezultd egalitatea

MO = p o Y(K,).
Muitimea &, fiind convexi in spatiul liniar normat
C°[0,1]xV, (m=n—1)

rezultd cd MO fiind imaginea continud a lui &,, este o mulfime conexid
prin arce.

Trecem acum la demonstrarea punctului (i). Pentru aceasta vom arita
¢d orice punct L din mulfimea ¢° poate fi unit printr-un arc din aceasti
mult{ime cu un punct din mulfimea L% de unde, pe baza conectitudinii
prin arce a mulfimii ,° demonstrate mai sus, rezultd afirmatia (i). Vom
folosi ideea folositi de noi in [6], la demonstrarea Lemei 4 §i Teoremei 6.
Fie fy, fay ...J.0 bazd oarecare a spatiului lui Cebigev L si fie @ un punct
fixat din intervalul (0,1). Consideram aplicatia

z=(1—Aay+ia ye [0,1],

unde A este un numiir dat cu proprietatea 0 <5 A <5 1, aplicatie a multimii
[0, 1] pe multimea [Aa, 1]. Sistemul de functii

H{A =2a)y +2a), fo((1 —2a)y +2a),..., f.((1 —2a)y +2a)

formeazd un sistem al lui Cebisev pentru y din [0, 1], deoarece aplicatia
datd mai sus este un omeomorfism intre multimile [0, 1] si [Aa, 1] si astfel
functiile de y considerate mai sus pot fi privite ca restrictii ale functiilor
filaintervalul [Aa, 11. Fie b, () = f; (1 —ra) 2 +2a), e [0, 1], i =1,2,...
-+ - 7. Din continuitatea uniformi pe intervalul [0,1] a functiilor f;, i =1,
2,...n, rezultd cd multimea v = {(hyn, o,y ... b)) : 0SoA=s1} constituie
un are in multimea p~*(€°). Deoarece multimile [0,A a) pentru A> 0 au
o infinitate de puncte, din [6], Lema 4 rezultd c# sistemul de functii fy, f,

gysee
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...f. restrinse la intervalul [Aa,1] genereazi un spatiu al lui Cebisev
avind o bazd a lui Markov. Deci sistemul de functii 2y, , f5, . . ., s gene-
reazd un spatiu al lui Cebisev avind bazd a lui Markov pentru orice 0 <
<2< 1. Rezult# ci p (v) este un arc care uneste punctul L cu un punct din
multimea &M° si chiar mai mult, ci toate punctele acestui arc, exceptind
eventual L, se afld in 9% de unde rezultd afirmatiile (i) si (iv) (aceastd
din urma3 fiind de fapt identicd cu teorema 6 din [6]).

Vom ariita acum cf int €° = (. Fie L un punct oarecare din mul-
timea €° si fie functiile f;, fy . . ., f, 0 bazd a spatiului L. Presupunem pe
e> 0 dat si determinim pe 0 <3, < 1 in aga fel, incit sd avem |f;(2’) —
— fi(#")}<e ori de cite ori |2’ — @'’} <3,,¢=1,2,...,n Definim funcfi-
ile gy, go- - - -, g D€ [0,1], punind g; (z) = f; (3,) pentru a din intervalul [0,
3,1si g; (@)= f;(x) pentru restul punctelor  din [0,1],7 =1,2,...,n. Avem
in mod evident (g,, gs,..., g,) € LO\ 2~ (€%, §i cum | f; (x) —g. (¥) | < &, pentru
e ales arbitrar, rezultd ci in orice vecinitate a punctului (fy, fay -« -y Jo)
din p~1 (€% existd puncte din Lo\ p~1(€%. Folosind acum continuitatea
aplicatiei p rezulti afirmatia (iii).

Presupunem acum ci punctul (f,, f,, . . ., f,) din L° are proprietatea
enuntats la punctul (v). Vom arita ci spatiul L generat de functiile fi, fo...
... fs aparfine aderentei multimii €% Fie ¢> 0 un numir dat §i 0<
<3, <1/2 astfel ales, incit |f;(2') —f;(2")| < e dacd |2’ — 2" |5 3, i =
=1, 2,...,n. Considerdm aplicatia

$=(1 _28:)?/ + 8:’ yE [0) 1]1

a intervalului {0, 1] pe intervalul [3,,1 — §,], care este un omeomorfism.
Functiile

g (@) =fi((1—25)z+3,), ze[01], i=1,2,...n,
formeazd un sistem al lui Cebigev. Avem totodati
[fi(@) — gi(@)| = fi () — fi (1 — 23,) = + Sl <e t=1,2,...,m,

deoa-repe |z —(1—28,)x—8,|=|22—1|5,<3,, de unde rezulti, aplicind
un rafionament aseminitor cu cel de la aliniatul precedent, ¢ L apartine
aderentei lui €O,

Cu aceasta teorema 1 a fost in intregime demonstrat.

4. Demonstratia teoremei 2. In linii mari vom urma calea de la demon-
stratia teoremei 1. Vom demonstra inainte de toate urmiitoarea lemi :

LeMA 2. Considerdm spatiul liniar normat

C"[0,11xXC""[0,1]X ...X C*"™*1[0,1], unde n —m + 1> 0. Fie K
conul din acest spafiu format din elementele (3, 3,, . . ., 3,), unde 8; (x) > 0,
ze[0,1),7=1,2,...,m.
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Aplicatia definitd prin integrala

(8, 8ay. ey B a:)=S sl(x)aa;S' Sz(w)dz...s 3, () dz,
[1}

0 0

a conulut K tn C"*! [0, 1] este continud.

Prin formula din lema 2 infclegem integrare repetati in ordinea
inversfi a indexdrii.

Demonstratie. Pentru m =1 §i n = 1 oarecare afirmafia este evi-
dentd. Presupunem lema adeviiratd pentru m — 1 §i o vom demonstra
pentru m (n se presupune oarecare, n = m). Are loc identitatea

W (81 82y oy 303 @) — ¥ (Y1 Yy - - Yms @) =

x z . )
=(§ (8, () — -yl(;l‘))d:cg. S.(2)dz... | 8,(x) dx) +
+ (S;Y‘ () dur (\u 3.(c)da . . . S 3, (z)dz — So va(z) dz .. Soy (z) da;)m .

[

Aplicind la termenii acestei sume formula de derivare a produsului (indi-
cele j din formula de mai sus se considerd ordin de derivare), folosind unele
evaluiiri clasice din caleulul integral, rezultd lema.

Vom avea nevoie de urmitoarea propozitie, care rezulté din teoremele
II §i IV demonstrate de G. Pdélya in lucrarea [8], folosind un rezultat al
lui O. Aramd [2] privind forma intervalului maximal de interpolare cu
solutii ale ecuatiilor diferentiale ordinare, liniare, de formi normald §i
cu coeficienti continui :

_ Condifia necesar@ si suficientd pentru ca subspafiul n-dimensional

L fhn C"[0,1] sa aiba proprictatea I}, este ca sd posede o bazd fyy fsy . .fa,
avind proprietatea
(1) W(fi50)>0, W(h, fa30)>0,..,W(fyfo,...,[30)>0, 2€[0,1],
unde cu W(jy, fo, ..., f;32) am notat valoarea in punctul z al wronskianului
Junctiitor f,, f., ... f,;.

Vom foloxi de asemenea urmitorul rezultat aparfinind lui 0. Arami[1]:

Subspatiul n-dimensional L din spatiul liniar C* (0,1) are proprie-
tatea I} dacd si numai dacd posedd o bazi care satisface conditia (i) din de-
Jinitia 2 pentriu m = 1 siom=n.

_ Punctul (i) al teoremei noastre rezulti din teorema lui Pélya enun-
tatd mai sus. Intr-ade -ir, dacil au loe inegalititile (1), atunci pe baza aces-
tel teoreme rezulti cd functiiie fy, fa, ..., f, formeazi un sir al lui Cebisev
— Markov cu proprietatea I, deci orice element din X este §i element
din 9", Incluziunea inversi avind loc prin definitie, rezultd egalitatea ce-
lor douit mul{imi. Din continunitaten operatorilor W(fy, fay ..., fi; @), i =
=1, 2,..., n, rezulti, tinind cont de inegalititile (I), cit pentrn funectii
din C"_[O,.l] destul de apropiate de functiile f,, i = 1, 2,..., n,
aceste inegalitdfi au de asemenea loe, deci §i aceste functii for-
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meazi un sistem cu proprietatea I,. Ne rdmine acum si aplicim un
rationament simplu pentru a deduce ci multimea " = ¥ este deschi-
si in £°. Acest rationament se bazeazi pe faptul ci proiectia canonicd p
este o aplicatie deschisi.

Amintim ¢3 faptul c¢i mulfimea §M” este deschisd in £ se poate de-
monstra §i fird a face uz de teorema lui Pélya, aplicind urmditoarea con-
ditie necesard i suficientd pentru ca un sistem de n functii din C* [0,1] sd
formeze sistem cu proprietatea I :

Conditia necesard §i suficientd pentru ca funciiile fi, fa, . . ., fo din C*
[0,1] s& formeze un sistem al lui Cebigev cu proprietatea I, este ca sd avem

det [z, @y - . @55 [illl 15120 F 0,

oricare ar fi punctele z,,,, ..., z, din [0,1], unde cu [x;, €5 . .., Z;; f] 8-a
notat diferenta divizatd a funcfiei f pe modurile z,, ®,, ..., @;.

Pentru demonstrarea punctului (iii) din teorema 2, presupunem ci
L este un punct din S1". Conform cu Teorema 1.2. cap. XI din cartea lui
1?.tKa.rlén §i W. Studden [5], L poseddi o bazi fy,f,, ...,f. cu proprie-
atea c

fi(z) = 8, (=),

fal@) = 8, (2) S 5, (2) da,
0

fa(2) = 8, (2) f 5, (2) dz S 8, () dz,

0

f(z) = 8, (2) g 8, (¢)dz . . .S's" (2) da,

-0 0

un?(e 3, este .element din conul convex al functiilor pozitive al spatiului
¢*~*0,1], i=1,2,..., n. Repetind acum rationamentul folosit la de-
monstrarea teoremei 1, punctul (ii) ficind uz aici de rezultatul mai sus
citat §i lema 2, demonstratia rezultd.

Pentru a demonstra punctul (ii), observim c#% in conformitate cu
teorema lui O. Arami citatd mai sus, dacd functiile f,, fo, ..., f, din spa-
$iul C"[0, 1] satisfac conditia (i) din definitia 2, pentru m =1 §i m = =,
atunci au proprietatea I, pe intervalul (0,1). Fie acum 0 <a <f < 1 si fie

(2) z2=((l—y)ae+yp)r+1-2Ny, vyel[0,1]

o aplicatie a intervalului {0, 1] pe intervalul [«, f] pentru A =1, care
pentru orice 0 < A = 1 transformd pe [0, 1] intr-un interval continut in
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(0,1). Cum aplicatia (2) este un omeomorfism de clasd C= (deci gi de clasi
C") alui [0,1] pe [aA, A + 1 — A], rezultd cd functiile

gaz) =filll — @) + 2B) XA+ (1 — N 2), =xe€[0,1], i=1,2,...m,

care pot fi considerate restrictiile functiilor f; la intervalul [aA, A 4+ 1 —
—1J, formeazd un sistem de functii avind proprietatea I,. Fie * = {(g,,,
Jeas---99sn) 105 A=< 1}. Atunci p(<t) este un arc din mulfimea &°,
care unegte punctul L (spatiul generat de functiile f;, f, - - ., fs), cu un punct
din ", de unde rezultd punctul (ii) al teoremei. Din metoda aplicatd
rezultd in acelasi timp si punctul (iv).

Vom aridta acum ci in orice vecinitate a punctului L e €'\ "
existd puncte din mul{imea £"\ €", de unde, folosind punctul (iv) rezulti
(v). Prelungim functiile f;, ¢= 1, 2, ...n care formeazi o bazd a lui L,
pe intervalul [«, #], unde [0,1]C («, B), astfel ca elesd aib% derivate de
ordin n continue pe [«, B). Fie e > 0 un numir dat si fie §, > 0 astfel
ales, incit |fI'(z") — fP(2")| < €/2, 1=1,2,...,2,5=0,1,2, ..., m,
dacd |2’ — 2"| < 3, 22" € [«,B]. Fie |1 — (B — &)| + || < 3, §i
punem

g@) =fil(F—ax)z+a), xe[0,1], i=1,2,...,n

Aplicatia ¥ = (B — «)x + « este un omeomorfism derivabil de orice ordin
a intervalului [0,1] pe intervalul [«, f]. Functiile f,, f,, ..., fs, formind
0 bazd a spatiului L, satisfac conditia (i) din definitia 2, pentru m =1
§i m= n, dar nu au aceasti proprietate pe nici un interval de forma [«, 1,
deoarece in caz contrar, ar urma, pe baza teoremei lui O. Arami ci ele au
proprietatea I, pe intervalul («, B), deci §i pe intervalul [0,1], in contra-
dictie cu ipoteza noastrii ficutd asupra spatiului L. Avem in acelagi timp

11(2) — gP(@)| = [fiMz) — (B — ) (B —a)z+ )|
S @) =B — )2+ a)| + [fINE — a2+ |1 — (B —afI<

<=+ M|1—(B—

-~

unde M = max [ff=z), 1=1,2, ...,n, §=0, 1, ..., n. Fie acum
z€(a, )
« atit de aproape de 0 i B atit de aproape de 1, incit si avem

1 — (B — «)"| < ——. Atunci vom avea
2

| fi(2) — ¢?(2)] < ¢

t=1,2 ...m, j =0,1, ...,n, de unde, aplicind faptul ci p este aplicatie
continud, rezultd punctul (v) al teoremei.
Cu aceasta teorema 2 a fost in intregime demonstrati.
Primit la redactic la 28.02.1970
Institutut de calcul, Cluj
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CONTINUOUS TRANSFORMATIONS OF THE CHEBYSHEV
SPACES AND OF THE CHEBYSHEV SPACES
WITH THE PROPERTY I;

(ABSTRACT)

By a factorization of the ntt Cartesian product of the spaces €90, 1], respective C*{0,1]
it is introduced a natural topology in the set £°, respective £" of all n-dimensional subspaces
of these spaces. The following notations are introduced: ® is the subset of £” of the sub-
spaces in C"[O, 1] which are solution spaces for linear, homogencous, normal form differential
equations with continuous coelficients on [0, 1]. Denote by &€° the subset of Chebyshev spaces
in €9, by M0 the subsct in @ of Chebyshev spaces having Markov bases. Denole by €" the subset
in ® of the Chebyshev spaces, by 1" the subset in €" of the Chcbyshev spaces having the
property I (i.c., the spaces in which any Hermite-type interpolation problem is solvable).
The following resulls arc obtained:
In £%: (i) The sel €° is pathwise connecled.
(ii) The sel SM® is pathwise connecled.
(iii) M° is dense in &°.
(iv) int & = JJ (in £°).

In €*: (i) The set € is pathwise connecled.
(ii) The sel SM™ is pathwise connected.
(iii) The sel SN is dense in &".

(iv) The sel oM™ is open in £".
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