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In lucrare sc demonstrează conexitudinea prin arce a mulţimii subspaţiilor Iui 
Cebîşev de dimensiune n din spaţiul C°[0, 1] şi a mulţimii subspaţiilor lui Cebişev 
de dimensiune n avind proprietatea I* , din spaţiul C"[0, 1J. 

0. Fie X o mulfime conexă şi compactă de pe axa reală. JSotăm cu 
CV(X) spaţiul liniar normat al funcţiilor reale avînd derivate de ordin 
v, continue pe Ar, norma elementului / din CV(X) fiind definită prin ega-
litatea : 

ll/H = max max fa)(x)\. 
O^i^v are-V 

DEFINIŢIA 1. (i) Spunem că sistemul de elemente f19 f2, • din 
spaţiul C°(X) este un sistem al lui Cebişev, dacă 

det ;| / , ( * , ) ! ! , . * -1 .2 n ^ O , 

pentru orice puncte distincte xn j = 1, 2, . . w , din X. 
(ii) Subspaţiul n-dimensionai Ln din spaţiul C°(X) se numeşte spaţiu 

al lui Cebîşev, dacă are o bază cu proprietatea (i). 
(iii) Se spune că şirul de elemente /2, ...,/« din spaţiul C°(X) 

este un şir al lui Cebîşev-Markov, dacă orice subşir de forma Jx, /2,.. 
k w, satisface o condiţie de tipul (i), pentru n = Jc. 

(iv) Spunem că spaţiul lui Cebîşev Ln posedă o bază a lui Markor, 
dacă are o bază cu proprietatea (iii). 

ST. CERC. MAT.. TOM 23. NU. 7. P. 1125-1130, BUCUREŞTI. 1971 
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DEFINIŢIA 2 . (i) Spunem că sistemul de elemente fx, f2, • - - ,fn din 
spaţiul Cn(X) formează un sistem al lui Cebîşev cu proprietatea JJ, dacă 
oricare ar f i numărul natural m, n, oricare ar f i punctele distincte 
xiy i = 1, 2, . . . , m din mulţimea X şi oricare ar f i numerele naturale 

ni 
hiy i = 1, 2, . . m , cu proprietatea Ş] lc{ = n, avem 

i 
det | 1 i i-i. 2 „ =f= O, fc = 1, 2, . . . , n. 

(ii) Subspaţiul n-dimensional Ln din spaţiul Cn(X) se numeşte spaţiu 
al lui Cebîşev cu proprietatea 1*, daca posedă o bază cu proprietatea (i). 

(iii) Spunem că şirul de elemente /2, .. .,/m diw spaţiul Cn(X) este 
un şir al lui Cebîşev-Markov cu proprietatea i* , dacă orice subşir de forma 
fu în •••>fk> k ^ m} satisface o condiţie dc tipul (i), pentru n = Ic. 

(iv) Spunem că spaţiul lui Cebîşev Ln cu proprietatea I* posedă o bază 
a lui Markov cu proprietatea 1* , dacă are bază avînd proprietatea (iii). 

într-o lucrare recentă [7] am introdus noţiunea de familie n-para-
metrică diferenţială (FnD) ca fiind o varietate diferentiabilă din spaţiul 
C°[0, 1], omeomorfă cu spaţiul euclidean real ^-dimensional Rn, şi avînd 
proprietatea că orice spaţiu tangent al ei este un spaţiu al lui Cebîşev de 
dimensiune n din spaţiul C°[0, 1] (a se vedea definiţia 1. (ii)). în lucrarea 
citată am rezolvat un caz particular al următoarei probleme generale : 
Date fiind două subspaţii ale lui Cebîşev de dimensiune n din spaţiul, 
C°[0, 1], să se construiască o varietate diferenţiabilă constituind o FnD, 
avînd spaţiile lui Cebîşev date drept spaţii tangente în două puncte dis-
tincte. 

O condiţie necesară pentru ca problema generală să fie rezolvabilă 
este ca în spaţiul C°[0, 1] orice spaţiu al lui Cebîşev de dimensiune n 
să fie deformabil continuu în orice alt subspaţiu al iui Cebîşev de aceeaşi 
dimensiune, toate spaţiile intermediare în cursul acestei deformări fiind 
tot spaţii cu această proprietate, adică e necesar ca mulţimea subspaţiilor 
lui Cebîşev de dimensiune n din spaţiul C°[0, 1] să fie conexă prin arce. 

In prezenta lucrare vom stabili conexitudinea prin arce a mulţimii 

prietăţi ale acestor mulţimi. 
Metoda aplicată în lucrare se bazează pe utilizarea anumitor rezultate 

privind bazele lui Markov din spaţiile lui Cebîşev avînd baze ale lui Markov 
(a se vedea definiţia 1. şi 2. (iv)). Aceste cercetări au fost iniţiate în anul 
1936 de T. Popoviciu [9], [10], [11] şi reluate recent de M. A. Rutman 
[.12] şi S. Karlin şi W. Studden [5]. 

1. Introducem notaţia 

c : = X Cv[0, 1 ] , V = O, n, 

unde simbolul x înseamnă produsul cartezian a n exemplare din mul-
ţimea care îl urmează. 
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Fie / = (A, f2J. . . ,/„) şi g = (g1, g2, . . . , gn) elemente din spaţiul 
CI. Introducem relaţia de echivalenţa / ~ g, daca /2, . . . , / „ ) = 
= L(<J\, 92î • • 9n), unde prin h2, . . . , 7/w) notăm învelitoarea liniară 
a funcţiilor h19 h2J . . . , 7*n (adică subspaţiul generat de aceste funcţii). Fie 
L' submulţimea vectorilor / = (f19 f2, . . .,/„) din spaţiul CTn, care au pro-
prietatea că elementele f19 f2> . . . ,/n sînt liniar independente în spaţiul 
(^[0, 1]. Considerăm mulţimea i v topologizată prin topologia indusă. 
Notăm cu 

£v = L ' j ^ , v = 0, n 

spaţiul topologic obţinut din factorizarea spaţiului topologic i v prin 
relaţia de echivalenţă introdusă mai sus. Astfel elementele din spaţiul 
topologic £v pot fi identificate cu subspaţiile n-dimensionale din spaţiul 
Cv[0, 1]. Procedeul de mai sus constitue o cale naturală de introducere 
a unei topologii în mulţimea subspaţiilor ?i-dimensionale din spaţiul 
C[0, 1], Proiecţia canonică a lui i v pe £v (aplicaţia care îi pune în cores-
pondenţă vectorului f = (/lf /2, . . . ,/„) din L* spaţiul generat de acest 
vector în £v) se va nota în cele ce urmează cu p. Este uşor de văzut că 
în cazul nostru aplicaţia p este aplicaţie deschisă. 

Introducem cîteva notaţii. Notăm cu 6° submulţimea din £° a 
tuturor spaţiilor lui Cebîşev (definiţia 1. (ii)), cu 811° submulţimea din <£» 
a tuturor spaţiilor lui Cebîşev avînd bază a lui Markov (definiţia 1. (iv)). 
Are loc următoarea teoremă : 

TEOREMA 1 . (i) Mulţimea este conexă prin arce. 
(ii) Mulţimea este conexă prin arce. 
(iii) int <Z° = 0 (în £°). 
(iv) Mulţimea £110 este densă în 
(v) Dacă elementul f = ( / „ /2, . ..,/„) din X° are pro-

prietatea că funcţiile fly /2, ...,/„ formează un sistem al lui Cebîşev pe in-
tervalul (0, 1) (adică ele satisfac condiţia (i) din definiţia 1. pentru punc-
tele xs din intervalul (0,1)), dar nu au această proprietate pe [0,1], atunci 
spaţiul liniar L(fly f2, . ..,/„) aparţine aderenţei lui şi prin urmare £ 
nu este o submulţime închisă din mulţimea £°. 

Notăm cu ® submulţimea din £" a spaţiilor care constituie spaţii 
ale soluţiilor unor ecuaţii diferenţiale liniare ordinare, omogene, de ordin 
w, de formă normală şi cu coeficienţi continui pe intervalul [0,1], sau, 
ceea ce este acelaşi lucru, mulţimea spaţiilor liniare generate de funcţiile 

fii - . . , / » avînd proprietatea că wronskianul lor, ir(/1? /2, . . .,/„) nu 
se anulează pe intervalul [0, 1] (adică ele satisfac condiţia (i) din defini-
ţia 2 cu m = l ) . Fie <Sn submulţimea din â> a spaţiilor lui Cebîşev (defini-
ţia 1, (ii)), % submulţimea din 6n a spaţiilor cu proprietatea 11 (definiţia 
\ (ii)), iar S%n submulţimea din tf a spaţiilor lui Cebîşev cu proprietatea 
K avînd baze a lui Markov cu proprietatea K (definiţia 2, (iv)). 
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TEOREMA 2. (i) Submulţimile % şi £11" sînt identice şi deschise în 
spaţiul topologic £". 

(ii) Mulţimea <2" este conexă prin arce. 
(iii) Mulţimea £11" este conexă prin arce. 
(iv) Submulţimea #11" este densă în Sn. 
(v) Punctele din <Bn\#ît" sînt puncte frontieră pentru 

mulţimea 

2. înainte de a trece la demonstrarea teoremelor enunţate, obser-
văm că topologizarea mulţimii © putea fi făcută pe o altă cale, folosind 
ecuaţiile diferenţiale pentru care elementele din © servesc ca spaţii de 
soluţii. Mai precis, are loc următoarea propoziţie : 

Spaţiile topologice © şi Cj sînt omeomorfe, omeomorfismul fiind 
realizat de aplicaţia 

L ( « n - i > a n _ 2 , . . . , a 0 ) , 

unde a, (a?), i = 0, 1, . . n — 1 sînt coeficienţii ecuaţiei diferenţiale or-
dinare liniare. omogene, de ordtft w, de formă normală şi cu coeficienţii 
continui pe intervalul [0,1], pentru care L serveşte drept spaţiu al 
soluţiilor. 

în propoziţia de mai sus s-a presupus că mulţimea 3) e topologizată 
prin procedeul descris la punctul 1. 

3. Demonstraţia teoremei 1. Fie V [0, 1] spaţiul liniar normat 
al funcţiilor cu valori reale, continue la dreapta, cu variaţie mărginită, 
definite în intervalul [0, 1], supuse restricţiei / (0) = 0,/<= V[0, 1], spaţiu, 
în care norma elementului f se defineşte prin 

11/11 = n / , 

unde prin V\f înţelegem variaţia totală a funcţiei f pe intervalul [0, 1]. 
Considerăm spaţiul liniar normat 

V = X F [ 0 , 1 ] . 

Fie K conul convex din spaţiul V definit prin 

K = K0x CxKJ, 

unde K 0 este conul convex al funcţiilor continue şi monoton crescătoare, 
iar Kx conul funcţiilor monoton crescătoare din F[0, 1]. 
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Vom demonstra următoarea lemă: 
LEMA 1 . Aplicaţia definită prin integrala 

( da^aOÎ dc2(x) . . dam(x), 
J o Jo -o 

unde <j = (dj, cr2, . . am) e K, iar integrala reprezintă integrare repetată 
în sens Lebesgue-Stieltjes în ordinea inversă a indicilor, este o aplicaţie 
continuă a conului K în spaţiul C°[0, 2]. 

Demonstraţie. Fie dat şirul {<rn}, cn e E, an = (<rln, <r2n, amn), 
n = 1, 2, . . c a r c tinde spre elementul g e J5T, a = <r2, . . c m ) 
în sensul normei spaţiului V. Introducem notaţiile 

i<T0(.r) ^ ^ ci di (a?) î da2(ir) ... ( dcjm(x), 

• o -o Jq 

Fn(x) daln(a?) i d<72 n(s). . .ţ d<rmn(a?), 

Jo Jo «'0 

n = 1, 2, 
Demonstraţia lemei revine la demonstrarea continuităţii funcţiilor 
i'i, t = 0, 1, 2, . . . şi a convergenţei uniforme Fn(x) F0(x), n oo, * e [0, 1]. 

(a) Funcţiile Fiy i = 0, 1, 2, . . . sînt continue. într-adevăr, sub 
semnul ultimei integrale din formulele de definiţie ale lor figurează func-
ţii monoton crescătoare, iar funcţiile alr clnJ n = 1, 2, . . . în raport cu 
care se efectuează această ultimă integrare, sînt funcţii continue. Aflîn-
du-ne în cadrul condiţiilor de integrabilitate în sens Riemann-Stieltjes, 
printr-o aplicare simplă a formulei de medie pentru aceste integrale (a 
se vedea de exemplu [3], 582 1°.), concluzia noastră rezultă. 

(b) Considerăm acum funcţiile 

<?(*) = f / ( * ) dg(x), Gn(x) = C fn(x) dgn(x), n = 1, 2, .. 
-o 

unde /, fn <= Kl şi g, gn e Kx sau Iv0. Presupunem că fn(x) -+f(x) n oo, 
uniform în raport cu ¿re [0, 1] şi gn -> g, n oo, în sensul normei spa-
ţiului V [0, 1], Vom arăta că are loc convergenţa uniformă 

Gn(x) -> Q(x), n -> oo, a? e [0, 1]. 

• - c. 2400 
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Din convergenţa uniformă a şirului de funcţii {/„}, rezultă că el 
este uniform mărginit; presupunem |fn(x) \ A, x e [O, 1], n = 1, 2, 
Fie e > O un număr dat şi alegem un număr N, astfel încît pentru n > N 
să avem îndeplinite simultan inegalităţile 

I m-U*)\<-z^rr' I I I I 

2||ff|| 2 A 

(j|</j| O, căci conţine numai funcţii crescătoare). Avem evaluările 
16(x) - Gn{x) | ^ I f (f(x) - /„(*)) djf(a;)| + I f /.(*) d(y(x) - gn(x)) 

I •*<> I I Jo 

^ r l/(») - / . ( * ) I *$(»)+ f I/„(*) I !<%(«) - g»(«)) I < 
Jo Jo 

fdg(x) +A\\g -gn\\< c, 
llill Jo Jo 2ii<jr|| 
e < 

de unde rezultă convergenţa uniformă a şirului de funcţii {(?„} spre funcţia 
O în raport cu a?e [O, 1], La evaluările efectuate ne-arn folosit de cîteva 
rezultate privind integralele Lebesgue-Stieltjes (a se vedea de exemplu 
[4], § 9.2.). 

(c) Aplicînd acum rezultatul obţinut la punctul (b) recursiv, şi ţi-
nînd cont de faptul că prin integrare repetată funcţiile obţinute vor ră-
mîne elemente din precum şi de rezultatul stabilit la punctul (a), re-
zultă convergenţa uniformă a şirului de funcţii continue {Fn}y spre func-
ţia continuă F, în raport cu x e [0,1], de unde rezultă lema. 

Fie L un element oarecare din mulţimea cflt0. Conform unui rezultat 
al lui M. A. Rutman [12], rezultat care poate fi uşor particularizat la 
cazul şirurilor lui Markov formate din funcţii continue (în lucrarea citată 
se consideră un caz mai general), există o bază a lui Markov f13 /2, •••>/»» 
a spaţiului X, căreia i se poate pune în corespondenţă un şir de funcţii 
<7„ cr2, • • •> Gm unde este o funcţie continuă şi pozitivă pe intervalul 
[0, 1], 0*2 este o funcţie continuă şi monoton crescătoare pe [0, 1], 
a2(0) = 0, iar cn j ^ S sînt funcţii monoton crescătoare, continue la 
dreapta şi â O) = 0, j ^ 3, astfel încît să avem 

A(») = 

f2(x) = 0l(x) ( da2(a;), 
Jo 

M * ) = da2(a?)î dar3(a), 
• o -o 

/n(s) = ax(x) \ da2{x) . . . C don(x). 
Jo Jo 



3 T R A N S F O R M Ă R I CONTINUE A L E S P A Ţ I I L O R L U I CEBÎŞEV 1 1 3 1 

Considerăm conul K definit la începutul acestui punct. Notăm cu 
K+ conul convex al funcţiilor pozitive din spaţiul C°[0, 1]. Aplicaţia 
+m+i a conului convex 

3Cm+1 = K + x K 

în spaţiul C°[0, 1] definită prin formula 

Vw-rl •( GU C2J • • 
Jo Jq 

xg [0, 1], este o aplicaţie continuă. Acest lucru rezultă din lema 1 şi con-
tinuitatea operaţiei de produs în algebra funcţiilor continue. Vom nota cu 
ty aplicaţia (¿1? ¿2 , . . a lui cKn în spaţiul Cj. 

Din rezultatul lui M. A. Kutman, citat mai sus, rezultă egalitatea 

an® = p 0 <j,(3fn). 

Mulţimea cKn fiind convexă în spaţiul liniar normat 

C°[0, 1 ] x Vj (m = n - 1) 

rezultă că oTc° fiind imaginea continuă a lui este o mulţime conexă 
prin arce. 

Trecem acum la demonstrarea punctului (i). Pentru aceasta vom arăta 
că orice punct L din mulţimea ¿° poate f i uni t pr intr -un arc din această 
mulţime cu un punct din mulţimea oTc°, de unde, pe baza conectitudinii 
prin arce a mulţimii demonstrate mai sus, rezultă afirmaţia (i). Vom 
folosi ideea folosită de noi în [6], la demonstrarea Lemei 4 şi Teoremei 6. 

fu hi • • fn o bază oarecare a spaţiului lui Cebîşev L şi fie a un punct 
fixat din intervalul (0,1). Considerăm aplicaţia 

x = (1 — \a)y+ Xa y e [0,1], 

unde X este un număr dat cu proprietatea 0 < ; x < ; i , aplicaţie a mulţimii 
[0, 1] pe mulţimea [Xa, 1]. Sistemul de funcţii 

fi ((1 - Xa) y + Xa), f2 ((1 - Xa) y + Xa), . . . , / „ ((1 - Xa) y + Xa) 

formează un sistem al lui Cebîşev pentru y din [0, 1], deoarece aplicaţia 
dată mai sus este un omeomorfism între mulţimile [0, 1] şi [Xa, 1] şi astfel 
funcţiile de y considerate mai sus pot fi privite ca restricţii ale funcţiilor 
fi la intervalul [Xa, 1]. Fie him^(x) = /,((! — Xa) x +Xa),are [0, 1], ¿ = 1,2,... 
• . n . D in cont inuitatea uni formă pe in terva lu l [0,1] a f u n c ţ i i l o r i = 1, 

2 , . . rezultă că mulţimea T = {(hltX, 7/2.x, . . .hHmX) : 0 ^ ; X < ; 1 } constituie 
un arc în mulţimea Deoarece mulţimile [0,X a) pentru X > 0 a u 
o infinitate de puncte, din [6], Lema 4 rezultă că sistemul de funcţii/!, /2,... 
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. . ./„ restrînse la intervalul [Xa, 1] generează un spaţiu al lui Cebîşev 
avînd o bază a lui Markov. Deci sistemul de funcţii h ^ , /¿2>x,. . ., 7i"n.x gene-
rează un spaţiu al lui Cebîşev avînd bază a lui Markov pentru orice 0 < 
< X <i 1. Rezultă că p (T) este un arc care uneşte punctul X cu un punct din 
mulţimea #11° şi chiar mai mult, că toate punctele acestui arc, exceptînd 
eventual X, se află in Sil0, de unde rezultă afirmaţiile (i) şi (iv) (această 
din urmă fiind de fapt identică cu teorema 6 din [6]). 

Vom arăta acum că int 6° = 0 . Fie X un punct oarecare din mul-
ţimea 6° şi fie funcţiile/u /2, . . . ,/„ o bază a spaţiului X. Presupunem pe 
e > 0 dat şi determinăm pe 0 <$ c < 1 în aşa fel, încît să avem \ft (x') — 
— Îi(x") l < e o r i de cîte ori | x' — x"\ <8C , i = 1, 2, . . Definim funeţi-
ile glf g2 , gn pe [0,1], punînd gt (x) = f{ (8e) pentru x din intervalul [0, 

Şi 9i \x) = îi (x) pentru restul punctelor x din [0 ,1 ], i = 1 , 2 , . . Avem 
în mod evident (gv g2,..., gn) e X 0 ^ " 1 ^ 0 ) , şi cum \f{ (x) —g, (x) | < e, pentru 
e ales arbitrar, rezultă că în orice vecinătate a punctului (/1? /2, . . /„) 
din ^r 1 ^ 0 ) există puncte din X°\p"1((E0). Folosind acum continuitatea 
aplicaţiei p rezultă afirmaţia (iii). 

Presupunem acum că punctul (/ly /2, . . . ,/„) din X° are proprietatea 
enunţată la punctul (v). Vom arăta că spaţiul X generat de funcţiile fi,f2i— 
• • •, fn aparţine aderenţei mulţimii <S°. Fie e > 0 un număr dat şi 0 < 
<St< 1/2 astfel ales, încît | f (x') - f { (x") | < e dacă — a?" | ^ 8 t , i = 
= 1, 2, Considerăm aplicaţia 

* = ( 1 - 2 8 . ) î , + Î „ y e [ 0 , l ] , 

a intervalului [0,1] pe intervalul [8e, 1 — 8e], care este un omeomorfism. 
Funcţiile 

9i(x)=fi((l-25,)® + 8c), ¿re[0,1], i = 1, 2, . . .n, 

formează un sistem al lui Cebîşev. Avem totodată 

\fi (x) - 8i (x)\ = I fi (x) - f i ((1 - 2Se) o? + Se) | < e, i = 1, 2, . . . , n, 

deoarece | x - (1 - 28c) x - 8e | = | 2a?- l |Se^8 t, de unde rezultă, aplieînd 
un raţionament asemănător cu cel de la aliniatul precedent, că X aparţine 
aderenţei lui 6°. 

Cu aceasta teorema 1 a fost în întregime demonstrată. 

4. Demonstraţia teoremei 2. în linii mari vom urma calea de la demon-
straţia teoremei 1. Vom demonstra înainte de toate următoarea lemă : 

LEMA 2 . Considerăm spaţiul liniar normat 
C " [ 0 , l ] x C " ' 1 [ 0 , l ] x . . ' x r m + 1 [ 0 , l ] , unde n - m + 1 > 0. Fie K 

conul din acest spaţiu format din elementele (Sl9 S2 , . . Sm), unde S, (a?) > 0, 
xe [0,1], i = 1, 2 , . . m . 
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Aplicaţia definită prin integrala 

T ( f x , S2,. . im ',x) = \X B, (x) dx f S2 (x) ăx..Xtm (x) dx, 
J o ¿0 o 

a conului K în Cn+1 [0, 1] este continuă. 
Prin formula din lema 2 înţelegem integrare repetată în ordinea 

inversă a indexării. 
Demonstraţie. Pentru m — 1 şi n 1 oarecare afirmaţia este evi-

dentă. Presupunem lema adevărată pentru m — 1 şi o vom demonstra 
pentru m (n se presupune oarecare, n ^ m). Are loc identitatea 

(8lf *2f . . ., 8m ; a?) - T<» (Yl, y2,. . . Yru ; x) = 

= ( \X (8i (*) - Yi(*)) £ »2 (*) da?... f am(a) d a j " + 

+ ( Í Y I ( D ) D X ( Í * 2 ( X ) dx"SKI{X) Á X ~ Í Y 2 D A ? ' " Í T M D * F " 

Aplic ind la termeni i acestei sume formula de derivare a produsului (indi-
cele j d in formula de mai sus se consideră ordin de derivare), folosind unele 
evaluări clasice d in calculul integral, rezultă lema. 

Vom avea nevoie de următoarea propoziţie, care rezultă din teoremele 
II şi IV demonstrate de G. Pólya în lucrarea [8], folosind un rezultat al 
lui O. Aramă [2] privind forma intervalului maximal de interpolare cu 
soluţii ale ecuaţiilor diferenţiale ordinare, liniare, de formă normală şi 
cu coeficienţi continui : 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca subspaţiul n-dimensional 
L din 6 ln[0,l] să aibă proprietatea I*, este ca să posede o bază fYJ /2, .../„, 
avînd p rop r ici atea 
(1) »•* Ui; > o, ir (A, f2 ; x) > O, . . ., TT (/„ / 2 > . . . , / ; <r) > o, *e [0,1], 
unde cu U (j^,/*, . . .,/ţ; x) am notat valoarea în punctul x al tcronskianului 
funcţiilor jl9 

Vom folosi de asemenea următorul rezultat aparţinînd lui 0. Aramă[1]: 
Subspaţiul n-dimcnsional L din spaţiul liniar Cn (0,1) are proprie-

tatea 1* dacă şi numai dacă posedă o bază carc satisface condiţia (i) din de-
finiţia 2 pentru m = I şi m = n. 

Punctul (i) al teoremei noastre rezultă din teorema lui Pólya enun-
ţată mai sus. într-adevăr, clacă au loc inegalităţile (1), atunci pe baza aces-
tei teoreme rezultă că funcţiile /„ /2, . . ., /„ formează un şir al lui Cebîşev 
-Ţ Markov cu proprietatea 1 d e c i orice element- din ft este şi element 
din ¿TL\ Incluziunea inversă avînd loc pr in definiţie, rezultă egalitatea ce-
lor două mulţimi. Din continuitatea operatorilor \Y(fx, .. .,/¿; x), i = 
77 2 , . . ., n, rezultă, ţinînd cont de inegalităţile (1), că pentru funcţii 
din C"[0,1] destul de apropiate de funcţiile i = 1, 2 , . . . , n, 
aceste inegalităţi au de asemenea loc, deci şi aceste funcţii for-
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mează un sistem cu proprietatea /J. Ne rămîne acum să aplicăm un 
raţionament simplu pentru a deduce că mulţimea = % este deschi-
să în £". Acest raţionament se bazează pe faptul că proiecţia canonică p 
este o aplicaţie deschisă. 

Amintim că faptul că mulţimea #îlw este deschisă în t n se poate de-
monstra şi fără a face uz de teorema lui P61ya, aplicînd următoarea con-
diţie necesară şi suficientă pentru ca un sistem de n funcţii din Cm [0,1] să 
formeze sistem cu proprietatea I J : 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca funcţiile f i , f 2 , . . .,/„ din C* 
[0,1] să formeze un sistem al lui Cebîşev cu proprietatea 1* este ca să avem 

oricare ar fi punctele xlyx2J..., xn din [0,1], unde cu [a?x, a\>, . . x s ; / ] 8-a 
notat diferenţa divizată a funcţiei f pe nodurile xl} x2y..x5. 

Pentru demonstrarea punctului (iii) din teorema 2, presupunem că 
L este un punct din Sîln. Conform cu Teorema 1.2. cap. X I din cartea lui 
S. Karlin şi W. Studden [5], L posedă o bază f i , f 2 , . . c u proprie-
tatea că 

unde 8{ este element din conul convex al funcţiilor pozitive al spaţiului 
Gn i+1[0,l], i = 1, 2 , . . . , n. Repetînd acum raţionamentul folosit la de-
monstrarea teoremei 1, punctul (ii) făcînd uz aici de rezultatul mai sus 
citat şi lema 2, demonstraţia rezultă. 

Pentru a demonstra punctul (ii), observăm că în conformitate cu 
teorema lui O. Aramă citată mai sus, dacă funcţiile fv f2, . . . , / „ din spa-
ţiul Cn[0, 1] satisfac condiţia (i) din definiţia 2, pentru m = 1 şi m = n, 
atunci au proprietatea Vn pe intervalul (0,1). Fie acum 0 < a < p < 1 şi fie 

det|| [xL, x2, . . . , Xj ;/,]||u-i.2 n=f= 0 , 

(2) a? = ((1 - y) a + y£) X + (1 - X) y, y e [0, 1] 

o aplicaţie a intervalului [0, 1] pe intervalul [a, (3] pentru X = 1, care 
pentru orice 0 < X<; 1 transformă pe [0, 1] într-un interval conţinut în 
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(0,1). Cum aplicaţia (2) este un omeomorfism de clasă C°° (deci şi de clasă 
Cu) a lui [0,1] pe [aX, px + 1 — X], rezultă că funcţiile 

fftt(s) =/<(((! - a?) a + a?P) X + (1 - X) x), [0, 1], i = 1, 2 , . . . », 

care pot fi considerate restricţiile funcţiilor f{ la intervalul [aX, px + 1 — 
— X], formează un sistem de funcţii avînd proprietatea /¡¡. Fie T = {(ft^, 
92,• • • j 9n,\) :0<S X<; 1}. Atunci p(r) este un arc din mulţimea (¿n, 
care uneşte punctul L (spaţiul generat de funcţiile/i,/2, • • •> /n)> cu un punct 
din 0H*, de unde rezultă punctul (ii) al teoremei. Din metoda aplicată 
rezultă în acelaşi timp şi punctul (iv). 

Vom arăta acum că în orice vecinătate a punctului L e <Sn\#îl" 
există puncte din mulţ imea £" \<S n , de unde, folosind punc tu l ( iv) rezultă 
(v). Prelungim funcţiile fi9 i= 1, 2, . . .n care formează o bază a lui L, 
pe intervalul [a, p], unde [0,1](Z (a, p), astfel ca ele să aibă derivate de 
ordin n continue pe [a, p]. Fie e > 0 un număr dat şi fie St > 0 astfel 
ales, încît |//'»(*') —f»\x") | < e/2, i = 1, 2, . . . , n, j = 0, 1, 2, . . . , n, 
dacă | x' — x" | < Se , ÎT', x" e [a, p] . Fie | 1 - (p — a)| + | a| < S, şi 
punem 

FFI(TF) =/<(( P —A)A? + A), A? E [0, 1], i = 1, 2, 
Aplicaţia y = (p — a)a? + a este un omeomorfism derivabil de orice ordin 
a intervalului [0,1] pe intervalul [a, p], Funcţiile/!,/«^ formînd 
o bază a spaţiului L, satisfac condiţia (i) din definiţia 2, pentru m = 1 
şi m = dar nu au această proprietate pe nici un interval de forma [a, p], 
deoarece în caz contrar, ar urma, pe baza teoremei lui O. Aramă că ele au 
proprietatea l*m pe intervalul (a, p), deci şi pe intervalul [0,1], în contra-
dicţie cu ipoteza noastră făcută asupra spaţiului L. Avem in acelaşi timp 

I / /" ( * ) - 9(in(x)\ = \fl>\x) - (p - «)'//»((P - «) ® + 

^ ISi5)(x) - / « > ( ( p - a) tf + a)| + |/{'>((p - *)x + a)| | 1 - (P - a)'|< 

J 
unde M = max \flj)(x)\, i = 1, 2, . . . , n, j = 0, 1, . . . , n. Fie acum 

»ei«, p] 
a atît de aproape de 0 şi p atît de aproape de 1, încît să avem 

11 — (P — a)" | < ——. Atunci vom avea 
2 M 

I//"(*) < e, 

% = 1, 2, . . j = o,l, . . de unde, aplicînd faptul că p este aplicaţie 
continuă, rezultă punctul (v) al teoremei. 

Cu aceasta teorema 2 a fost în întregime demonstrată. 

Primit la redacţie la 28.02.1970 

Institutul de calcul, Cluj 
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CONTINUOUS TRANSFORMATIONS OF T H E C H E B Y S H E V 
SPACES A N D OF T H E C H E B Y S H E V SPACES 

W I T H T H E P R O P E R T Y I * 

( A B S T R A C T ) 

By a factorization of the /7th Cartesian product of the spaces C°iO, 1 J, respective C " [ 0 , 1 ) 
i t is introduced a natural topology in the set £°, respective £" of al l n-dimensional subspaces 
of these spaces. The following notations are introduced : <5) is the subset of £ n of the sub-
spaces in Cn [0, 1] which are solution spaces for l inear, homogeneous, normal f o rm di f ferent ia l 
equations wi th continuous coefficients on [0, 1]. Denote by the subset of Ghcbyshev spaces 
in £°, by Sit0 the subset in <2° of Ghcbyshev spaces having Markov bases. Denote by the subset 
in fi) of the Chebyshev spaces, by #ltn the subset in of the Ghcbyshev spaces having the 
property I* (i.e., the spaces in which any Hcrmi tc - type in terpolat ion problem is solvable). 
The following results arc obtained : 

In £° : 0) The set is pathwise connected. 

(Ü) The set STL° is pathwise connected. 

(iii) is dense in 

(iv) i n t = 0 ( in £°). 

I n £" : 0) The set Sn is pathwise connected. 

(») The set flit" is pathwise connected. 

(iii) The set Sit" is dense in tS\ 

(iv) The set Sit" is open in £n. 
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