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O SOLUTIE NUMERICA A UNEI ECUATII ALGEBRICE
SI FOLOSIREA EI IN AERODINAMICA

DOINA BRADEANU

Folosirea metodei ecuatiilor integrale reduce problema obtinerii solufii-
lor automodelate (similare), dependente de o singurd variabild v (#,y),
pentru miscarea fluidului viscos in stratul limitd, la rezolvarea unor ecuafii
algebrice. Asa, de exemplu, in metoda lui Pohlhausen apare o ecuafie
algebrici de gradul trei [1], iar in studiul stratului limitd hipersonic, dupa
cum se arata in [2], apare o ecuatie algebricd de gradul cinci F(c) = 0.
Pentru a putea folosi rezultatele, simple, date in lucrarea [2] va trebui
sd se cunoascd solufia acestei ecuafii.

In aceastd lucrare se arata cd ecuatia algebricd F(c) = 0 aze o sin-
gurd rddédcind reald pozitivd, se calculeazd, apoi, o valoare numericd apro-
ximativd a acestei rdddcini si se foloseste aceasta valoare pentru calculul
numeric al parametrilor stratului limitd aerodinamic hipersonic de pe
corpul de rotatie subtire. Calculele numerice se efectueazd pentru numd-
rul Mach M., = 20, raportul densitatilor (p,/p,) pentru unda de goc ¢ =
=8 - 1072 si numere Reynolds R., = 6,31 - 10" (n = 4,3,2) care inte-
reseazd, in special, regimul de zbor al rachetelor §i proiectilelor balistice
cu reactie la diferite indl{imi de zbor (H =0 km, H =15 km 5i H =
= 30 km) 1n atmosfera Pamintului.

Rezolvarea ecuatiei F(e) = 0. 1. Despre mnatura rdddcinilor ecuatiei

F(c) = 0. Se considerd ecuatia algebricd de gradul cinci, cu coeficienti
reali, in raport cu mirimea necunoscutd ¢ §i parametrii g; $i ¢q

F(c) = c2(c + 12(c + q1) — § =0 (1)

(>0, ¢.>0)

Pentru a studia natura solutiilor acestei ecuatii se foloseste teorema lui
Rolle. Se deduce ugor, prin derivare, ecuatia de gradul patru

idg = c(c + 1)[5¢® + (4¢; + 3)c + 2¢,] =0
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ale cdrei radacini sint

6=0, &=—1 c4==[— (g +3 + Viln T3~ D0a] @

Se constatd cid riadicinile ¢y, sint reale, negative si asezate in ordinea
g < — 1< ¢y <0 (se presupune ci 1 < ¢, < 3). Considerind sirul
F(—o) = — o, Fleg), F(—1) = — £, F(ey), F(0) = — £ ,F() =+ oo
e 92

se deduce cd ecuatia (1) are intotdeauna o singurd radacind reald pozi-
tivd ¢ = ¢, indiferent de semnul valorilor F(c,) si F(c,). Evident ca daci,
de exemplu, F(c,) < 0. atunci ecuatia (1) are cel pufin trei rddacini reale,
o radacinid pozitivd (¢ = ¢) si doud rdddcini negative.

Asa dupd cum s-a mentionat, ecuatia (1) apare in problema deter-
mindrii parametrilor aerodinamici din stratul limita hipersonic axial-sime-
tric in care necunoscuta ¢ = 3/r,, unde 3(x) este grosimea stratului limita
iar 7, (x) este distanfa de la suprafafa corpului, de forma datd (problema
directd), la axa sa de simetrie. Rezultatul obfinut mai sus, cd ecuatia (1)
are o singurd rdddcind reald pozitivd este in acord, deci, cu semnificatia
constantei ¢ si cu existenta unica a stratului limitd si a solutiilor sale pe
corpul dat. De aceea, in continuare, ne vom ocupa numai cu determi-
narea ridicinii pozitive a ecuatiei (1).

2. Calculul numeric al rdddcimii ¢ = c, > 0. Potrivit cu lucrarea [2]
taportul §/r, = 0(1) si, in consecinta, valoarea rdddcinii ¢, nu poate
fi foarte micid sau foarte mare. Pentru determinarea ei va trebui sa cu-
noagtem coeficientii ¢; si ¢,/¢,. Vom calcula acesti coeficienti in trei cazuri:

— Cazul I. Se admite, pentru dependenta viscozitatii u de tem-
peratura absolutd 7, legea liniard si atunci coeficienfii g; $i ¢, dafi in

[2]

0,614 + ¢ 15 0,614 + 2,842¢
=2 = t=R_, 3)
0,772 + ¢ 64 e(l + g (g
devin
_g08litc g _ 128 0614 + 2,228c (M, ) )
: 0772 + ¢ ¢, 15 0474 4 2808 R,
2. D ek I ) ﬂhﬁ_eﬂlg) 5)
e — S == 2 i 5=
Yo P2 Mg IR R

unde ¢, mirime micd, este raportul densitdtilor din fata si spatele undei
de soc, R, este numadrul lui Reynolds relativ la lungimea a* si miscarea
neperturbati, omogend si uniformd, iar M, = V/a. este numarul lui Mach
(V. si a, sint viteza curentului si, respectiv, a sunetului la infinit). In
formula (5), pentru viscozitatea p,, s-a folosit expresia datd in [2] a tem-
peraturii adiabatice T, a suprafetei corpului. Temperatura adiabaticd T,
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fiind temperatura pe care o cistigd ‘suprafata izolatd (termic) a corpului
in urma incdlzirii sale aerodinamice, nu poate fi datd sub forma unei
conditii la limita.

Vom considera o miscare hipersonicd, a gazului viscos, in care para-
metrii miscarii au valorile

M, =20, To=220°K (= — 53°C), pno =1 at=981.10:N/m? (6)

Parametrii aerodinamici din fata undei de soc au valorile

as = \YRT =201yT, =300 2, V, = Mpa, =6-103 =,
sec sec
. (7)
Lo = 1,45.1075 =5
m. sec
o= 1,535, ,, —te _9g50.100 2 @8)
m? Poo sec
(R WU O N B | = WL 10~1)
sec?, grad

Cu aceste valori se gdsesc, dupa (5) si (4), urmitoarele valori
R,e = 6,31 +. 104, ¢, =1,6290, qi/gs =3,0977 ; 10~ )
(w, = 5,0112 - 1074, p,/pe = 34,86)

— Cazul II. Vom admite, acum, o lege a viscozititii, valabili pentru
temperaturi inalte, data de formula empirici a lui Sutherland [5]

2
M7,

o = 1,46 - 10°\T,°K —8cu T,=T. (10)
m. sec 1—c¢
unde 7, este temperatura adiabaticid a suprafefei corpului.
In acest caz, formulele (3) devin
€
T R e At e (l * E) =i 4G
L A VT, Z=Ve. )
0,772 + ¢ g 15 0,474 + 2,808¢ 10 R,

Vom considera o migcare hipersonici neperturbati in care
My =20, T,=220°K, p, =01 at =981-10 N/m?, (12)
§i atunci formulele (7) se mentin, iar formulele (8) devin

Pe = 1,585.1071 Kg/ms, v, = %= — 9,50.1075 m?/sec. (13)

Po
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Folosind aceste valori gdsim, dupd (5) si (4), valorile

R.. = 6,31.10%, g, = 1,6290, g,/g, — 6,08391.10* (14)
(e R T B T T T i 5 % g = 8,71) (14')
. Ho

— Cazul III. S4 considerim cazul II relativ la o presiune p, de 10
ori mai mici. Atunci, in mod corespunzitor, avem valorile

M, =20; To,=220°K; p, = 0,01 at = 981 N/m? (15)
0w = 1,535- 1072 kg/m?; v, =52 =9,50-107¢;c=8.107
P
R, =631.102, ¢, = 1,6290, g/g, = 6,08391-107 (16)

(formulele (14'))

— Ecuatia necunoscutei ¢, datd de (1), primeste, in cazurile I, IT si
III, urmatoarele forme

|3,0977-10—4 @ (17)
F(c) = c*(c+1)*(c+1,6290) — ] 6,0839-10~¢ = O(II) (18)
0,60839-10~2  (III) (19)

Ecuatiile (17)-(18)-(19) au cite o singurd rdddcind reald pozitivd ¢ = c,.
Solutiile ecuatiilor (17) si (18) le cdutdm in forma ¢, = 1072k (& > 0) iar
solufia ecuatiei (19) in forma ¢, = 107 (k > 0). Se vede ca in toate
cazurile trebuie si avem £ < 2. De aceea, in primele doud cazuri, pen-
tru simplificare, se poate neglija temenul 107¢ * fatd de termenul de ordi-
ntl unitatii.

Pentru necunoscuta % avem, deci, ecuatiile algebrice

3,0977 1) (17)

R(E)=k2(3,6290-10~442 +4,2580-10~* £+1,6290) — 2sf)
| 6,0839 (1T (18)
19’

R(F) — k(1071 + 1) (1071 k-+1,6290) — 0,60839 = 0 (ITT) (197)

Relativ la calculul rid&cinii pozitive k,, pentru aceste ecuatii, s-a intocmit
tabelul 1 unde sint consemnate rezidurile ecuafiilor pentru diferite valori
ale necunoscutei k. Procedeul, care consti in reducerea la zero a reziduu-
lui R (metoda relaxirii) se termind cu reziduurile |[R| = 0,0004; R =
= 0,0002 si |R| = 0,00002 pentru cele trei ecuafii.
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. Tabel 1
Cazul I, Ecuatia (177)
k 1,3 1,35 1,355 1,356 1,36 1,4
R(k) —0,24 . 0,21
—0,02 0,02
—0,0004 0,0048
Cazul II, Ecuatia (18')
k 1,8 1,87 1,88 1,885 1,886 1,9 | 2,0
R(k) —0,5 0,7
—0,1 0,09
0,04 —0,005 0,0002
Cazul III, Ecuatia (19°)
k 0,56 0,568 0,5684 0,5685 0,569 0.57
R(k) —0,14 0,0036
—0,6009 0,0034
—0,00002 0,00009

Folosind tabelul 1 se deduce ci solutiile ecuatiilor algebrice F(c) = 0 sint
Fcuafia (17) : ¢ = ¢, = 0,01355 cu o eroare mai micd decit 10~° (prin lipsd)
Fcuatia (18): ¢ = ¢, = 0,01886 cu o eroare mai micd decit 10=* (prin adaos)
Ecuatia (19): ¢ = ¢y = 0,05684 cu o eroare mai micd decit 107° (prin lips#)

Observagie. In cazul I avem ¢, = — 0,4844; ¢, = — 1,456 si F(c;) =
— 0,0705; F(c,)=0,0760. Rezults, atunci, cd ecuatia (17) are toate radicinile
reale cuprinse intre limite bine determinate cunoscute. Desigur, dintre ace-
ste radicini numai ¢ = ¢, corespunde problemei mecanice.

Determinarea caracteristicilor aerodinamice. 3. Parametrii locali ai
miscirii. Pentru grosimea 8(x) a stratului limitd, viteza longitudinald u(x,y),
presiunea p(x), tensiunea de frecare locald 7,(%) pe corp si temperatura
adiabatici a suprafetei corpului T,,, dupd [2], avem formulele (x este
coordonata curbilinie pe generatoarea corpului iar y se masoard pe not-
mala la suprafata corpului)

B(x) = acx’ls, u (%, y) = Yo 5 ¥, pi =iy X

ac =
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14 S e M?
Tw(x) :“‘w—gx7 /‘: Taw: T =

ac e
x(,:fz’i (Bm — 1) (1 + 3¢) a® M2 (1 + )2, m = 3/4

Expresiile acestor functii, in sistemul de unitati Si (MKS), sint date in
tabelul 2. In tabelul 3 se dau valori numerice, in sistemul Sz, pentru
valori ale coordonatei x cuprinse in intervalul 0,01-0,20 m. Tabelele contin
toate cele trei cazuri considerate, care corespund la trei numere Reynolds
R, =631-10" (n =4,32), adicd, la trei indlfimi de zbor in atmosfera
Pamintului. In mod aproximativ, cele trei indltimi sint: H, =0 Km
(apropierea solului), H, = 15-10% m si H,; = 30-10° m care, la rindul
lor, corespund valorilor parametrilor fizici ai atmosferei neperturbate con-
siderate inifial. In fig. 1 este datd reprezentarea graficd a variafiei para-
metrilor aerodinamici in cele trei cazuri. Din aceste tabele gi grafice se

¥
L W(fmm
bt w,
P 23r |
=20 Yy 3
o o0,/ -3/20
0_ o
9 rp (1) Mg 20; £ =840";T,=220°K
18 r
N
177 f"‘/f:m (1) C;a}n;/ ﬂf 1at. [zw]=,7n‘2
;g Cazul p 0f o
(z > =01 at.
! e fat - 981,10
37 (m) N/m
0
HE
10t
9 L
g8l
7l
6
)
i
3 (1)
2
1 —
0 1234567680910 —— xcm 20

Fig. 1.
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pot trage concluzii cu privire la modificarea parametrilor in raport cu
variatia numarului lui Reynolds si cu iniifimea de zbor.

4. Forfe aerodinamice. Vom calcula acum rezultanta forfelor aero-
dinamice elementare de presiune si de frecare care actioneazi pe suprafata
corpului de rotafie subtire, cu generatoarea de lungime /, agezat, sub unghi
de atac nul, in curentul viscos hipersonic considerat. In acest scop, vom
folosi fig. 2 in care este reprezentat corpul si sistemul de referintd fix

— — — — —
in spatiu (e, €, ¢;). Versorii ¢; i e, se gisesc in planul axial al mis-
cdrii. Notdm cu 7 versorul normalei exterioare la suprafata corpului si
—
cu ¢ versorul tangentei la curba generatoare a corpului. Planul versorilor
- = - —¥ - = —
n, e, ¢ $i e (planul miscdrii) se intersecteazd cu planul e,, e, e; dupi

versorul e;. De aceea, avem formulele

7= —sinwe; + (cosge, + sin ¢ e;) cos
— — — —
[ =cos o e + (cos ¢ e, | sin ¢ e;) sin ®
: d
(cos o=1 sineo=22= r;,(x))-
ax

Fig. 2.

Forta de frecare totali ﬁw pe suprafata S a corpului
calcula cu formulele

j}w:_ SS Tw;’”w d(p dx(:Ful";; +Fw2;2+Fw3é;)

c

! ]
F_lzﬁw-elz —S ae ST,,,COS ©:7,0%x = — 2% Spwzi‘?— B L oy — Hay =00
0
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Pentru forta de frecare F, si coeficientul adimensional Cp, al fortei de
frecare avem, deci, formulele

y = - 2 Fyl 7 gy 1.
He— = Vibey Cpym ——2— = — =B —
w 6 w (21 F fw VaoA 92 o ReL
o 1 3 r (20)
lL:ClPM, R, ==, A:271:S 7,(%) dx:j;lla |31]:1)
Ko
0
Portanta P si coeficientul de portantd Cp sint nule, deoarece avem
P=— gSp(;- ;2) YBpdx = — Ssp COS & COS @7, do dx =
(S) ) (S)
2m 1
— S cos @do S pradx =0
0 0

Acest rezultat se datoreste simetriei corpului si a migcérii, unghiul de atac
fatd de axa de simetrie fiind nul.

5 . =5 = . » e . . .
Rezistenta la inaintare R = Re, si coeficientul adimensional al rezi-
stenfei la inaintare Cp se calculeazd cu formulele

R Ssp(;- Zl)rwdcpdx = SSp sin @ « 7,49 dx =
S S (21)

I
' 3r
= 2 S DY A = ?T N@?lp .
(v}

2R 21 a®)
oy sty o 8L o sl (22)
Rl s |+ B P Ve

fn tabelul 4 sint date valorile coeficientilor aerodinamici Cg, $i
Cp pentru M, =20, T, = 220°K, ¢ = 0,08, a = 107}, relativ la corpul
7, = ax¥* in cele trei cazuri numerice considerate. in problema stra-
tului limitd hipersonic firi interactiune cu scurgerea exterioard, rezistenfa
la inaintare R si coeficientul C, nu vor depinde, odatd cu presiunea p
(prin intermediul lui 2,), de solufia pozitivd ¢, a ecuatiei algebrice (1)
ci se vor calcula cu ajutorul teoriei miscirii ideale hipersonice.

Tabelul 4
(& Cazul I Cazul II Cazul III M =120
R 1,893-107 1,893-108 1,893-10°
oL = To = 220°K
T 4,74.10— 8,539-10—¢ 28,39-10—4 % =008
vy = 107 1x3/4
] =2-10"*m
Ee 3,7187-10~3 3,7537-103 4,0337-10~% | 7_ 3.10~* m

(Intral in redactic la 24 woiembrie 1970)
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UKMCJIOBOE PEIIEHHME OJHOI'O AJITEBPAMUECKOI'O YPABHEHUS U EIO
INPUMEHEHHWE B ASPOIOMHAMUKE

(Peswome)

B pabote mayuaercs aireGpamyeckoe ypaBHEHHE, KOTOPOe BCTPeUaeTCss B a3pOJAHHAMHKE
MOrPAaHHYHOrO CBEPX3BYKOBOIO CJIOSI BO B3aHMOJEHCTBUM C BHEIIHHM TEUEHHEM Ha TOHKHX
BpaulaTeJabHbIX Teaax. s uncen Maxa Mo =20, e= p,/p,=8-10—2 1 ji1s1 Tpéx uncen Peiinonnca
(R, = 6,31 -10", » = 4, 3, 2) BbIUHC/SIETCS] NPHOIH3HTENBHBIN IOJOKHUTEJNbHbI KOPEHb 3TOrO
ypaBHeHHsI (C MOrpemrHocTbio MeHee 10—%), KOTOPHIH IPHMEHSIETCS] 3aTeM JJIsT YHCJIOBOTO BBIYHC-
JIEHH ST HeKOTOPBIX a3pOJHHAMHYECKHX XapaKTeDPHUCTHK B CBEPX3BYKOBOM peKHMe Ha TPEX BBICOTAX
noJiéta.

A NUMERICAL SOLUTION OF AN ALGEBRAIC EQUATION AND ITS APPLICATION
IN AERODYNAMICS

(Summary)

An algebraic equation occuring in the aerodynamics of hypersonic boundary layer is
studied in interraction with the exterior flow on thin rotation bodies. The approximate positive
root of this equation is calculated for Mach numbers Mo = 20 e = p;/p, = 8:1072 and for
there Reynolds numbes (R, = 6,31:10%, » = 4, 3, 2) with an error smaller than 10—%.
This is used afterwaras in the numeric calculation of some aerodynamic characteristics in hy-
personic state at three flight heights.



