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O METODA A MICILOR PERTURBATII PENTRU ECUATIA
STRATULUI-LIMITA

de DOINA BRADEANU

Universitatea din Cluj

Se introduce o metoda a micilor perturbatii pentru ecuatia lui Mises din teoria
stratului-limitd incompresibil de fluid viscos. Se determinid transformarea de
coordonate si ecuatiile aproximatiilor de ordinele zero si unu. Se analizeaza pro-
blema calculului solutiei initiale, necesard in-folosirea metodelor numerice.

Notatii

z, Y — variabilele lui Mises ; # se mésoard pe meridiana corpului,
¢ este funectia de curent,

w(x, Y) — viteza in directia x din interiorul stratului-limita,

uy(2) — viteza scurgerii exterioare stratului-limitd plan,

Y — ordonata méisuratd pe normala la suprafata corpului,

3(x) — grosimea stratului-limit4, ‘

Do — valoarea functiei de curent pentru y = 8; Yo = (2, J3),

v, U — viscozitatea cinematicd si viscozitatea dinamicd,

o — densitatea fluidului,

€ — parametrul de perturbatie,

o, B — variabile independente (vezi (2)—(3)—(6)),

L — 0 lungime caracteristica ( de referinti),

Ueo — viteza de la infinit (%, = const.),

W, — functie definitd cu formula (15),

W, — functie definitd cu formula (24),

€y¢1,09, 07 — constante in expresiile vitezei exterioare din vecindtatea
punctului critic,

0, 1 — indici pentru aproximatia de ordinul zero §i ordinul intii.

I CERC. MEC. APL., TOM. 33, NR. 2, 1974, P, 247 — 256



248 DOINA BRADEANU 9

METODA MICILOR PERTURBATII PENTRU ECUATIA LUl MISES

1.1. Beuagiile perturbatiilor. Bcuatia stratului-limitd dinamic incom-

presibil in raport cu variabilele lui Mises (#, ), unde ¢ este functia de
curent, are urmitoarea form# parabolicd [2], [3]:

L mi_(‘ui‘f) (1)
oz dw g\ 8y

V<P <T<T; 0< <, o),

W@, 0) = 0, uW(@, Vo) =u(®), 2°<z<a,

cu conditia initiald

W@, §) = w(P), 000 Y < P (1)

Se presupune ci abscisa curbilinie x, variabila § §i viteza uy(@)
a scurgerii exterioare se pot reprezenta in forma urmatoarelor serii de
puteri :

T= 3 anfa)e” = @, + oy + 0(e), (2)
n=20
¥ = ¥ W(B)e" = ¥, + ¥, + 0(cH), 3)
n=10 5
Uy (@) = Y_, Uy, (%)e" = g + suyy + 0(c?) (4)
n=0

T = V3T = VoLuw ¢* =

0

= S0 =1v Y W,e" = P Tn 3 dus”
0 0

unde ¢ este o mirime micd (parametrul de perturbatie), care urmeazi sd
fie precizatd in fiecare problemi particulard. Parametrul e indicd gradul
de apropiere al aproximatiei considerate de solutia principald (e = 0)
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notatd prin indicele zero. Variabilele « §i B sint noile variabile independente
care trebuie, de asemenea, 8% fie precizate. Functiile », §i u;, se considerd

continue gi cu derivate continue.
Se deduc, imediat, urmétoarele formule :

d o AE
ox dz O 14 ewy + 25+ ... Oz

& dp o 1 9 &)

9%  a¥ 0B 1+ Wi+ Vit ... 0¥

(w;: 8 e U8 g 2,...)
dxz ay

dacd se considerd ca
x=aq=8 L= =T{,=19) (6)
(b = | v ¥ =¢F vLua) (6)

§i se lasd la o parte indicele zero de la x, si Y.
Vom ciuta pentru viteza % din stratul-limitd o solutie in forma
seriei de puteri

Wa, F) = (@ B)e" = ug+ sty + ety 0(<?) (M)

n=0
§i vom considera ca

U = udy + 2euygUyy + e2(uh + 2ugguy,) + 0(8),
(7")
u? = ud+ 2euguy + (Ui + 2uquy) + 0(e3).

In aceste formule w,, u,,... sint functii care vor trebui determinate in
calitate de necunoscute principale ale problemei.

Aplicind formulele precedente, ecuatia (1) se transformi in urmé-
toarea identitate in raport cu e:

Il

L sy o 08 A N
[1+ 2] + <X 12+2‘P2>](—6“;—d@2) 1+ sof + oo (8)
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Din egalarea coeficientilor puterilor lui ¢, se deduc ecuatiile aproxima-
tiilor de ordinul zero (0), ordinul intii (I) si ordinul doi (II) in urmétoarele
forme :

ouz du?, 0%u}
0 - = u ’ 9
(0) - 5% + ag s (9)
02 U, 02Uk d
I) B (Uotty) = “oW (UpUy) ?1 5?;) +E; (tq0t41) +
24,2
i(dxl _2d‘P’1)%06u0, (10)
2\ dz av oy2
i) M ugis) . ug 0%E  d
II —— (Uglhy) = Uy ————F —= —— L —— (U, U
( ) aw( 0 2) 0 8\1‘”2 2 ale da:' ( 10 12)_’_
1 02  u, 0%u3
(s — 2 ey, i, —"F 2 IR B
+2(o. aUo + Uy g 10)8‘P'2+20‘If2+
o R 1(0ud duy
—+ (U F+ ugx;) —— (Ugty) — — —_ =
(1 + )~ (o) 2(ax dw)
_2111'{( 0(uguy) __d(um“u)), (11)
0w dz
2 2,,2
il oU, Ex)d 02U, U, 02u} 4 P2, ¥) (12)

0x Gk 2u, Y2
(U, = ug,, m="1,2.3,...).

1.2. Conditic la limitd si proprietdli generale pentru funciiile consi-
derate. Pe suprafata corpului gi pe frontiera exterioard a stratului-limité,
potrivit aderentei la suprafata solidd si a traversirii continue (linie) a
frontierei exterioare, avem conditiile la limitd

wi(ep O =00 (B0 = uy (), o =10;1,2,. 2. (13)

Se considerd, de asemenea, conditia initiald, din sectiunea initiald
wila® ) = wd(F), 0,125 (14)
unde funetiile u,,(#) sint date prin dezvoltarea (4), iar functiile u9 se pre-

supun cunoscute in sectiunea initiald (ca si pe o linie caracteristicd a
unei ecuatii parabolice).
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W

— Se presupune c# miscarea viscoasd se studiazd in domeniul
D={(x,¥),0 <> <ax, 0<¥ < ©} (fie D domeniul inchis) §i cd
w) >0 pentru ¥ >0, uY¥)—>0 pentru ¥ — 0, u%— uy;(2°) pentru
¥ — o0, dul/d¥ > 0 pentru ¥ = 0.

Sd presupunem ci ecuatiile (9), (10) au solutii, care satisfac urmé-
toarele proprietati : .

1) w i u, sint functii continue si mirginite in domeniul D,

2) w >0 §i uy > 0 in domeniul D,

3) derivatele de ordinul intii §i doi, care se afli in (9), (10) sint
continue §i marginite in D,

4 8f / ¥_ai v — 2 92
4) I}ﬁ ’<ﬂ[7 'Vf P 1‘< M (f=u2 w3),

ﬂ}m >0 pentru 0 < ¥ < ¢,
oY

unde marimile M, m si ¥ depind de zy, f(«°, V) §i de viteza exterioars
(presiune). ;

SOLUTIE INITIALA (SOLUTIE AUTOMODELATA)

2.1. Aproximatia de ordinul zero. Pentru a determina solutia initiald,
ug(2°, ¥) = u°(¥), din sectiunea transversali z — 2% ne vom referi la
vecindtatea punctului critic (# = 0) unde, dupd cum este cunoscut, ecuatia
migedrii admite solutie automodelatd (similard) dats de o ecuatie diferen-
tiald ordinard care se poate introduce dupa cum urmeazi.

Fie transformarea de functie si variabile

ug = uto(1— Wo), sy = Uy, @ = LX (¥ = ¢JLus),  (15)

care aduce ecuatia (9) cu conditiile la limits (13) 1a o problem4 la limits
cu conditii independente de z de forma

d —— 02W

— (U2, W,) = U3J1—W, 0

(’)X 10 0) IOV 7 0 6?2

, (16)

W(x, 0) =1, W(x, o) = 0.

Dacé facem in (16) transformarea de variabile
9 9 "0 0? 02
E=X77)=“(X)¢5 MZ*_{_“_V)_, = s
X 0E a "y o2 dan?

§i ludm

Uy = CpX, a(X) = % (Co = const.), (17)
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atunei :
b 0 b & . Ny @
pes sy G4 Blgafla?, (18)
X 0X 9t E 0 aqﬂ X on?

§i ecuatia (16), referitor la functia W(n) dependentd numai de v, primeste
forma diferentiald ordinara
Col/1 =W, W + nWo—2Wy(n) = 0, (19)
F A0 =1 S (foal) =10

Solutia Wy(n) a acestei ecuatii va folosi la calculul solufiei initiale ug(¢).
Potrivit cu transformarea (15) avem formula

u§ = uo O, X1 — W} (20)
(X° = 2L, W§ = Wy(n° = ¢/X°), a°este dat).

Se vede ci ug(0) = 0, ceea ce inseamnd ci existd compatibilitate intre
conditia la limitd gi condi’gia initiald (valori egale in punctul (x° 0)).

— Sé mentiondm cd, in vederea integrdrii numerice a ecuatiei lui
Mises (9), nu este nevoie s& rezolvim, efectiv, ecuatia (19) deoarece se
poate folosi ecuatia lui Falkner-Skan gi soluma ei. Intr- adevir, sd efectudm
transformarile

a 0 T i
By 5 g Suulﬂ da = “920 @2, My = I/QEO V_" (g gr==1C0); i (215)
U190 dfo )2
— = W, —1. == 22
g VCOLMOD -Jo(no), 0 (d% (22)
] — 0y, af, 1/ ¢, 0E
(unde functia de curent Y, = ¢ vLtw, uy = % Uip d? VVO’@:O)’
S VcoL
0 = X = fo oy !
aw, __V s dW _ g U= fi"
dn oL T R

(U9 = o = 6LX = uoUyy = usCoX, Cy = ¢,Lus).
Atunci, ecuatfia (19), dupd cum se constatd usor, primeste forma

§ o fofs 1 —fR =0 (22)
(fo(0) = 0, f5(0) = 0, fo(o) =1; Jo(mo) = uo/ts,),
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adicé, tocmai, un caz particular al ecuatiei lui Falkner-Skan care apare

in studiul migedrii automodelate (similare) din vecindtatea punctului

critic. Integrarea numericd a ecuatiei (22') a fost efectuatd de mai mulfi

autori. Se poate folosi solutia datd de Howarth sub forma unui tabel care
contine valorile v, fo, fo $i fo' [2], [3].

' Valorile solutiei initiale, din sectiunea initiald # = «°, se vor calcula,

in consecinta, cu formula

s = watat, 9 =1 [ ()] (23)

(Wi(2®, 0) = 1, Wi(a o) = 0)

in modul urmdtor : la valoarea datd ¢ = ¢, corespunde, dupa (22), va-
loarea f,; cireia putem face sd-i corespundd, prin intermediul tabelului
numeric, valoarea fg; care ne va da, dupd (23), valoarea W{ = W3,
Valorile W§; se pot, eventual, inlocui in formula (20) si s& se obtind, astfel,
valorile funectiei w({).

2.2. Aproximatia de ordinul intii. Solutia initiald, pentru apro-
ximatia de ordinul intii, este dat#, ca §i in cazul aproximatiei de ordinul
zero, de solutia migcéirii din vecindtatea punctului critic. S& aplicam,
atunci, ecuatia (10) in vecindtatea punctului critic folosind transfor-
mirile (15), (17) —(18) la care mai addugdm transformarea

ugtty = ue Uy Upy(1— W3) (24)

(ty; = 0, X, C; = const., % =0, ¥, = {;} Tus).

Se obtine ecuatia cu derivate partiale de ordinul doi in raport cu W,

oW 92 W,

ow,+ 2P Wy _ gy O
1 ot R By 0 0 P
. 2 2 il 2
L Lo 1= W, 0% dby gy OW, (25)
2 "Ji—w, ox2 C, dy 072

cu conditiile la limitd, independente de &,

Wl(&; 0) =1, Wl(En w) = 0.
Pentru ca aceastd ecuatie si admitd solutia automodelatd W,(n) va trebui
ca dy,/dy = KC;/0,(K = const.) si atunci ecuatia (25) devine

Oy Wy—1—2K(W,—1)

C,/1—w, i Wi—2W, — - W =0, (26
oV 0 1‘f‘7) 1 1 9 vl—Wo 0 7( )
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Toate solutiile automodelate sint date de o singurd ecuatie diferentiali
ordinard, aga c#, conditiile la limitd fiind identice pentru W, si W,, va
trebui ca (26) s& se reducd la (19) [W; = W] ceea ce se intimpld dacé
ludm K = 1/2.

Solutia initiald pentru problema la limita a aproximatiei de ordinul
intii (10) va fi, dupd (24),

ui(y) = 017‘@X0V17;ﬂ (b= lF/Vi-/juc) (27)

dacd in ecuatia (10), si respectiv in transformarea (3), se considerd ci

dy _d% _ 6y _ Gy (28)
ay  a¥ 20, 20,

unde O, si O; sint constante date de expresiile cunoscute ale vitezelor
exterioare u,, §i u#,; in vecindtatea punctului critic (dependente de forma
corpului dat). Din W, = W, deducem c& in sectiune initiald z = 2°
avem egalitatea

Wi(n) = Wi(n). (29)

Referitor la viteza u, cu valorile initiale u,(2° ¥') = u} avem, dacé folosim
§i (20), formula urmétoare :

w?d uY e

) =2 gsau %) = w0, X1 —W} (30)
0 0
W11 U0

(@ =LK, Wy — 62— ¢ IX = Unly — U0 X, O = ¢, Ljuy),
Dupd cum se observi, functia ud(¥') satisface conditiile

%$(0) = 0, lim w)(F) = %,0,X° = ul, (30%)

Yo

ceea ce dovedegte compatibilitatea conditiei initiale cu conditiile la limita.

CONCLUZII $I OBSERVATII

Metoda micilor perturbatii, mai putin studiatd in teoria stratului-
limitd, se poate aplica, in forma descrisa mai sus, dacd se cunosc dezvol-
tarile (2) —(4) prin care se introduce parametrul de perturbatie mic e.
Metoda micilor perturbatii in raport cu variabilele lui Mises, expusa aici,
prezintd, de altfel ca §i metodele clasice ale teoriei micilor perturbatii,
urmitoarele doud avantaje importante :

— liniarizeazd ecuatiile aproximatiilor succesive superioare celei

de ordinul zero,
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— permite aplicarea unor procedee de iteratie; aproximatia de

ordinul » contine numai functiile «,, u,_,,..., %, in forma (12), unde
Uy_15- - -y U §1 I, se considerda funectii cunoscute.
Ecuatia de ordinul zero coincide cu ecuatia lui Mises si se poate studia
cu teoria acestei ecuatii in ipoteza cd u,, poate fi exprimatd prin functii
- elementare, simple, in raport cu x. Functia u,o(z), ca §i toate functiile
#y;() reprezintd influenta formei corpului gi se determiné, prin formula (4),
cu ajutorul teoriei fluidului ideal. S& remarcim cd aproximatia de ordinul
zero (9) are o singularitate pe suprafata corpului (0%u,/0¥? — oo pentru
¥ — 0) si cd aceastd singularitate nu se datoregte metodei micilor per-
turbatii, cu deformare de coordonate, ci igi are originea in insigi ecuatia
initiald a lui Mises (1). In lucrarea [6] se studiazi aproximatia de ordinul
zero prin metode numerice cu aplicatii la cilindrul circular.

Aproximatia de ordinul intii, proportionali cu e, reprezentati
prin functia u,(z, V'), este datd de ecuatia (10) in care wu,, Uy, %;; S€ cON-
siderd functii cunoscute. Ecuatia (10) contine, inci, functia z,(z) si con-
stantele C, si C;, care se calculeazi relativ ugor dacd forma corpului, in
jurul caruia se migcd fluidul viscos, este cunoscutd. Aproximatia de ordinul
intii ¥, (8i ¢,) s-a determinat cu conditia ca in vecinitatea punctului
critic al migeérii, aproximatiile de ordinele zero si unu ale vitezei s# fie
asemenea intre ele, determinarea lor reducindu-se la aceeasi ecuatie dife-
rentiald ordinard. Potrivit cu § 1.2 si ecuatiile (30), (20) si (19) gisim ¢

dug V U aw?} e
= O L1l — WY dv;°>0 (e =031}

§i, prin urmare,

0 T2 0
ik ,—@’i = oo pentru ¥ = n* =0,
d»°

d,n02

ceea ce pune in evidentd singularitatea ecuatiei functiei WY{ in punctul
(X% ¥ = 0). Este putin probabil ca ecuatia (10) si depiseascd gradul
de singularitate al ecuatiei (9) in domeniul care ne intereseazs.

Studiul solutiei initiale are un dublu scop : s4 indice modul in care
se calculeazd solutia cu care pornegte o eventuali metodd numericd gi
84 indice un criteriu de determinare a perturbatiei coordonatei V.

Metoda micilor perturbatii, analizatd aici, poate fi consideratd
ca o Vvariantd a metodei lui Poincaré-Lighthill- Kuo [4] si poate fi
folositd pentru studiul unei migcdri viscoase care se abate putin de la
0 migcare viscoasd neperturbatd, neuniforma, datd prin functiile u, $i ;.
O aplicare a teoriei aproximatiei de ordinul intii o0 vom face intr-o lucrare
viitoare in care vom cerceta, prin metode numerice, migcarea unui fluid
viscos incompresibil, cu formare de strat-limitd, peste un cilindru de-
format.

Primitd la redactie la 16 februarie 1973
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