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STUDII

FORMULE NUMERICE IN VARIABILELE LUI MISES PENTRU
GROSIMILE STRATULUI-LIMITA PLAN-INCOMPRESIBIL

de DOINA BRADEANU

Universitatea Cluj

Se deduc formule numerice care indica corespondenta dintre variabilele lui Mises
(z, ¢) si coordonatele stratului-limitd incompresibil plan-paralel. Se dau, de
asemenea, formule pentru calculul grosimilor stratului-limita. Aceste formule se
aplica, folosind o integrare numericd cu ajutorul calculatorului FELIX C 256, la
stratul-limita care se formeazi pe cilindrul circular.
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coordonatele fizice ale stratului-limits,
coordonata adimensionald x/L,

o lungime de referints,

variabilele lui Mises,

functia de curent §i functia de curent adimensionals,
viteza din stratul limit3 in proiectie pe axa Ow,
viteza curentului la infinit ( = const.),

viteza adimensionald w,/u,,

viteza scurgerii exterloare,

raportul %;,/u,,,

coeficientii in dezvoltarea (3),

o cregtere micd a variabilei ¢ (pasul variabilei ¢),
viscozitatea cinematics,

densitatea fluidului,

viscozitatea dinamici,

numérul lui Reynolds L /v,

coeficienti introdugi prin formula (4),

o functie de viteza U datd de (9'),

valoarea lui ¢ pentru care g = 0,

indici, araté punctul (nodul) in care se calculeazi,
o functie (¢ §i j sint numere intregi).
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26 DOINA BRADEANU 2

" 1. TRECEREA DE LA VARIABILELE (x, ) LA (x, y)

1.1. Introducere. Domeniul migedrii fluidului viscos in stratul-
limitd se divide in trei regiuni atuneci cind se studiazéd cu ajutorul variabile-
lor lui Mises (2, () : @ regiunea din vecindtatea suprafetei corpului (0 <¢ <
< 2A¢), @ regiunea interioard a stratului-limitd (2A¢ < ¢ < ©) §i @
regiunea punctului de la infinit (¢ — o0), unde ecuatia lui Mises este
studiatd si rezolvatd numeric cu ajutorul seriilor, metodei diferentelor
finite §i extrapoldrii.

In lucrarea de fatd vom deduce formule pentru trecerea de la coor-
donatele lui Mises la coordonatele (x,y) i, de asemenea, formule pentru
calculul grosimii, grosimii de deplasare §i a grosimii pierderilor de impuls
din stratul-limitd incompresibil plan-paralel. Aceste formule se pot aplica
imediat atuneci cind se foloseste metoda diferentelor finite pentru integra-
Tea numericd a ecuafiei lui Mises.

Transformérile simbolice de coordonate

(,9) > (& 4) > (X, §) > (X, ),
efectuate cu formulele

v =%, y=y& ), b=l vLlu,,

]
£ = LX, u(,:uwvzﬁj/i,
‘primesc forma
x = LX, (1)
L v a¢
X, ) =—— 2
$hebnifl V@S U(X, {) k)

(¢ =0 pentru y = 0; Re = Lu/v).

1.2 Regiunea din vecindtatea corpului @. In domeniul din vecindtatea
suprafetei corpului udat de fluid avem urméitoarele formule [4] :

U(X, §) = 3, a,(X) 9",

22Uk _ (UL)?
Ay = 9 ag =
3a? 18a}
10(T%)"®
a, = — *%, (3)
27 a3
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Formulele (1), (2), daca folosim (3), devin

L ¢ a¢ L v dy =
X, = S = © =
y(X, ¢) V(‘Q‘! So U(X, ¢) V(Qe S Z a,(X) 2
:__'@__ . h - AL —
=7z ) (Fe r L ov)a
2L - 2 Nt -729+1 2L = o, %+1
S e Bt B e TR
unde

I = Y 40, =0, = 10,1258, 41
i=1

De aici deducem, dacd se fine seama de (3), formulele

il
oc_l —_ —
(4]
ay 2 .
oy = — == (U%)
. @ " 3o &
a3, az 5 2 \/2
o =] —_——
1 o GaZ( 10)%
32 5 i i
T g *3

Se obtine din (4) urmétoarea formuld de trecere dela ¢ la y:

_2L (V@)J ﬂ 20N 5@ 2 \/
G “[1 o (Ul (1 o ) )] (5)

V@‘l (@1); a3
(j<270<4’\<2A4’7 Yii =y (X, ¢; = jAd),
X, = X, + iAX, U=10,150% )

cu ajutorul cireia se calculeazi valoarea Y;,; & coordonatei y in gectiunea
X = X, pentru o valoare datd dalg = 0, 1, 2).

1.3 Regiunea din interiorul stratului-limitd. Pentru a reveni la
planul fizic inifial (@, y), de la planul lui Mises (z, $), vom folosi
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formulele (1), (2). Presupunind cunoscutd numeric functia U (X, ¢),
respectiv functia ¢ (X, ¢), .prin metoda diferentelor finite, vom
putea determina gi functia y(«, ¢) cu ajutorul unei integriri numerice (de
exemplu, regula lui Simpson). .
Considerind, de pilds, trei noduri pe axa variabilei ¢, cu interval
component 2A{, se poate imediat, pentru noduri pare, scrie formula

L 3 2k A

Y

Ve = S(‘}:k—Z) A

Yi2i = Yiz + 1/0)dy, j=>2. (6)

Dacad notam
v
il

Y:SO U T’

folosind seria Taylor gi formula diferentelor centrale de ordinul doi, dedu-
cem imediat formula

+ A
(" amay= 7 ¢+ a9 - vx, 6 — Ay =

v—Ad

AV (1 1 1 AYS [ 1\
= —-— e 4: — = s —— > 7
3 [( U)<¢+Ad» + ( U)<¢>+ ( U)w-mw] 90 ( U)m i

Dacéd in aceastd formuld facem ¢ = (2k — 1) A¢ i aplicim teorema
mediei (in expresia sumei erorilor) gisim urmitoarea formuld (cu trei
noduri) pe noduri cu indice par :

1 4 1

Yi,2i = Y, e 5 Eis )—
= C ( Uiar  Uisk-r Uisgi—s

| v)
— At Lq’-’_i (_L)(_ , j=2 (8)
90 )@ \ U )

(% &), =50 —neen (G

Formula de trecere delavariabila la{ variabilay, dacd se introduce functia
9(X, ¢ ) si se admite o eroare de ordinul A4, are forma

L A J
Yi,2i = Yi,2 _l_ —V‘E %kzz [(g‘-,o — i, 2"7)—1/2 +
+ (gio — Gi.2x-1)" 12 + (Gio — giob—z)~12] 9)

(422, gi; = 9(X;, §;) = (Ul — U?); ;). (9')
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Functia de retea g(X, ¢/) este calculatd numeric, prin metoda diferentelor
finite in cazul cilindrului circular, in lucrarea [4].

Pentru noduri impare, cu ajutorul formulei (7) in care se face =
= 2kA{ se deduce din (2), cu o eroare de ordinul lui AJ#, formula

Wi st ==kt == ), 1/U)dy

Fioand (2k+1)A¢(
V®e HS

@2k—1) AY

sau formula (5 > 1)
L

Ay 3 il 1 ¥
3,25 = i, e o 4 — N7d ’ 10
Sl Tl V®e 3 k§1 [( U)i,2k+1 e ( U )i.2k+ ( U )132"'—1] s

Formula (10) poate fi exprimati, analog cu (9), si in raport cu functia g; ;-

2. GROSIMILE STRATULUI-LIMITA

2.1 Grosimea 3(X). Cu relatiile precedente pentru y se pot calcula
valorile grosimii §(X) a stratului-limité.
Deoarece

}X) =y X, ¢ = {,) cu 9(X, ¢;) =0

rezultd, imediat, c# in sectiunea X = X;, grosimea 8 = 3(X;) =9, are
valoarea

Yi,2i, unde j = (cind J = par),

s
2
R T ‘ (11)

4 1(cind J = impar),

Yi,20+1y unde ]:

in care mirimile ¥z §i ¥i.2i+1 sint date de formulele (9) si (10). Valoarea

intreagd J este numirul nodului (X;, ¢,) in care functia U = Uy, sau g =
= g;.s = 0.

2.2 Qrosimea de deplasare 3*(X). Grosimea de deplasare (eliminare)
3*(X) a stratului-limitd plan-paralel incompresibil este datd de formula

5*(X) = V"s(l x. ﬂ) dy. (12)

.0 U

Aceastd formuld poate fi scrisd in forma

7 ®,8 ‘ ¢ i
3T = (X)) Z?/z,J_S iLg_dyzﬁ’/i.J—‘SLJ’di'

0 Uy 0o U

(13)
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Calcule elementare conduc, ugor, la formulele
gf:yi_J_‘p"-_JV%:'i_ AN TS (14)
(t10); Ve (Uso)s

2.3 Grosimea pierderilor de impuls 6

(X). Pentru migcarea pland in
stratul-limitd incompresibil functia 6(X)

se poate calcula astfel :
0,8 ST
0(X) :s ﬂ(l _&)dy _1 [/is ,(1 _i)(w:
0 Uy Uz U V' ug, Jo Uso
= LY Pe=is o d ga=——l'd . 15
Um Um qJ i SiA¢ Um qJ (18)

Pentru a evalua integrarea in intervalul [0
din vecinitatea suprafetei corpului,

0

»JAY] folosim solutia pentru U,
in forma (3). Avem

. 1 iAY o
Ay ~—§ Y a,(X) ¢ dg =

Um 0 n=1

iy g 2 Bibd
= jAY — — X) (JAY) 2 |~
JAY 7., [,,Z=1n 5 el litrad) ]

10

Pt 2 [ ingye o % s L }
~1A¢{1 : [3 (187 42 (jag) + & uAnp)f] (16)

unde ] =1 dacd J = impar,
= 2 dacd J = par.

S84 trecem la calculul inte

gralei in intervalul [jA¢, JAY] considerind
formula
JAY M 2k—1) AY 2kAY U
( Edq;:);(as Bay +8| E(w); p=1-"Y,
JiAY k=2 (2k—3) AY @k—2) Ay U
17)
unde
J+1 .
e=%1; E=10; M=*;-—(J=1)
dacd J = numir impar >1, :
J |
«=0; B=1; M=?(J=2)
dacd J = numir par > 2. (18)
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Aplicind formula (7), cu o alegere convenabild a variabilei ¢ §i neglijind
restul de ordinul 0(AJ*%), vom putea scrie formula

JAY Aq, M
(Mma =§4m@zkw+ﬁuM—1nmw—
Ay

k=2
M
= [BU¢.2k+(°ﬂ + 4B) Uige—1 + (4o + B) Uior—2 + mUﬁ.zk—s]}~
=2
(19)
Formula (15), dacd se jine seama de (16) i (19), primegte forma

L jAy
VRe (Uko)s

A2 iA jA)32
) [U—‘;L (ay); + % (as); + (_J_;'_), (0'3)“'] i

- “}+%W+¢MM—DM&¢—

M
At Y [@U«'.Zk + (o + 4B) Ui 2-1 + (4o + B) Ui ox—2 + OLUi.zk—s]}

3j K=z
(20)
(6, = 6(X;;J); a, B, M sijsint date de (18)).

3. APLICATIE. STRAT-LIMITA PE CILINDRUL CIRCULAR

3.1 Caleulul ordonatei y. Se programeazd calculul formulei (5) la.

calculatorul FELIX —256 in limbaj FORTRAN IV pentru cazul cilindru-
lui circular de razi R asezat intr-un curent viscos incompresibil plan-
paralel (vezi Anexa 1). Datele sint luate din lucrarea [4] (A¢ = 0,1
Uy,p = 2 sin X).

Tabela 1
|
\\ i 0 1 2 3 4 5 ¢
J
X; (rad) 0,1745 0,3494 0,5408 0,7157 0,7850 0,8411
(ay); 1,1170 1,5500 1,8572 2,0350 2,0818 2,1101
0 o 0 0 0 0 0 0 o
VRe
i R Yi.j 0,6399 0,4432 0,3632 0,3281 0,3197 0,3146 0,1
2 0,9607 0,6518 0,5293 0,4757 0,4627 0,4548 0,2

S-a intoemit tabela 1 in care sint redate valorile coeficientului a,,
luate din [4], si valorile ordonatei y(X;, §;) = ¥:.; (Re, numérul lui Rey-
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nolds, §i R, raza cilindrului, sint date). In figura 1 sint reprezentate valorile
¥i.; Pe doud curbe care reprezints, in planul auxiliar O Xy, graficele liniilor
de curent ¢ = {;(¢ =0,1; ¢ = 0,2). '

Din tabela functiei de retea 9i.; (dat in [4]) rezultd ci viteza U(X, ()
cregte in raport cu X, pentru o valoare fixats a lui ¢ (pe o linie de curent).

Prin urmare, in domeniul considerat Ay =
< X < X(I =5) avem 0U/d X > 0. Din

“ T wl)z _ formula (2) rezults, atuneci, ca

a9 = u :

a \ t\." T oy L 5"’:’0U ay
\ Bee 1t 08 — _—

FETITN g /R = Ve )y 0x 12

(b;>0) j=1,2,

& ceea ce justificd valorile descrescitoare ale
VR 7/R functiei de retea y, ; in raport cu X,(j este
dat) si apropierea liniei de curent Y=
{ o ] de suprafata cilindrului de-a lungul arcu-
0w o 0 hiX, < X< X;, unde 0U/0X >0 (con-
e Servarea debitului de fluid prin sectiunea
Fig. 1 transversals).

Observagie. Formula (2), dacé se inlo-
cuiegte limita superioard ¢ cu $;, reprezints, in coordonatele (X, v),

ecuatia liniei de curent ¢ = ¢, (const).
Sé calculdm acum coordonata Yy in regiunea din interiorul stratului-
limité folosind formulele (10) i (9). Se aratd ugor ci formulele (10) si (9)
pot fi scrise intr-o singurd formuls de recurentd de urmitoarea forms :

el ST T T

VI?E Yi.v+2 = Yi o + V;?e Yik (22)

(t=0,1,...,5; k=1,2,...,24),
unde
1
Yoz = E(ai,kw + 40 k41 + ai 1), . (23)
cu functiile
W= (gio — gix) ™2 (i =0,...,5; k=1,..., 2). (24)
Matricea (gi.x), ¢ = 0,1,.. 55k =0,1,..., 26, calculatd in lucrarea [4],

este data in tabela 2.

Calculul numeric al formulei (23) s-a efectuat cu magina- electronics
FELIX—C 256 in limbaj FORTRAN IV (vezi anexa 2). Rezultatele
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numerice sint date in tabela 3 pentru gase sectiuni de-a lungul cercului
(nu am transcris aici §i matricea intermediara (a; x), care este, de asemenea,
calculatd cu magina potrivit cu programul din anexa 2).

In concluzie, cu ajutorul tabelelor 1 gi 3 se poate stabili 0 corespon-

" dent# numerics intre variabilele ¢ §i y in diferite sectiuni transversale

ale stratului-limitd incompresibil de pe cilindrul circular (calculele pot fi
extinse, dupa acelagi program pind la o« = 90°). Calculul lui y din regiunea
de la ,,infinit”’ ne d& posibilitatea s& determindm gi grosimile stratului
limita.

3.2 Grosimile 8(X) gi 8*%(X). Pentru calculul grosimii §(X) a stra-
tului-limitd incompresibil de pe cilindrul circular se vor aplica formulele
(11), care, cu ajutorul functiilor de retea Y; ., date de (23), se pot scrie
in forma

7z A
%yi, 241 = l_RZ_ Yin1 + kgl Xommei;
j = d ; 4 (J = impar),
5
Pp—t= ] . = 25
Ve Ve g

Q ’
g Yy = 'l[_RTe“yi.Z -+ kgz Yior;

i
S0 . -
J 5 ( par)

(i=0,1,2,...,5),

unde J este numdérul definit de ecuatia g(X;, ¢;) = 0. Valorile functiei,
de retea Y sintjreprezentate in tabela 3. Valorile functiei }®2.3;/R,
calculate dupé formulele (25), sint date in tabela 4.

Pentru calculul grosimii de deplasare (eliminare) 3*(X;) = 8 vom
folosi, in mod direct, formula (14) scrisd in forma

S*

R BT 2andy !

VR /e 5, — Yo (26)

in care vom utiliza (25) §i valorile variabilei X, din tabela 1 sau 3. Valorile
functiei /@ 5¥/R sint date in tabela 4 §i sint reprezentate grafic in
figura 1 (curba (3)). Tabela 4 gi figura 1 araté ci valorile functiei }@®@e 8*/R
calculate prin aceastd metodd numericé corespund bine cu acelea calculate,
de exemplu, prin metoda relatiilor integrale (vezi, de pildd, (2) p. 225).

3—c. 3462
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34
: Tabela 2
: Matricea (gi,k)
e .
0 1 5 3 4 5
kO
0 "0,1208 | 0,4688 1,0602 1,7221 1,9984 2,2223
£ ©0,0555 0,3132 0,8134 1,4089, ‘1,6648 1,8750
2 0,0230 0,2103 0,6202 1,1607 1,3958 1,5013
3 0,0091 0,1396 " | 0,4861 0,9570 "1,1713 1,3519
w4 0,0033'. 0,0910 | 0,3737 0,7876 , -@9817 1,147‘4 
5 | 00009 | 00581 0,2854 0,6462 0,8208 0,9719 *
6 0,0002 0,0362 0,2162 0,5281 0,6842 0,8211
7 | 00000 | 0,0219 0,1622 10,4296 0,5682 0,6915
8 o | 0,0129 0,1205 0,3477 0,4700 0,5803
9 0 0,0074 10,0886 0,2798 0,3870 0,4852
“10 0 0,0041 0,0644 0,2239 =0,3171 0,4040
11 0 0,0022 0,0462 0,1781 0,2586 0,3349
. 0 0,0011 0,0328 0,1407 0,2098 0,2765
13 0 0,0006 00230 0,1104 0,1692 0,2271
14 0 0,0003 0,0159 0,0860 0,1357 0,1857
15 | 0 | 00001 0,0108 0,0666 0,1082 0,1510
16 ,,L-‘ 0,0000 0,0062 0,0485 '~ | 0,0822 0,1180
17 ___0’_ o | 00017 00307 | 0,0566 0,0854
s % 0 0 . |, 0,0008-. 0,0130 0,0311 | 0,0529
19 0 o - | 0,0008 0,0065 0,0056 0,0204
20 0 0 | 0,0004 0,0028 0,0028 0,0102
ol 0 0 0,0002 - 0,0014 0,0014 0,0056
22 0 0 0,0000 0,0005 0,00035 0,0024
23 S0 0 0 0,0001 0,00015 0,0012
g4k 0 0 0 0,0000 0,00007 0,0005
25 0 0 0 0 0,0000 0,0002
26 0 0 0 0 0. 0,0000
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Tabela 3
Valorile ¥, ;.\ (i=0.5:k =1,24)

q,;\ Xi| 01745 0,3494 0,5408 0,7157 07850 | 0,8411
0,3 0,6565 0,4048 0,3142 0,2756 0,2661 | 0,2601
0,4 0,6028 03522 | 02670 | o0,2314 0,2226 0,2170
05 0,5850 0,3270 0,2428 0,2082 0,1996 0,1941
0,6 0,5783 0,3130 0,2280 0,1935 ' | 0,1850 0,1795
0,7 0,5761 0,3046 0,2182 0,1835 0,1749 10,1694
0,8 0,5755 0,2995 0,2114 0,1762 0,1675 0,1619
0,0 0,5754 0,2964 0,2065 0,1708 0,1620 0,1563
1,0 0,5754 | 0,2946 0,2031 0,1667 0,1577 0,1519
1,1 0,5754 0,2035 10,2005 0,635  |. 0,1544 01484
1,2 2 0,2028 0,1987 0,1610 0,1517 0,1457
1,3 » 0,2925 0,1974 0,1591 0,1496 | 0,434
1,4 ” 0,2023 0,1964 0,1576 01479 | 01416

15 2 0,2022 0,1957 0,1564 0,166 ° 0,1402

16 » 0,2021 0,1952 0,1555 0,1455 dad90
1,7 ” 0,2921 0,1948 01546 | 10,1445 2 (;,i1ﬁ3.79
1,8 2 ” 0,1945 0,1538 0,1435 0,1368
1,9 ” ” 0,1943 0,1531 0,1426 | 0,1358
2,0 » » 0,1043 0,1527 0,1418 0,1349
2,1 ” » 0,1943 0,1525 0,1416 0,1345
2,2 ” » 0,1943 0,1525 0,1415 0,1343
2,3 ” » 0,1942 0,1524 0,1415 0,1342

24 ” L 0,1942 0,1524 0,1415 0,1342
24 . " . ” . .
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Tabela ¢4
i | o 1 2 3 5
I 7 16 22 24 25 26
g 0,7 1,6 2,2 2,4 2,5 2,6
T X; 0,1745 0,3494 0,5408 0,7157 0,7850 0,8411
__ %
7 i 2,4575 2,7883 2,6122 2,3293 2,2846 2,2658
ok
V@L 0,4414 0,4505 0,4755 0,5004 0,5163 0,5218
R
Primitd la redacfie la 16 februarie 1973
ANEXA 1
C FORTRAN IV
C CALCULUL VALORILOR Y CU FORMULA (5)
F(T, U, V) = 4* SIN (2* T)* SQRT (V)/(3* U* U * U)
G(U, V) = 2 * SQRT(V)/U
DIMENSION A(6), X (6), Z (6, 6)
READ (105, 20) (X (I), I = 1, 6)
READ (105, 20) (A (I), I = 1,6)
20 FORMAT (6 F 6.4)
55 FORMAT (10 X, 11, 5X, 2 F 12.4 /1)
DO 40 I = 1,6
XIN = X (I)
AIN = A (I)
DO 35 J = 1,2
RJ = Jj10.
Z (I, J) = G (AIN, RJ) *(1 + F (XIN, AIN, RJ) * (1 + 2. 5 * F (XIN, AIN. RJ)))
35 CONTINUE
40 WRITE (108, 55) I, (2(1, J), J = 1,2)
STOP
END
ANEXA 2
C FORTRAN IV
C CALCULUL VALORILOR Y CU FORMULA (23)

1

DIMENSION G(30, 10), A(30, 10), Y(30, 10)
DO 1000 — 127

READ (105, 1) (G(I, J), J = 1,6)
FORMAT (6 F 7. 5)
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10

30
20

50

CONTINUE
DO 20 K = 2,27

DO 30 I =1,6

A(K, I) = 1/SQRT (G (1,I) — G (K, I))

CONTINUE

CONTINUE

DO 40 K = 2,25

DO 50 I = 1,6

YEK+2,D=AEK+2,D+4*AK+1, )+ A (K,I)/30
CONTINUE

40 CONTINUE

WRITE (108,2)
FORMAT (1H1), 20 X, 17 H MATRICEA INITIALA/20 X, 19 (1 H *))
DO 60 K = 1,27

WRITE (108,3) (G (K, I), I = 1,6)

FORMAT (1 H 1, 10X, 100 (1H *)/11X, 1H *, 2X, 6 (E 14. 8, 2X), 1H *)

60 CONTINUE

WRITE (108,4)
FORMAT (11X, 100 (1H *))

WRITE (108,5)

FORMAT (1H1, 20X, 21 H MATRICEA INTERMEDIARA/20 X, 23 (1 H *))
DO 70 K = 2,27

WRITE (108,3) (A(K,I), I = 1 6)

70 CONTINUE

80

. T.

2. H.

N.

D.

M.

WRITE (108,4)
WRITE (108,6)

FORMAT (1H1, 20X, 15 H MATRICEA FINALA/20X, 17 (1H *))
DO 80 K = 4,27

WRITE (108,3) (Y(K,I), I = 1,6)

CONTINUE
WRITE (108,4)
STOP
END
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