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CONVERGENTA SOLUTIEI ECUATIEI CU DIFERENTE FINITE
A STRATULUI LIMITA IN FORMA LUI MISES

DOINA BRADEANU

1. Ecuatia cu diferente finite a stratului limitd laminar inecompresibil
in raport cu variabilele lui Mises. Ecuatia stratuluilimitd incompresibil
in forma lui Mises a fost studiatd cu ajutorul metodei diferentelor finite
in mai multe lucrdari [3], [5], [6].

Astfel, in lucrarea [3] se cerceteazd, prin metoda lui Fourier, stabili-
tatea metodei diferentelor finite pentru ecuatia lui Mises cu referire la mis-
carea de-a lungul unei plici plane cu scurgere exterioard variabild (u, =
=1— x). '

In lucrarea de fad, folosind teoria ecuatiilor parabolice neliniare, se
introduce o metodi elementard si relativ simpld in cadrul careia se dau
conditii de convergentd pentru metoda diferenfelor finite explicita cu patru
puncte aplicatd ecuatiei neliniare a stratului limitd incompresibil laminar
scrisd in raport cu variabilele lui Mises (x, ¢).

Studiul miscarii fluidului viscos in domeniul D al stratului limitd in-
compresibil, cu vitezd exterioard variabild, care se formeaza pe suprafefe
curbe, se poate incadra in urmitoarea problema la limitd [2], [3]

06 . = 0
% Uz, —G = (1)

G(x, 0) = U2, G(X, U,) = 0; [G(Xo ) = Go(§) funcyie dati] @)
unde
D={X, < X< X, 0<¢< o}
x=LX, J =V ¥ = uzlv, th,=uUX), U= V(X)) (3
to = a U = u /UL — G(X, §), G< Ul (4),
(4, = const., 0 < U < [V(X)1% b =YX, v = 3))
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unde s-au folosit urmitoarele notatii :

%, Y, coordonatele lui Mises ale stratului limita (x se madsoard pe genera-
toarea corpului, ¢ este funcfia de curent)

v, viscozitatea cinematica a fluidului

Yo, viteza constantd a fluidului la infinit (miscarea principald a flui-
dului)

#10(%), viteza fluidului pe frontiera exterioari a stratuluilimitd, functie de x
3(x), grosimea stratului limita

#o(x,0), proiectia vitezei fluidului din stratul limitd pe axa x
i o lungime caracteristica
Yoz, functia de curent pe frontiera exterioard a stratului limita (functie

B necunoscutd de x).
D, D, domeniu inchis si respectiv deschis in planul lui Mises (x, ¢)

Dacd derivata 0G/0X se inlocuieste cu o diferenta progresiva, iar deri-
vata 0°G/0¢? printr-o diferen{d centrald de ordinul doi §i se noteazd cu
gij = g(X;, ;) valorile aproximative ale functiei G(X; ¢;) =G,;; in no-
durile (X, ¢;), atunci problema la limita (1) — (4) se transformd in urma-
toarea problemd algebrica

AX
Bivii = &is + 0% Vi = BiglBisit — 285 + gii—1) (5)
= {X; = X, + iAX, §; = jAY}, AX = % Ay = i}_
W=ty =0, 1, 21 o T s B SISOt [~ .15 IV Jil==nimere
intregi) cu conditiile la limita si inifiale
gi,O — V[: gi.] = 0; 1: 1; 2: 3; see ey L (6)
2oy — Gy ((valorl "date 1nif{alaE=—=S) S 1IN0 0. L F (7)

care inseamna determinarea funcfiei de refea g(X, ) : se calculeazd valoarea
gi+1,; In raport cu valorile g, 1, g &i;+1 cunoscute in secfiunea pre-
cedentd 7. Desigur ca valorile g;; calculate, in acest mod, cu formula de
recurentd algebrica explicita cu patru puncte (5) trebuie sa fie foarte apro-
piate de valorile functiei G. De aceea, apare in mod firesc problema compor-
tarii si evaludrii erorii de aproximatie care se introduce prin inlocuirea
ecuatiei cu derivate parfiale neliniare (1) prin ecuatia cu diferente finite
(5). Studiul acestei erori se face sub titlul convergenfei metodei diferentelor
finite.

2. Convergenta metodei diferentelor finite. Vom nota cu G(X, {)
solufia exactd a ecuatiei cu derivate parfiale (1) si cu g(Xi ¢;) = g,
solutia exactd a ecuatiei cu diferente finite (5). Folosind dezvoltarea in serie
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Taylor se pot introduce formule imbunatifite pentru exprimarea deriva-

telor, pe refeaua D,,
2),#
0X /i \6¢2)w‘

prin diferenfe finite. Dacid se admite ca funcfia G(X, ¢) aparfine clasei
C2* care conjine functiile cu derivate parfiale continue pind la ordinul 2
in raport cu X si pind la ordinul 4 (inclusiv) in raport cu ¢ in domeniul D,
atunci, ecuatiei (1) i se poate ataga urmatoarea ecuafie cu diferente finite

explicita

X —
Gi+1,j == Gi,j + (24})2 x/Vi === Gi,j (Gi,j+1 =7 2Gi,j + Gi.jfl) +
AX)? - AXAW N5 A -
+ X (X, 4y) — VY — 6y G (X, §) 8)
GeC; X <Xi < Xy b < < i)
Se introduce eroarea de aproximatie z;; = G;; — gi;, o funcfie de retea

definitd pe un numir finit de puncte, si din sciderea ecuatiilor (8) si (5)
se deduce urmatoarea ecuafie algebrica pentru z,.i;

AX S e
Z1’+1,j = zi.j —I_ (A¢)2{\/V1 = G,:']' (Gm‘+1 = 2G,‘J + G{,]'f1) 5
el ()
— Vi — giilgier — 28 + &) + AKX $5 -0
unde termenul A contine ultimii doi termeni din (8). In aceastd ecuafie
avem

\/V{ —G,‘)j = [V, =l Z,"]‘)%’ — \/Vl ol (1 — i i + =" )

29 Ve B

FEcuatia cu diferenfe finite (9) se scrie, dacd se neglijeazd puterile
erorii z, in forma urmatoare

Ziy1j = Zij+17? \/Vi —a g

kLo | &ij+1 ~ % ¥ &y
+z,,,[1 7(2¢V, Wi )]Jr (10)

241 7\/V¢ —gij + A(X;, ¢y, el

(r=AX](AY)?)

Se observd cid suma coeficientilor lui z; .., 2, 2,;-1 este egald cu

B e 2Bpg ol ;
ke iLj+1 ij 1] 1:1+‘z}j) AX
2 \/Vi =y 0G Jij
unde F este membrul drept al ecuatiei (1), iar derivata este calculatd pen-
tru valori aproximative. In cazul ecuatiei propagirii caldurii aceastd suma
este egald cu unitatea.
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Sd vedem, in continuare, in ce conditii coeficientii ecuatiei (10) sint
nenegativi. Avem, semnul egal corespinde punctelor de pe suprafata cor-
pului (¢ = 0).

Vi—g; 20 r20
Presupunind ci coeficientul lui é,«,,- este nenegativ vom putea scrie conditia
2Vi—a; . o
AV, — 6+ 800 F 85 U= (U0 + Uliy)
(Ui = J7i =g 7 30)
daca este indeplinitd conditia suplimentard
gij+1 — 281 + &ij—1 2 0 (12)

Sd presupunem ca condifiile (11) — (12) sint indeplinite la fiecare pas al
procesului de calcul.
Sd fixdm indicele 7 (sectiunea X;), sa introducem marimea K si norma

7 <

(11)

llz;]| a vectorului z = {21, zigs, .... 2;} cu formulele
|zl =  max |z (13)
G=0,1,2...,.])

K= max {Gu(X: §), |Gu(Xi, Dl

(X %) SDp

In aceste condifii, luind valorile absolute in ecuatia (8), care are coeficientii
nenegativi pe baza realizirii la fiecare pas a conditiilor (11) — (12), avem

&ij it &
lessal < (1 — 7 BB ) - A g (1)

\ 2 JV =
Se observd, de asemenea, cd avem inegalitatile

Al < ] 5 (02K + | AX@A4 V7 =G, K| < KAXT(AY) + AX]

<JVT@SV¢<1)-

Datorita faptului cd, in baza condltulor (11)—(12), toi coeficientii din ecua-
tia (10) sint nenegativi, inseamna cd §i coeficientul lui ||z;]| in (14) este
pozitiv. De aceea, potrivit cu (12), putem majora coeficientul lui ||z]|, in
(14), la unitate.

Vom putea, deci, scrie inegalitatea (14) in forma

Nzl < llzdl +KIAX)? + (AQPAX], =0,1,2 ...  (15)
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De aici, deoarece ||zo|| = 0 (valorile inifiale nu sint date de aceastd metodd),
deducem

||zi]] = max |Gi; — gi;] < IK[(AY)PAX 4 (AX)?]

adica

llzdl < K(X: — XQ[(AY)? + AX], =12 .1 (16)

unde K este mirimea datd in formulele (13)

Concluzii si observatii. Teoria expusi mai sus conduce la rezultatele
urmatoare :

Daca,

1,. funcfia G(X, §) € C*>* si satisface ecuatia (1)—(2) in D,

2,. functia g satisface ecuatia cu diferente finite (5) si conditiile (6)—(7)
in D,,

3,. conditiile (11)—(12) sint verificate in fiecare nod (X;, ¢;) al refelei

Dy = {Xo < X; € Xy, 0 < b < Y},

4,. coeficientul derivatei Gy in ecuatia (1), este pozitiv, atunci, in
D, metoda diferentelor finite, in forma explicitd, pentru problema la limitd
(1)—(2) este convergentd : solufiile ecuatiei cu diferente (5) converg citre
solutiile ecuatiei cu derivate partiale (1), eroarea satisficind inegalitatea
(16) pentru cresterile mici AX si A¢.

Inegalitatea (16) arati ci pasul AX trebuie si fie cu mult mai mic
decit pasul Ay pentru ca eroarea de aproximafie si fie mica.

Avind in vedere conditiile 1,—4, se pot face urmétoarele observafii:

a) Conditia 4, nu este verificatd peste tot in D deoarece pe suprafata
corpului (¢ =0) avem (U3}, —G)*% = 0. -

b) Conditia 1, nu este, de asemenea, verificati in domeniul inchis D
pentru ci pe corp (U = 0) considerind U,, == const., avem

Gy = 2U,,Uly # 0 pentru § = 0 si, deci, ‘;_f - o0 pt. § >0
k,)z

Acest rezultat reprezinti singularitatea ecuatfiei lui Mises, sesizatd de
Gortler.
arph ; ol - = : . 0G
¢) Conditia (12) trebuie pusd in legdturd cu semnul denvatel(—ﬁ sau
¢
a derivatei dG/0X. In regiunea in care dG/0X < 0 condifia de convergenfa
nu mai este indeplinitd.

Din aceste observatii rezultd cd metoda diferenfelor finite nu este apli-
cabild ecuatiei lui Mises in domeniul din imediata apropiere a suprafefei
corpului in jurul ciruia se miscd fluidul. Din aceastd cauzi (prin urmare,
si din punctul de vedere al convergentei) domeniul de integrare numerica
prin metoda diferenfelor in formé explicitd a ecuatiei lui Misse se imparte
in trei regiuni: () regiunea din vecinitatea corpului, Q) regiunea interioara
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stratului limitd §i ) regiunea punctului de la infinit. La aceste regiuni tre-
buie addugatd, de fapt, si secfiunea inifiald in care solufia se presupunec
calculatd cu alte metode.
Alte observatii. In lucrarea [3] se deduce pentru stabilitatea ecuatie;
(5) conditia
r< E, = 4U7’-}‘/(10U?.j B ;‘l,j+1 = U;‘—),jll)
Dacd notdm cu E,; expresia din dreapta din (11), atunci, avem

2

2Ui,j 2 2 2
E,—E,= g ( NS o B _'2U1'.j): (Ey, Eo > 0) (17)

unde N este numitorul comun al fracfiilor E; §i E,. Avind inegalitatile
07 5 = Uy < U0 <"l
rezulta ca avem si
U?,H—I i U;'_),jfl =< 1= 20U, 25000, - f =8
Dacd admitem cd E; — E, > 0, atunci, din (17) primim inegalitatea
U5y < Uljer + Uijy < 3 sau Uy, < 1,22 (18)

care este satisfacutd de U,; < 1 si care dovedeste ca ipoteza E, > E,
este adevaratd. Acest rezultat poate fi pus In legituri cu teoremele de
echivalenfd relative la convergenta si stabilitatea ecuatiilor cu diferente
finite de tip parabolic (F. John, Lax si alfii). Se constati ca

pentru ¢ — co.

1

avem E,, E,—
204
(Intrat in redacfic la 20 martie 1973)
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CXOOHWMOCTb PEIIEHUSA YPABHEHHS C KOHEYHBIMU PA3HOCTSIMU i )
I[MIOTPAHUYHOI'O CJIOSI B ®OPME MM3ECA

(Pesnome)

Mayuyaercsi CXOAMMOCTb pEIIEHHs SBHOTO YPABHEHUsI C KOHEYHBIMH Pa3HOCTAMH Mu:
{3 TEOPHH MOTPAHUYHOrO COsT. BBIUHC/ISETCSA MOTPEIIHOCTb NPHGIHIKEHHsT H BBHBOXATCH yC/I
BHSl M 06JAacTb CXOAMMOCTH peIIeHHS.

CONVERGENCE DE LA SOLUTION DE L'EQUATION A DIFFERENCES FINIES DE
LA COUCHE LIMITE DANS LA FORME DE MISES

(Résumé)
Te travail étudie la convergence de la solution de I’équation a différences finies expli-

cite de Mises de la théorie de la couche limite. On évalue l'erreur d’approximation et 1'on
déduit les conditions et le domaine de conmvergence de la solution.



