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REZOLVAREA NUMERICA A PROBLEMEI STRATULUI LIMITA
i{N FORMA LUI MISES PRIN METODA DIFERENTELOR FINITE.
APLICATIE LA CILINDRUL CIRCULAR

DOINA BRADEANU

TEORIA PROBLEMEI

Introduceré. Pentru studiul miscirii fluidului viscos incompresibil in
domeniul inchis D al stratului limitd laminar folosim ecuafia lui Mises
si conditiile la limita: :

ou? du? d®at 7 =
—:——‘—vu——_-,x<xSx,0< =Dy 0.1
v B L0<§<w F, (O

u(x, 0) =0, u(x, §,) = (%), 0 < 2 <¥ <% (0.2)

u(xe P) =°(), 0 < ¥ <, ¥, (0.3)
D=1{x 0<% <2<% 0} <

unde : ¥ si ¢ sint variabilele lui Mises, # — viteza in directia x in puncte
din interiorul stratului limitd, #, — viteza pe frontiera exterioara, v =
= plp — viscozitatea cinematici, p — demnsitatea, pr — valoarea func-
tiei de curent { pe frontierea exterioard, u° — solufia inifiald datd in
sectiunea initiald x = x,. Domeniul D al miscarii, din planul lui Mises
(2 J) se imparte in trei subdomenii : D' — interiorul stratului limita,
D® — vecinitatea suprafetei corpului in jurul cdruia se migcd fluidul si
D® — regiunea punctului de la infinit. ‘

1. Misearea din domeniul interior ‘. Metoda diferentelor finite. in
subdomeniul sau regiunea Di problema se rezolvd numeric printr-o schema
expliciti cu diferente finite cu 4 puncte de forma [1], [4]:

givr, i = &ii + 7 Vi — giilgijrr — 28i5 + &is-1) (1)
6=01 ...I—1;7=12, ..., J—1
gio =V g7 =0, g0; =Go; (valori date) (2)
G=12 ...,I1—145=01 ..., 4]
unde (#, =const.,, 8 — grosimea stratului, D, — refeaua; L] — nits

mere intregi) : -
x =LX, b =4 PSLu_, b =¢X, y =8), uy=u,U, U} =V(x)
Sl AT g Ay AX =T K aglede DX
X+ ¢ =7A¢ - ¢ i 7 T const.
w=u U =u, U —GCX, ), GXi §) ~eX; 4)) =& ()

D,={X; §; |10< X< X;< Xy, 0< ¢ < ¢}
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Convergenta si stabilitatea acestei scheme sint studiate inlucrarile [4],
respectiv [1]. Conditiile de stabilitate si convergentd sint :
4U, .

4]
r < - 4
10 USj — Ulj1 — Ukj )

Bij+1 — 28¢5 - 8uiy 200 (3)

iar eroarea de aproximatie a solufiei ecuatfiei diferentiale este dellmltata
prin inegalitatea

lzll < A(X: — %) [AX + (A)°) e =1, 2, ..., I; 0<X,<X;) (6

Ul = e JIG(qu Yi) — &ils & = k(Gx, Gy))

2. Misearea in domeniu] D¢, Singularitatea ecuatiei lui Mises, In veci-
ndtatea suprafetei corpului (02G/d{? - 0, ¢ — O) se cauta pentru viteaz
adimensionald U(X, ¢) o serie de forma

U X — a n/2
(DF = {X, ¢|Xy < X < Xy, 0 < ¢ < 24¢))
unde coeficientii ,(X) sint funcfii necunoscute care se determina cu con-

ditii suplimentare :
— Conditia de comipatibilitate (pentru ecuatie)

! 2
(U RUY L gy 4 @)
02 Jy=0 S dax
— Conditii pe.sﬁprafai:a corpului care cer sa fie nuli coeficientii
Ay, A, ... din dezvoltarile (compatibilitate)
f a0 U
— U] — = Ny G112 |, 8
Al it i B
unde, de exemply, :
N B A L
(04) ) oy? 04'( ay a\w

Pentru a determina coeficientul a,., rezolvim ecuatia

7\i+1(a1J ey G ai+l) :O, — 11 2; 3;

T

s



REZOLVAREA PROBLEMEl STRATULUI LIMITA 71

Se observd cd in cazul de fatd avem

U2 — a2y + 240,07 + (28,05 + a2 ... ©)
aU.
o — hma—U— A=U—=
TR AV T ORI 7L _ 8043
: 3a2" % 9a%  * 27a%

In Ds, reprezentim functia G(X, ¢) in forma aproximativd

GX, §) = UNX) —atp + 2 Zgon 1 2 Ly (1

4
3 a;

Pentru rezolvarea completa a problemei va trebui si aflim $i coeficientul
a, ramas nedeterminat in aplicarea conditiilor de compatibilitate de pe
suprafata corpului. In acest scop folosim un procedeu de aproximatii suc-
cesive considerind ci solutia datd de metoda diferentelor finite reprezinta
o aproximatie (initiala) pentru functia G in D°. Se gaseste relatia

> , :
4gi1 — 8in =380 + 2 (%)-o A = 3gio — 2a2A{ (12)

si, in consecintd, formula aproximatiei de ordinul zero
2\0 :Bgi,o S Gl ar 13
(s =2 =200 4 i (19

Pentru aproximatia de ordinul intfi folosim relafia
4gin — giz — g0 — 201AY + > T (Ag/0)2, 0 <6 <1, (14
ay

care conduce la ecuatia de gradul trei
2#—zlz—¢c =0 ' (15)
[, 2g7= all 0 ="2,20981 \/A—q,: 6-%2 = 6,6683) (15%)

Pentru rezolvarea acestei ecuatfii se poate aplica metoda iterativd a lui
Newton sau un procedeu de relaxare. Cu valoarea a, astfel determinata
revenim la formula (11) care ne va da valorile functiei G si, deci, ale
vitezei U in domeniul D°.

Tensiunea de frecare locald pe suprafata corpului 7,(X) se va calcula,
aplicind legea lui Newton, cu formula

ou wug, QU2 PUY  al £
Y “-ay)}zo z'Vvaw’-aup)w 2 VE, (o)
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Pentru coeficientul ¢,, al tensiunii.de frecare locald avem formula
VR, ¢y = a? (17)

(R = oo Ll e :ﬂ) (17’
Pe
3. Regiunea punetului de la infinit D, Pentru calculul valorilor func-
tiei G(X;, {;) ~ gi;, in secfiunea X = X, in puncte unde ¢; ., = (J + 1)AY
J fiind un numdr folosit in masina de calcul (program), se pot aplica for-
mulele [3]

1 .
J Y (98i7 — 6giy—1+ giy—2), dacd giyi1 (giy11 —&iy) <O

Bug41= l (18)

: e
5 &l dacid giyi1(giy+1 — &y) >0

4. Solutie initiald, Solutia inifiald, de pornire, in procesul numeric
de rezolvare a problemei scurgerii plane peste un corp cilindric este data
de solufia automodelatd (de similitudine) din vecindtatea punctului- cri-
tic reprezentatd in variabilele (Illingworth-Stewartson)

= dex =8P 42 o _ " o — fiie )
E=up (S),Ml(x) % SN 1 i

(4 = ¢1%, ¢; = const., y = coordonata normali; p, p = const.)
Dacéd se introduee functia vitezei f(n) se obtin formulele
M:@ :Mlzf— :d—q) -\/9_611 (.11 :‘z)
dy dn dn ® vy ) Ay

de unde rezultd urmatoarea relatie intre functiile f si ¢

$ === (n)f (19)

JLclu o

Functia f(n) si primele sale doud derivate, pentru misciri plane si axial-
simetrice, sint date in tabele [2].
Se obtine imediat formula

G,j = Ut — U2 = V,-[l _(‘2‘,2 ] (20)

d'ﬂ n=mn;
(Goo = (7%, Flma =0)-=10), § =0, 1,2 ..

Cunoscind solufia inifiald Gy, ,;, schema cu diferente finite (1) poate fi
programata, in domeniul de convergentd si stabilitate, la o masind elec-
tronicd de calcul.
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STRAT LIMITA PE UN CILINDRU CIRCULAR (APLICATIE)

5. Caleulul vitezei si tensiunii de frecare. Se considerd un cilindru
circular atacat perpendicular pe generatoarele sale de un curent viscos
incompresibil care la infinit este in translafie uniformd cu viteza uo,
(fig. 1). In acest caz avem formulele (R = raza cilindrului):

L =R, X =2zxR = arad, u, :2uwsin%, U, =2sin X

X, =0,1745 - 10°; »r =0,33; Ay =0,1; AX =0,0033

Pentru ¢ = ¢, avem 0G/dX =0 iar pentru ¢ =0 avem

>0 daci X,< X < /2

o Lo ou

0x < 0 daca bl

o
;<X<TE

in consecintd, in imediata vecinitate a suprafefei corpului obtinem

0G U -G 13
5 2\/—(;4})2 (gi,j+1— 28, + &ij—1) <0 pentru? < X<7 (22)

Deci, conditiile de convergentd si stabilitate nu sint verificate in apropie-
rea cilindrului in sectiuni X > =/2. Pe de altd parte trebuie exclusd veci-
nitatea imediati a suprafetei cilindrului din cauza singularitdfii ecuatiei
lui Mises de pe cilindru. In consecintd, domeniul de stabilitate si con-
vergentd al schemei (1) pentru cilindrul circular va fi: X, < X < =/2;
2A¢ < ¢ < 0.

Calculul stratului limitd incompresibil de pe un cilindru circular se
va face dupd urmitorul algoritm : :

— Calculul mirimii V; se va face cu formula
theory are then applied TO CAICWELE LUT SpTuuf wv-aoa it

o o 0\
layer reckoning the motion of the fluid round the circular cylinder. The results, pres_ented
N - 1 i minmad in PORTRAN TV laneuace hw the electronic machine

Tabel 3
X 0,1745 0,3494 0,5408 | 0,7157 0,7850 0,8411 0,9599 | 1,0490
7 =
a, 15170 1,5500 1,8572 | 2,0350 2,0818 2,1101 2,1384 | 2,1386

0,0002. | —0,0003 | —0,0004 | 0,0003 | —0,0007 | —0,0009 | —0,0002 | 0,0005
1,2477 2,4025 3,4492 | 4,1412 4,3339 4,4525 4,5728 | 4,5736
0,7 1,6 2,2 2,4 2,5 [ 2,6 2,7 2,8
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— Valorile initiale G, ; se determind cu formula

¢ :0,1208[1 —(ﬂ'zj : (‘: o 24

g dan | I; Ji 0,2467) 24)

unde se foloseste solufia datd de Howarth pentru miscarea plani din veci-
natatea punctului critic. Valorile Gy, ; sint date in tabelul 1.

— Schema cu diferente finite (1)—(3) se programeazi in limbaj
FORTRAN IV la magina electronici de caleul FELIX—C 256 pentru

0,1745 < X < 1,0490

In tabelul 2 sint date valorile functiei de retea gi,; calculate cu magina
pentru j < J =15. Pentru j = | =15 se aplicd formulele (18).
— In vecindtatea suprafefei corpului se rezolvd ecuatii de forma

Joe= 22 — 22z — 0,70284 =0 (4 =2 sin 2X) (25)

care se deduc imediat din (15). Solutiile ecuatiilor (25) sint calculate
printr-un procedeu de relaxare si sint date in tabelul 3 (unde este indicat
si reziduul E) In tabelul 3 este datd si functia necunoscutd (e (X) care
apare ca solutie a ecuatiei g(X, ¢) =0. Avind valorile functiei de retea
gi,; se poate calcula cu formulele corespunzitoare si viteza # a fluidului
in cele trei subdomenii D°, D' si D* (pentru ¢ < 2A¢, ¢ =2A¢, ¢ —
= $w).

— Coeficientul ¢, al tensiunii locale de frecare pe suprafata corpului
se va calcula, acum, folosind formula (17). Valorile coeficientului ¢, sint
date in tabelul 8. Valorile obtinute pentru c¢., coincid cu cele date de
alte metode [2]. Functiile G, a} si {., sint reprezentate grafic in fig. 2
si 3, dupd tabelele 2 si 3.

R4

y ///
/ Y
/"

V

=
etk (19)

10 20 30 40 50 60
ANERGER LN,
Fig. 3
(Intrat in redactiela 15 noiembric 1973)
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UHUCJIEHHOE PEIIEHUE 3AHAYM [IOTPAHMYHOIO CJIOJ B ®OPME MHUCECA
IPK TIOMOII METOOA KOHEUHbIX PA3BHOCTEW. [TPUMEHEHHUE
K OUPKYJIIPHOMY HW/IMHIOPY

(Pesmome)

B paGote m3yuaercsi IBHIKEeHHe BSI3KOH HECXKHMaeMOH JKHIKOCTH B TOrPAHHYHOM CJIoe
IpH TIOMOUIM YHCJIEHHOrO MHTETPHPOBAHUSI ypaBHeHHss Muceca. ABTop cuHTaeT, uTo 06/1acTh
IBHUJKEHHs, B IUIOCKOCTH Muceca (¥, ¢), JenuTcss Ha TPH 00/JacTH, B KOTOPBIX MpPHMe-
HsIeTCSl MeTOJl KOHeYHbIX Pa3HOCTell, HHTerDHPOBaHHMEe MOCPEeACTBOM PSIOB H SKCTPanossilHs.
Pe3ynbTaThl 3TOH TeOPHM TPHMEHSIOTCS 3aTeM K BBIYHCJEHHIO CKOPOCTH, HAMPSIXKEHHSA K
TO/MMHE TOTPAHHUHOTO CJI0S JJisi OOTeKAHHs] LHPKYJSPHOrO LMJAHHAPA. DBhlUMCIEHHS,
NpHBefieHHEle B Ta6JuLax, GblIM NPOrPaMMHPOBaHbl B si3bike FORTRAN IV Ha 3/eKTPOHHOM
BBIYHCANTENbHOH MammuHe FELIX—C 256.

NUMERICAL SOLVING OF THE BOUNDARY LAYER PROBLEM OF MISES FORM
BY THE FINITE-DIFFERENCES METHOD. APPLICATION TO THE CIRCULAR
CYLINDER

(Summary)

In the paper the movement of the viscous incompressible liquid in the boundary
layer by means of numerical integration of Mises equation is studied. We consider that
the motion field in Mises’s plan (#, ¢) is divided into three subdomains in which the finite
differences method, the series integration, and extrapolation are applied. The results of this
theory are then applied to calculate the speed, skinfriction, and thickness of the boundary
layer reckoning the motion of the fluid round the circular cylinder. The results, presented
in tables, have been programmed in FORTRAN IV language by the electronic machine
FELIX —C 256.



