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DESPRE ALURA UNOR SIRURI CARE TIND CATRE
NUMARUL ,,¢”
DE
TIBERIU POPOVICIU

In. aceastd lucrare se studiazi alura sirului de numere (3) pentru diferitele valori reale
ale lui p. Acest sir arc alura (m) studiatd de moi in alte lucriiri anterioare [3], [5].
Se studiazi in §§ 2, 3 extremele functiilor (m) date de definifiile 1 si 2. fn § 4 se stu-
diaz& siruvile (m), {inite si infinite, iar in § 5 se dau demonstra til ,,clementare’’ pentru

1 1
cazurile p = 5 si p = . In addendi sint date si alte demonstratii analoage.
3

§ 1.

1. Importantul numir ,,¢” din analiza matematici se poate defini
ca limita girului de numere (a,),~;, unde

1 7
(1) anz(l —!——), n=1,2, ..
n
sau a girului (b,)e.,, unde
1 w41
(2) b.,,=(1—|——) ,m=1,2, ...
) n

~ Sirul (1) este crescitor, iar girul (2) este descrescitor, proprietiti
bine cunoscute gi asupra cirora vom mai reveni.
In cunoscuta carte de probleme a lui G. POLYA §i G. SZEGO (1]
se enunté si se demonstreazd ¢i sirul (¢,)r-1, unde

w420
(3) cn=(1+i) L n=1,2, ...
n

este descresciitor dacdi §i numai daei pumérul dat p este = (veri

Lo | =

. S R
B. 1, K. 1, problema 168). Se mai arat# acolo ¢ pentru p < 5 girul (3)

gste cresedtor de la un rang incolo §i ¢d acest lueru are loe sigur incepind
ela n =1 pentru p < 0.

G SZEnGag.est § vom completa putin rezultatele lui G. POLYA si

8T, ¢ o
LRC. MAT., TOM. 27, NR, 1, P. 87—110, BUCURESTI, 1975
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2. Monotonia girului (3) se poate studia ugor examinind alura fune-
- 1\**+? . N AT N .
tiel (1 + ’) de variabila reald si pozitivi n. Deoarece aceastd functie
"

este pozitivi, alura ei de monotonie rezultd imediat din a logaritmului ei.
S% congiderdm deci functia de n

v

(4) yp=<n+p>ln(1 +—i)

care este continud si indefinit derivabild pe toatd axa reald pozitivi.
Am pus in eviden{d, ca indice, §i parametrul p.
Derivind de doud ori in raport cu n, deducem

nt+p
n(n 4+ 1),

(5) yp=tn (14 )=

(6) y! = _(_21"__1_)’”"‘—_? ;
? n(n + 1)

S4 observim cd avem

(7) lim g}, = 0.

n- -+ 0

Daca acum p = i, derivata a doua (6) este pozitivi, deci derivata
2

intii (5) este crescitoare gi din (7) rezultd ci ea este negativd. Rezultd
i functia y, este descresciitoare, de unde rezultatul mai sus citat al lui
G. POLYA § G. SZEGO.

Daci p < 0, ¥, este o functie negativi, deci derivata intii y, este
deseresedtoare gi din (7) rezultd cd ea este pozitivd. Rezultd cd functia y,
este crescitoare, de unde celdlalt rezultat citat al lui G. POLYA i
G. SZEGO.

v A < o a 1
3. Rimine si examinim cazul ¢ind 0 <p <-—-

=

Functia y, are o singurd radicind, £, = = este pozitivd

: — ap

pentru n < &, §i negativd pentru n > £,. Din (7) rezultéd cd Yp(Ep) > 0.

Pe de alti parte, din y, =In 1.2 4+ In (1 + n)+ p—1 rezultd ci
n n n4+1

lim y, = — oo. Se deduce ci derivata ¥, ave o singurd radicind Ny < Eps
2-+0

este negativid pentru n << 7, §i este pozitivd pentru » > n,.
Din (5) rezultd cé dacd p < ¢, avem yh(n) > yg(n). Se deduce

cih 7, cregte cu p gi tinde cétre + oo cind numérul pozitiv p tinde catre re
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n+4-P

) ! ! . 1
Functia (6) i deci functia (1 + — sint, prin urmare, descrescé-
n
toare pe intervalul ]0, =, ] gi crescitoare pe intervalul [v,, + .
4. Tntr-o Iucrare recentd [4] m-am folosit de faptul ed girul (3)

v 1
este crescitor pentru p = R Acest lucru este o consecintd imediatd a

1 gils, 2 .
faptului cd (1) =In 2 AT > 0, deci nm; < 1. Dealtfel este ugor de
3 3

detervminat maximul lui p pentru care girul (3) este crescidtor. Acesta este
numirul p pentru care y,(1) = 0. Acest numir este egal cu 2In2 — 1 =

1
— 0,38629...>
3.
§ 2.

n
se poate descompune in doud submultimi consecutive *) 10, m,[, [7,, +
+ 09[, pe fiecare functia fiind monotond si de monotonie opusd pe cele
doust submultimi. Aceste functii le-am studiat sub denumirea de functii (m)

5. Multimea de definitia a functiei (4) gi deei a,func@iei(l |- l)"m7

" in unele din lucririle mele anterioare [2], [3], [5]. De aceastd proprietate

de alurd se bucurs diferite functii importante cum ar fi functiile convexe,
neconcave, Neconvexe sau concave **). Printre funectiile (m) distingem
functiile (m*) care sint necrescitoare gi funetiile (m™~)care sint nedescres-
citoare pe prima dintre submulimile consecutive considerate.

o descompunere (E,|B,) a multimii & de pe axa reald (sau de pe
imxa,lreala completd) in doud submultimi consecutive ***) este o impértire
in clase B,, B, a lui K astfel ca s& avem V z € H,,y € K, = # <y. Pentru

. s m.u
a simplifica expunerea se poate admite si o descompunere (F, |F,) in care
una din mulfimile ¥, H, se reduce la mulfimea vidd. Atunci cealaltd.
coineide cu K si insfigi descompunerea se reduce la H.

Pentru definiia funecfiilor (m*) §i a functiilor (m™) se convine, e
de obicei, ca orice functie definitd pe o mulfime avind cel mult doud.
puncte (deci pe o mulfime avind numai 1 sau 2 puncte) s& fie sau eresca-
toare sau descrescétoare.

Definitiile sint atunci urmétoarele :

" DEFINITIA 1. Funcfia f: B —R****) se zice cd este o funclic (m*)
: gﬂ&Ese ptoa,te descompune mulﬁmea B in douwd submulfimi consecutive
Ner \Hy) as _erl ca functia sd fie necrescdtoare pe B, (dacd E, nu este vidd) s¢
caescrescatoare pe H, (dacd H, nu este vidi). '
bhois %IZFINI’I,?IA 2. Fum},tia f: B >R se zice cd este o functie (m™) dacd se
m___si'@pune multimea B in douwd submulfimi consecutive (K |H,)

-, s
*2)vf:;‘:;:lclliﬂiulw}i.l:uma de descompunerc in doud submultimi consecutive.
*+%) Sa mai ?u’” de. ordinul 1. [5]. .
w04 1 celgocale numi si o tdte{um in mul{imea E.
sidera numa Iunc' 5 t_l_- urmeazi, numai dacé nu se specifiFﬁ in mod expres contrarul, vom con-
{ii finite, definite pe o multime a axei reale (nu a axei reale complete).
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astfel ca functia sd fie nedescrescitoare pe B, (dacd B, nu este vidd) gi ne-
erescitoare pe By (dacd B, nu este vidd).

Este ugor de vizut ci dacd functia f este o funetie (m™*), respectiv
o functie (m~), atunei funcfia — f este o functie (m~) respectiv o functie
(m*) si vieeversa. In general va fi deci destul si studiem functiile (m™).
Proprietifile functiilor (m~) se deduc trecind la funciia opusi.

6. THOREMA 1. Pentru ca funcpia f: 7 — R, definild pe muljimea E
a axes veale, avind cel pugin 3 puncte, sd fie o functie (m*) este necesar $i
suficient ca inegalitatea

(8) flwy) < max (fa,), f(2s))

s fie verificald pentru orice Ty, Tgy Ty € B, unde 2, < @y < Z3.

Aceastd teorems am dat-o intr-o lucrare anterioard [2]. Am revenit
asupra ei cu mai multd precizie intr-o lucrare ulterioard [3]. Mai jos
vom reveni asupra demonstratiei ei.

Putem enunta si

TEOREMA 2. Pentru ca funchia f: B — R, definitd pe mulfimea F
a axei reale, avind cel pufin 3 puncte, sd fie o functie (m™) este necesar §t
suficient ca imegalitatea

(9) f(ay) z min (f(@y), f(@s))

s fie verificatd pentru ovice &y, Ty, ¥y € E, unde o, <z, < ¥

Pe baza celor spuse mai sus, se poate considera teorema 2 ea o
consecintd a teoremei 1. Hste deci destul si demonstrim teorema 1.

Putem distinge, in cazul cind K are cel putin 3 puncte, si functii
strict (m*), atunci c¢ind in (8) semnul < este totdeauna valabil gi funetii
strict (m~) eind in (9) semnul > este totdeauna valabil.

Pe baza celor spuse pind acum, orice functie monotond este, in
acelagi timp, o functie (m*) §i o funcgie (m~). O funefpie strict monotiond
este striet (m*) si strict (m ™). Hste util 88 dém si alte exemple.

Baemplul 1. Orice funcfie neconcavi este o functie (m™). O functie
convexi este striet (m*). Insi exemplul funefiei (polinomului) @ ne arati
cii o functie neconcavii poate si fie strict (m") fard ca ea si fie convexi.
De proprietiti analoage se buecurd funectiile pozitive pentrn care o putere
(datd) pozitivd a ei este neconcavid sau convexd,

Haemplul 2. Orice funcfie pozitivi al cirei logaritm (natural)
sste neconeav, respeetiv convex, este o functie (m*), respectiv o functie
strict, (m*).

Bremplul 3. Mai general, daci funcia g este cresedtoare, iar functia f
oste o functie (m*), respectiv strict (m™), atunei functia compusd go f
(pe multimea, cu cel pufin 3 puncte, pe care ea este definitd) este de ase-
menea o functie (m*), respectiv o funefie strict (m™*).

Hremplul 4. O functie derivabild definitd pe un interval gi a cdrel
derivati are o singurd rédicind este o functie (m') sau o funetie (m™).

1\*+? LA )
Asttel, functia (1 4 ~) , studiatd in § precedent, este o functie
n

strict (m™).
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7. 8i trecem acum la demonstrarea teoremei 1.

Conditia este necesard. Fie (B |Hy) o descompunere a lui & in doud
gubmultimi consecutive, pe B, functia fiind necrescittoare, iar pe H,
nedescrescitoare, Fie acum @y, @y, @5 € B, unde @ < @, < @ Dacd
@y, ¥y € By, avem flay) = f(#y) §i inega]j‘tzuteaj (8) este T-‘:B]‘iii(}&tﬁa.. _Da{'.é.
Py, X € Hyy aven {(wy) < fla;) si inegalitatea (8) este ined verificati.
Cu aceasta toate posibilititile sint epuizate §i necesitatea conditiei este
demonstrati. .

Conditia este suficientd. Fie & un punct de infim al functiei. §tim
oh existd cel putin un astfel de punct, care poate gt fie finit sau infinit [67.
Pxistd atunei un siv (£,)7-, al lui # care tinde citre & si astfel ea f(Z,) —
—>inff*). Si punem H| = ] — o0, i NEE =1% + oln & Mul-
timile Hi, B; pot s fie si vide. Dact £ = — oo, mulfimea F; este sigur
vidi, iar dacd & = 4 oo mulfimea B, este sigur vida.

Vom demonstra acum c¢i funclia este necrescitoare pe I} §i nedes-
crescitoare pe Hi. Si demonstrdm, de exemplu, ci pe i (avind cel putin
9 puncte) funefia este necrescitoare. Pentru aceasta fie x, v, € Hy, unde
@, < @, §1 83 presupunem cii, contrar a ceea ce trebuie demonstrat, am
avea f(z,) > f(#,). Atunei f(z,) > int { i rezulté din definitia punctelor &,,
of existh un indice n astfel ca @, < &, §i f(&:) < fla,). Avem atunet
flw,) > max (f(@,), f(E.)) care contrazice inegalitatea (8). Rezultd deci ed
avem f(w,) < f(»,). Cu aceasta proprietatea este demonstratd. La fel se
aratd ci pe I functia este nedescrescitoare.

In ce priveste descompunerea (B,| B,) corespunzitoare a Tui E,
dach ¢ B, putem lua B, = B, E, = B, iar dacd £ € H, este suficient
s mai adidugim acest punct la Ej san Hi.

S4 refinem urmitoarea

ConsEcINTA 1. Condifia necesard §1 suficientd ca mulfimes de
definitie B (avind cel pufin 3 puncte) @ functier f: B — R sd se descom-
pund in dowd submulfimi consecutive (H, |Hy), pe fiecare functia fisnd mono-
tond si de monotonie opusd pe cele doud submultimi, este ca funcfia saw

opusul ei —f sd werifice inegalitatea (3) pentru orice sistem de trei puncie

@y, Ly By € By unde @; < @y < @3,

§ 3.

8. BExtremele (infimele, minimele, supremele si maximele) unei
functii (m*) se buecurd de proprietdti analoage eu extremele functiilor
monotone si ale tuncgiilor neconcave.

Vom avea nevoie de urmatoarea

_Lema 1. Condifia mecesard i suficientd ca o submulfime B, a
Q.//neq, mul}t@m/[: E @ amei ?'galg completg *') Sd f@g 0 'i’n/te'rsec’t?:e {14 lu’f’ E cu uUn
interval, este ca impreund cu doud puncie a, b € By, unde a < b, orice punct
al lui [a,b] N B si aparting lui B,.

Conditia este evident mecesard.

*) inf { este infimul funciiei [ pe E.
**) Axa reald completd R# este egalii cu R U {— o, + <o}
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Condilia este suficientd. Dacd B, este format dintr-un singur punct ,,
proprietatea este banald cici B, = [@g @,] N K. S& presupunem acum
ci B, are cel pufin doud puncte gi eii conditia din enunt este indeplinitd.
Fie atunci o« = inf #,, p = sup B, extremititile lui F,. Avem — o =
<u <P+ oo gidn definitia numerelor «, § rezulta cd

(10) I s [, 1N B
Vom demonstra cé avem si
(11)  Je BN E S B,

Dacs membrul intii nu are nici un punet, relatia este evidentd. Daci
2, € o, B[N E, avem o < & < B si din definitia extremitédfilor a, @
rezultd cit existi punctele a, b € F; astiel ca « = a < & < b £ B. Pe baza
ipotezei din lems, avem atunci gi @, € B,. Cu aceasta relatia (11) este de-
monstratd. Din (10) §i (11) rezultd of F,; coincide cu intersectia lui ¥
eu unul din intervalele avind ca extremititi pe o« si (.

Cu aceasta lema 1 este demonstrati.

Bste clar ¢ F,, intersectie a lui £ cu un interval, poate si fie, in
acelagi timp, egald §i cu intersectia lui Z cu un interval avind extremi-
tatile diferite de numerele o si B care intervin in demonstratia de mai

sus a lemei.

9. Vom demonstra acum urmitoarea

TrorEMA 3. Mulfimea punctelor de infim ale fumcfiei (m*Yf: B —>R
este intersectia inchiderii complete B¥* a lui B cw un interval.

Notim cu E# inchiderea completd a multimii B, adicd reunirea lui &
cu multimea punctelor sale de acumulare finite gt infinste. ‘

Un punct de infim z, € E¥ al functiei f este orice punct pentru care

VY inf f = inff, unde V(a,) este o vecinitate a Tui z, [6].
Vizg) Vi{xg) K

Multimea punctelor de infim nu este niciodatd vidd. Rezultd cd
dacd functia are un singur punct de infim teorema e demonstratd (ciel
un punect singur formeazd un interval).

in ecazul contrar, fie @, b, unde a < b, doud punocte de infim ale
functiei f. Pe baza lemei este suficient s4 demonstrim ci orice punct al
lui Ja, B[ E# (dacd existd un astiel de punct) este un punct de infim
al functiei f.

Distingem acum doud cazuri.

Cazul 1. inf f = — co. Vom arita ci in acest caz intervalul la, b[
nu, contine nici un punet al lui #. S& presupunem contrarul, deci ¢i am
avea ¥, € la, o[ N K. Atunci in orice vecinitate & lui @ gi in orice veeini-
tate a Iui b putem gisi (cel pufin) un punct pe care valoarea functiei s&
fie < f(wy) — 1. Fie deci @y, w; € K, astfel ca &; < @y < @, si flo,) <
< flwy) — 1, f(@g) < flwg) — 1. Din teorema 1 rezultd (o) < max (f(2,),
flwy)) < flme) — 1, deei f(@g) < f(a,) — 1, ceea ce este imposibil. COu
aceasta proprietatea este demonstratd.
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Din cele spuse rezultd ci functia f nu are nici un punct de infim
4n intervalul deschis Ja, b §i cu aceasta, pe baza lemei 1, teorema 3 este
demonstratd in acest caz.

Din analiza de mai sus rezultid ci dacd f este o functie (m*) i nu
este méirginitd inferior, ea are cel mult doud puncte de infim.

Bremplul 5. TFunctia (m*)f(w) = chy @ pentru we]— oo, O,
@

gi functia f(2) = ¢ —a — pentru @ €], - oof, au un singur punct
x—a

de infim (0 respectiv a), iar functia (m™)

% — ¢ pentru x € ]— 00, 0,

f@) =

T—a— pentru « € Ja, - oof,

xr — a

unde ¢ > 0, are doud puncte de infim (pe 0 §i pe a).
Tunctiile considerate sint, respectiv, definite pe multimile ]— oo, O,

]a7+ OO[ $i ]—O0,0[U](Z,—}— OO[

a att

Fig. 1

Cazul 2. inff > — oo, deci inf f este un numir finit. Cu alte cuvinte
funetia f este mirginitd inferior.

Iqainj;g de a merge mai departe vom demonstra o proprietate care
ne va fi utili mai departe. Aceastd proprietate se exprimé prin

LeMA 2. Dacd a, b, unde a < b, sint doud puncte de infim ale
Junctiei f (care este o functie (m*)), atunci orice punct @€ la, b[ N E
(dacd existd un astfel de punct) este punct de minim al funcfiei f.
ks Un punct de minim «, este un punct pe care funetia igi atinge infimul,

eci fi (fo) = inf f. Un punct de minim este totdeauna un punct de infim.
S4 trecem la demonstrarea lemei 2.
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Din definitia infimului rezultd cd
(12) inf f £ f(x,).

Existd doudi puncte x;, ¥, € E astfel ca &y < 'aé('] < &, §i f(acl)d<t
< inff + ¢ f(wy) <inff + ¢, cfiind un numar pozitiv oarecare, dab
dinainte. Din teozrema 1 rezultd atunei f(z,) < max (f(@y), f(#,)) < inff+ e,
deci

(13) | flay) < inff + =.

Deoarece ¢ este oarecare, din (12) si (13) se deduce ¢d f(z,) = inf f.
Toemai ceea ce trebuia demonstrat. )
S% revenim la demonstrarea teoremei 3 in cazul 2. Observam c#
orice punct @, € ] a, b[N E# (dac# existd un astlfelv de punct) este un
punct de infim. intr-adeviir, existd atunci o vecindtate Y(wo) a lui @,
care apartine lui Ja, b[ si toate punctele Ja, b[ N E (existd atunei astfel

de puncte) sint puncte de minim. Se deduce ci inf f = inf f gi, prin urmare,
V(wg)

@, este un punct de infim.

10. Leniele 1 si 2 permit s# enuntdm urmitoarea

TrROREMA 4. Mulfimea punctelor de minim ale functies (m"Yf: BE—-R
este sau vidd sau este intersectia multimii E cu un interval. _

Este inutil s& reproducem demonstratia care se deduce imitind
demonstratia teoremei 3.

Multimea punctelor de minim poate si se reducd efectiv laiun interval
si aceasta nu numai in cazul banal cind functia este o constanta.

Exemplul 6. Functia (m)
1 pentru « € [0, 1],
f(@) = {0 pentru « € 11, 2],
1-pentru « € 12, 3],

] ) :0 l
| ' | {
| ! l |
i % 1 ! |
o] 1 2 3

| Fig, 2

definitd pe intervalul [0, 3] are toate punctele in‘qerYalului s.emiinchis
11, 2] ca puncte de minim. Mulfimea punctelor de infim este intervalul

inchis [1, 2].
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S4 se noteze cd punctele de suprem §i punctele de maxim ale func-
tiilor (m~) se bucurd de proprietiti analoage. Cititorul poate enunta si
demonstra teoreme analoage cu teoremele 3 §i 4.

11. Putem examina §i punctele de suprem §i punctele de maxim
ale unei functii (m*). Proprietitile lor le vom deduce din acelea cores-
punzitoare funetiilor monotone. Un punet w, € F al functiei f: F - R
este un punct de maxim dacéd este un punct de suprem atins, deeci daci
Jl@y) = sup f.

Este util si introducem notiunile de segment initial gi de segment
final al unei multimi al axei reale complete.

Un segment inifial, respectiv un segment final al multimii B < R¥,
este o submultime nevidd F, a lui F astfel ca, sau B, = E, sau E, C E,

, si orice punct al lui H, este la stinga, respectiv la dreapta oricdrui punet
al lui B\ #,. Dacé (I ¥,) este o descompunere a lui E in doud submultimi
consecutive, atunci ¥, (presupus nevid) este un segment initial, iar H,
(presupus nevid) este un segment final al Iui E. Dealtfel orice segment
inifial §i orice segment final al Iui ¥ este de aceastd formé.

Un segment initial H,, respectiv un segment final 7, al lui F este
caracterizat de proprietatea ci

s ca
o

e,V zell=unckh,

20y

respectiv

"\ 2, € By V2el =uzel,

&>y

,:"‘,’\- A————— e

Orice submul{ime a lui ¥ de forma [—oo, B]NE sau [— 0,B[NE
| (8 finit sau infinit) este un segment initial §i reciproe, orice seg-
ment initial este de una din aceste forme. O proprietate analoagd are loc
pentru segmentele finale si intervalele de forma [«, + o] sau J«, + o0]
(o finit sau infinit). Cititorul singur poate demonstra aceste proprietiti.

12. Avem urméitoarea '

TrorREMA b. Dacd functie f: E — R este nedesorescdioare (necres-
odtoare), atunci mulfimea punctelor sale de infim respectiv mulfimea punc-
telor sale de suprem, este un segment inifial (final), respectiv un segment
Jinal (initial) al inchiderii complete E™ a lui E.

g Pentru fixarea ideilor si presupunem e functia este nedescres-
citoare.

Observé,m_intii cd punctul inf B (extremitatea stingd a Iui E) este
un punct de infim al functiei.
Distingem acum dou# cazuri.

i Cazul 1. inf f = — o0. Atunci @ = inf # este punct de infim.

om demonstra c¢d nu avem in acest caz nici un alt punct de infim. Si

{’Kﬁﬁﬂpupem contrarul gi fie b un al doilea punct de infim situat la dreapta

mm_ea'lf}l‘;“_’f y € B in vecindtatea lui o §i la stinga lui b. Existd atunei un

cfmt' nir-o vecindtate a Iui b astfel ca @, < @, §i f(@,) < f(,). Aceasta
Tazice faptul c# funectia f este nedescrescitoare.
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Cu aceasta proprietatea este demonstrata.

Dacd deci functia nedescrescitoare f nu este mirginitd inferior,
ea are un singur punct de infim gi acesta coincide cu punctul inf K.

Teorema b este demonstratd in acest caz.

Cazul 2. inf f > — oo. TFunctia este atunci mirginitd inferior.

Vom demonstra intii, in acest caz, o lem#& analoagd cu lema 2.

LeMA 3. Dacd a este un punct de infim al functiei f (nedescresci-
toare), atunci orice punct z, ol lui F situat la stinga lui o (dacd existd un
astfel de punct) este punct de minim al funciies f.

Demonstrarea este aseméindtoare cu aceea a lemei 2. Avem inegali-
tatea (12) si existd, pentru orice ¢ >0, un punct z, astfel ca », < &,
§i f(z,) < inff -+ . Din monotonia functiei rezultd atunci inegalitatea (13).

n fine, ca la lema 2, rezultd f(z,) = inf f.

Teorema 5 rezultd acum pentrn functiile nedescrescitoare.

In mod analog demonstrdm proprietatea referitoare la supremele
funetiilor nedescresefitoare. Dacd funetia nu este marginita superior,
punctul sup F este singurul punct de suprem, iar in cazul nostru putem
folosi o lemé analoagd eu lema 3.

in fine, in mod analog se face demonstratia teoremei §i in cazul
functiilor necrescitoare. Dealtfel este destul sé trecem de la funcpia f la
functia opusd —f pentru a obtine proprietitile analoage cu cele stabilite
in cazul functiilor nedescrescitoare. Va fi suficient si intervertim infimele
cu supremele §i minimele cu maximele. Cititorul singur poate sé resta-
bileased aceste demonstratii.

De asenmenea nu este necesar sé dém demonstrarea urmétoarei

TrOREMA 6. Dacd functia f: E —R este nedescrescdtoare (necres-
cditoare), atunci mulfimea punctelor sale de minim respectiv muliimes punc-
telor sale de maxim, este sau vidd sau este un segment inifial ( final), respectiv
un segment final (inigial) al multimiic K.

13. 8% determin#m multimea supremelor gi muljimea maximelor
unei funetii (m™*).

Va fi util 8§ punem in evidentéd intii dou® proprietdti ale segmen-
telor inifiale si segmentelor finale. Aceste proprietdti sint enuntate prin
lemele 4 gi 5 de mai jos.

LEMA 4. Un segment inifial al wnui segment inifial este un segment
wnigial al lus E.

O proprietate analoagd are loc pentru segmentele finale.

Demonstrarea nu prezintd nici o dificultate. S& demonstrdm prima
parte a lemei (cea referitoare la segmentele inifiale).

Fie E, un segment initial al Iui # §i B, ; un segment inifial al Iui H,.
Va trebui si aréitim ci E,, este un segment initial al lui #. Si punem
By = BN\ B, By, = B\ J,,. Daci B, = F nu este nimic de demonstrat.
in cazul contrar, B, nu este vid. Daci atunci B, , = F,, este clar ¢& H,,
estie un segment inifial al lui #. In cazul contrar ¥, , nu este vid, S& punem
atuneci By = #;, U B, = EN\J,,,. Se verifici ugor ci orice punct al luai
B, , este la stinga oricdrui punet al lui H;. Cu alte cuvinte (K, .| H;) este
o descompunere a lui # in doud submulfimi consecutive. H,, este deci
un segment inifial al lui B. Cu aceasta partea intii a lemei 4 este de-
monstrati.
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in mod analog se demonstreazid gi partea a doua a lemel.
LeMA 5. Dacd E, este un segment initial al multimii E, atunci

inchiderea completd EY a Wi B, este un segment initial al nchiderii com-

plete B a lui E.

O proprietate analoagd are loc pentru segmentele finale.

S& notim cu B (— <P = 4 o) supremul Iui &, si fie ac EF.
Vom arita c¢d orice punct al lui E¥ situat la stinga lui @ apartine lui B,
Observim intli cd ¢ < B*) §i fie o, € EY astfel ca Ty < @. Orice punct
x, € B situat intr-o suficient de restrinsd vecinitate a lui x, este la stinga
I @. De asemenea, orice punct z, € F, verificd inegalitatea p < z, ™)
si deci este la dreapta lui z;,. Rezultd de aici c¢d =, € EF, toemai ceea ce
trebuia demonstrat.

In mod analog se demonstreazi proprietatea referitoare la seg-
mentele finale.

14. S84 revenim acum la studiul supremelor gi maximelor func-
tiilor (m*).

Avem urmitoarea

TEOREMA 7. Multimea supremelor unei functic (m*) f:  —R este:

1. saw un segment snitial al lui E¥,

2. sau un segment final al lui E¥,

3. sau reunirea unui segment inigial i a wnui segment final al lui B,
_ Dacii functia este monotond proprietatea rezulté din teorema 5.
In cazul contrar, fie (E,|H,) o descompunere a lui # in doud submultimi
consecutive, unde #,, E, nu sint vide pe prima functia fiind necresci-
toare, iar pe a doua nedescrescitoare. Atunci din £ = ¥, U H, (si F;, N
N H, = M) rezultd si sup F = max (sup £, sup F,) si proprietatea se
deduce aplicind lemele 4 gi 5. Se vede cd sintem in cazurile 1, 2 respectiv 3
ale teoremei 7 dupid cum sup E,>, < respectiv = sup #,.

La fel se demonstreazi

TEOREMA 8. Multimea mawzimelor unei functit (m*)f: H —R este
sSau vidd sau nevidd $i: _

1. sau un segment inifial al lui B,

2. sau un segment final al lui B,

3. sau reunirea unwi segment inifial si a unui segment final al lui B.

Cititorul singur poate da exemple care si ilustreze fiecare caz posibil.
In eazul exemplului 6, [0,1] U [2,3] este mulfimea supremelor gi
[0, 11U [2, 3] este multimea maximelor functiei.

Infimele i minimele funcgiilor (™) se bucurd de proprietiti ana-
loage. Se pot ugor enunfa analoagele teoremelor 7 gi 8.
_ Lemele 4 §i 5 se pot extinde la intersectiile unei multimi cu un
Interval. Recomanddm cititorului s& studieze aceste extinderi pe care
dealtfel, nu le vom folosi in aceasts lucrare. ’ ,

in cazul cind functia este stri i - i
] ! 3 strict (m*) sau strict (m~) se pot obtine
Ezméltage ceva mal precise. O astfel de functie nu poate avea mai Hiiult
oua puncte de minim §i mai mult de doud puncte de maxim. Pentru

*) Accast

i inegalilate se bazeazi ropri = A B
) Accast 8 zeaza pe proprictalca A & B= AH c B¥,

i inegalitate se bazeazi pe inegalitatea sup E, < inf E,.

T — c. 1749
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o asemenea functie se poate preciza §i numirul descompunerilor (H,|E,)
in submultimi consecutive de monotonie opusé. Bste inutil s insistdm
asupra acestui lueru. In § urmétor vom reveni in eazul girurilor.

15. Se pot defini gi funetii (m), funcfii (m*) gl funefii (m~) nu neapirat
finite si ehiar pe mulfimi ale axei reale complete. Proprietétile enumsirate
pind-acum rimin in linii generale adevarate. Doar mici diferenfe se pot
semnala. Astfel, de exemplu, o functie (m*), chiar dac# nu este marginitd,
poate avea mai mult de un punct, §i chiar o infinitate de puncte, de infim
si de suprem.

Exemplul 7. Funcia

+ oo pentru € [0,1[ U 12, 3],
fle) = 1 pentru 2 € {1, 2},
— oo pentru € ]1,2 [,

este o functie (m*). Mulfimile punctelor de infim, de minim, de suprem
si de maxim sint, respectiv, [1, 2], 1, 2[, [0, 1T U [2, 3], [0,1 [uiz, 3).
Nu ne vom ocupa mai pe larg de astfel de funetii.

§ 4

16. Un sir finit de numere reale (s,)7-1 este o functie definitéd
pe sectiunea 1, 2,...,7n a girului numerelor naturale, iar un gir infinit
de numere reale (s,)2., este o funcfie definitd pe girul W al numerelor
naturale. La sirurile finite gi infinite putem deci extinde notiunea de
gir (m). Sirul (finit sau infinit) se zice o este un sir (m), un §ir (m*), un
gir strict (m*), un gir (m~), respectiv un gir striet (m™), dupd cum aceastd
functie este o functie (m), o funectie (m™*), o funefie strict (m*), o functie
(m~), respectiv o funcfie strict (m™).

Rezultd imediat ci un gir (m*) (s,)4-1 (n = 3) san (s,)2-, este carac-
terizat de inegalitdtile

(14) ; kY(k 8; < Max (8; ),

jar un sir strict (m*) de inegalitifile
(15) Y 8 < max(s; $)-
i<k
Sirurile (m~) i sirurile striet (m7) gint caracterizate de inegalitdfi

analoage. ]
Pentru motivele aritate in § 2 este suficient s& studiem numal

girurile (m*) gi girurile strict (m™*).

17. fnainte de a merge mai departe vom studia citeva proprietafi

ajutdtoare.
LeMA 6. Dacd a, b, ¢, d sint numere reale, din

(16) b < max (a, ¢), ¢ < max (b, d)
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————

resultd cd avem §i
(17) b<max(a, d), ¢<max(a,d).
Intr-adevir, din (16) rezults *)
max(b, ¢) < max(max(a, ¢), max(b, d)) =
= max(max(b, ¢), max(a, d)),

de unde se deduce ¢d max (b, ¢) < max (a, d)**) si deci i it
Proprietatea_, se poate g’eneraliza plgin’ )7 #i deci Inegalitifile (17).
LeMA 7. Oricare ar fi 4,5, k € N, unde ¢ <j <k, din inegalitdtile

(18) Syp1 < MAX (8, 8y45), v=1,2,...,k —2
rezultd inegalitatea

(19) 8; < MAX (85 &)

Demonstratia se poate face prin inductie com i ‘ )

strs te f { pleti. Avem £ — ¢ = 2.

(];)OQII;tI:I(]i kST 4 =2 nu e nimic de demonstrat cdel inegalitiitile (18), (19)

o inci . 3 p>resup1.1n%m acum ¢ proprietatea este adevidratd pentru

—_w—a @+ =1n (Snéz 1{2) 8i 88 aratgm cd ea va fi adeviratd gi pentru %k — ¢ =

=" . B3 presupunem deci cd avem k — i =

distinge mai departe doul cazuri. gl EsrET o

i _s(}azul 1.9 J >4+ l.éﬁtuncij — 14 =n, k —1¢—1=n. Dacd punem

=8y 0 =844 €=8; d =3¢, avem, prin ipotezd, s; < ma

§; < MaX(s,, 4, &) §i pe baza lemei 6, deélucem inegalit;htesi (19). Pl 1)

. a;ilsz.b_:s. fa,c—j- 1. Av(?msk — % —1=mn, k—j = n. Daci acum

i 0=8;, =8, ;, d=38,, avem, prin ipotezd §.,< max (s, s;

Sp-1 <Cmax(s,., $:) §i, tot pe baza lemei 6, ’daducem inega]i;s;iea (19) o 8

U aceasta lema 7 este demonstrati. i

’

i‘i Putem acum enunta
OREMA 9. 1. O condifie necesard si suficientd ca sirul (s,)

un . . v
de n 2 3, sd fie striet (m*) este ca inegalitatea Y
(20
) Syp1 < ma’X(sw Sv+2)
84 fie ;m teatd pentru v =1,2,...,m — 2
- O conditi 2 oienid ca sirul snfini
aiy s s fie necesard si suficientd ca sirul infinit (s,)=, sd fie striet

a inegalitatea (20) sd fie verificald
& _ 0) sd fie verificatd pentru v =1,3,...
girari ﬁ?ﬁﬁnﬂgf hia oste imediatd §i o putem da deod’&té g4ty pentiy
s ity o 0 ittt adbvie, et it nis (.
88 fleagoa,te striet (m*), p.?ﬁtﬁlsflg e;,l t4c& BERE (hudi-, BlAOagi 4it,
Oﬂfiléﬁf;n;st? demonstrarea teoremei 9.
! s ﬂ " . . - o 3 A, . b
litiffile i definitio (efg.;'.ard deoarece inegalitdtile (20) sint printre inega-

ﬁ)

Operatia’ m

5 ia iati

X t ax este asociativid §i comutativi.

Avem a < max @) &S a<b
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Condifia este suficientd. Intr-adevir, din lema 7 rezulté cid dacd,
inegalitafile (20) sint satisficute, toate inegalitdtile (15) sint satisficute.
Dacd sirul este finit gi are » (= 3) termeni, numirul inegalitdfilor

(15) este egal cu (z):ﬂ(ﬁ—_lb)(i—_@ pe cind al inegalitdfilor (20),
care sint necesare pentru ca sirul si fie striet (m*), este numai » — 2.
Acest numér este totdeauna mai mic (;,mult mai mic”’ pentru 7 destul

de mare) decit (7; ), pentru » > 3.

19. Vom face doud observiri importante.

Observarea 1. La prima vedere s-ar pirea ci teorema 9 se poate
extinde gi la giruri (m*) (care nu sint neapirat giruri striet (m*)). Cu alte
cuvinte ¢ din inegalititile in sens larg s,,; = max (8yy 84+2), Pentru toate
valorile posibile ale lui v, ar rezulta ci girul considerat (finit sau infinit)
este un gir (m*). Acest lueru nu este adevirat.

Hzemplul 8. Si presupunem of §;= S = 85 = S¢ = 1, 83 =8 =
= s, = 0. Se verifich ugor c% avem $,,, = MaX (8, Sy+2) pentru v =
=1,2,3,4,5, ingd s, < mMax (s, 85), 85 >Mmax (34, 8;) §1 deci sirul nu este

un §ir (m*).
P SR B e
7

w L

1 2 K| k 5 6
Fig. 3

Observarea 2. Proprietatea exprimatd de lema 7 este analoaga unei
congecinte a ceea ce D. POMPEIU numeste lema lui Baire (a 5 vedea
[6], in special teorema 48.2). Analogia se congtatd mai pregnant pe O
extindere a acestei leme la diferentele divizate de ordinul al doilea. Aceastéd
extindere este urmitoarea :

Tie (z,),(m = 3) un §ir crescitor de puncte pe axa reald si f o
functie realid definitd pe aceste puncte. Avem atunci urmétoarea formuld
de medie (a diferentelor divizate de ordinul 2)

n—2

(21) [#1) Tuy T f1= E YolZy Toirs mv;tz; I

v=1

unde 1 < n < m, coeficientii y,, v = 1,2,...,m —2 sint pozitivi gi inde-
pendenti de funcfia f, iar suma lor este egald cu 1. Aceastd din uwrmé
proprietate se obtine aplicind formula (21) functiei (constantei) f = 1.
Notatia diferenfelor divizate este cea obignuité, deci

la, 0501 —[b, 05 f]

@ — C

[a,b,¢;f]1=

.
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unde
Jla) —f(b
[a, b /1= 1000,
a—2>b

Pentru orientarea mai buni a cititorilor dim si valorile explicite
ale coeficientilor vy,,

(@y 41 — 21)(@ys2 — (L',,)’
(X — ) (2, — &)

v=1, 2,...,n —1,

=2
<
i

(.%'m - mv»\~1)("vv+2_(vv) R

v = _

PR Sy P nyn 41,0, m — 2

unde, in cazul » = m — 1, nu se pistreazd decit primele m — 2 formule
Se vede cf dacd diferenfele divizate din membrul al doilea al for:

mulei (21) sint toate pozitive, respectiv nenegative, diferenta divizatd

[21; @4y 2, ; I este si ea pozitivd, respectiv nenegativi. Aici se recunoagte

o analogie cu lema 7 in care diferentele max (s,, s,) — s; ar putea juca roiul

diferentelor divizate de ordinul 2. l ]

20. Vom da acum citeva exemple de giruri (m). Daci functia f:E—-R
este o functie (m™), respectiv o functie strict (m*), atunci orice ’1'estringere
a ei pe o sgbmulmmq a lui F avind cel putin 3 punecte este de asemenea o
functie (m*), respectiv o functie strict (m*). S& presupunem, in particular
gesmt eE eonpln(e tio)ate numerele naturale. Rezultd atunei ed girul (f(n))z ;

un gir (m*), respectiv un gir strict (m*). De aceeasi i s
bucur% g1 giral finit (f(v))i_1 (n = 3). * o) S Droprietats, s
zemplul 9. Pe baza exemplului 4, girul ir i
B Rt : P , girul (3) este un gir strict (m™)

i 02}). in cazul girurilor (m™) sau stricvt (m*), multimea extremelor
3 poate preciza. Pentru a ilustra aceastd afirmatie vom face citeva
servatii asupra girurilor infinite (s,)n-1 striet (m*). In acest caz inchi-
derea completd a mulfimii de definitie este W U {+ oo}, iar multime
punctelor de infim este formatd : , ¥
1. sau numai din pun U ar & gi i
e e st descrescgtblftul + o0. Acest lucru are loc dacé §i numai

numefe; sm; d‘m cel mult doud puncte consecutive ale lui N(deci doud
2 ggzﬁz}edconsecutwg), care sint in acest caz puncte de minim.
ind avem un gingur punct de minim, fie , atunei min s, = s,

§i existd numai urmit i i !
oarele doud descompuneri in doud ulfimi
] : dousd submultim
consecutive de monotonie opusi a lui IV, e

(2] ), (VFoa ] (v} e,)-

‘ em i i + i

= Sruq §1 exigtd : 5 . n
1§ istd numai urmitoarele trei descompuneri in doud submul-

03 ke O
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timi consecutive de monotonie opus# a lui N,
({V}T;lll {V}?ﬂ)’ ({V};sll i)y
({V}(ﬁ:lll{v}g;r-kz)-

Dacii v = 1, multimea {v}{=1 se inlocuieste peste tot cu mulfimea vidé.

in ce priveste mulfimea punctelor de suprem, in cazul girurilor
infinite strict (m*), se vede ¢ aceastd multime este formatd din unul sau
ambele puncte 1 i -+ ©0. Punctul 1 este singurul punet de maxim dacd
§i numai dacd s, = lim $,. S% se observe c# girul are totdeauna o limité
(finitd sau infinitd).

Ewvemplul 10. Si revenim la exemplul girului (3), care este un gir
gtriet (m*). Pentrn p = —; nu existd punct de minim. Pentru p < 5

exigtd totdeauna cel pufin un punct de minim. Pentrn un astfel de p
avemn deci unul sau doué puncte de minim, care, in acest din urm caz,
sint doud puncte intregi consecutive. Pentru ca 7 §i r + 1 54 fie ambele
puncte de minim este necesar i suficient si avem ¢ = Ori1 egalitate
care are loc pentru valoarea

(r+1)n ) +2_ r lnq‘—t-1
Py = r + r
! r+1 r+ 2
In-———1In P

a lui p.
Avem ¢, < 6,1 dack p < Py §i 6> Cr1 dacd p > Dy

Din formula cregterilor finite rezulté e r <, <7+ 1, r=12...
Avem prin urmare v, < Yp,, r=1,2,... Dar, am aritat la nr. 3 ci,

. : . i < . 1
7, este o functie crescitoare de p §i care tinde citre - cind p —>—2—-
Rezultid dar ci functia inversd & lui =, este de asemenea crescitoare gi

tinde céitre %cind 7, tinde cétre -+ co0. De aici se deduce ci girul (p/)r=1

este crescitor gi tinde cétre %2— pentru r — + .

Avem, in fine, min ¢, = ¢, pentru p,_y <P < Pr
®

292. Un gir finit (8,)¥-i( 2 3) se zice logaritmic NECONVE, respectiv
logaritmic concavy dupid cum avem

(22) §% = 8,_18y41y Tespechiv §2 > 8, 15,41

pentru v = 2, 3,..., M — 1.
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Un gir pozitiv §i logaritmic neconvex, respectiv logaritmic concav
este un gir (m ™), respectiv un gir trict (m~). Intr-adevir, dacd sy_4, 841> 0,
avem §, ;8,412 [min (s,_y, $,41)1% §i deci deducem s, = min (8,_q Sy+1)s
respectiv 8, > min(s,_y, 8y41), pentru orice v,

Putem face si observatiile urmitoare :

1. Daci (8,)i_; este un gir pozitiv si logaritmic neconvex, respectiv
logaritmie concav, atunci girul (s,)y1i, unde Su, = 0, este de asemenea
logaritmic neconvex, respectiv logaritmic concav.

2. Daci (8,)v-1 este un gir logaritmic neconvex, respectiv logaritmic
coneay, iar @ este un numir pozitiv, atunei girul (s,2")}-, este de asemenea
logaritmic neconvex, respectiv logaritmic concav.

Baemplul 11. Dacé n este un numdir natural (>1), girul

(23) pk=:(”), E=0,1,...,m

al ezoeficieni,zilor binomiali, este logaritmic concav edci inegalitatea
»n 97 n g
(}’u) >(k B 1)(k+ 1) revine la n + 1 >0, pentru ¥ =1,2,...,n — L.
Sirul (23) precum i girul completat cu By, = 0 sint giruri striet (m7).
La fel este gi girul [(%) m‘")
k k=0

termenilor dezvoltirii binomiale

(1-+a)y= i (q;,)m’"

unde @ este un numir pozitiv, deci girul

pentru x > 0.

) ‘Consideratiile precedente se pot extinde gila siruri infinite (s,)v_o
%ga,mpmlc neconvexe, respectiv logaritmic concave in care caz inegalitatile
(22) sint adevirate pentru v =1, 2,... ’

] La fel se pot defini gi studia sirurile logaritmic neconcave §i girurile
ogaritmic convexe. o

) 23. De multe ori se poate demonstra direct, aplicind definitiile 1
§i 2, ¢ un sir finit san infinit este un gir (m). Ne limitdm sa dim numai
un caz care oarecum generalizeazd exemplul 11 de mai sus.

Exemplul 12. S& considerdm girul infinit

n
k
unde 'r]») :;(s;ge un numir real diferit de un intreg nenegativ.
i &#n = — 1 girul este constant (constanta 1) §i i ir
S8 op L gir constanta 1) §1 deci este un gir (m).
s >P1Yesup;1nqm deci ¢ n# — 1. Atunci inegalitatea v, < Yr+1 1'e§pe(cti)v
e k]:1+ eiwfe la &k +1 < |n — k|, vespectiv k& + 1 > |n — k| (egali-
sirul (24) e |n — k| (nu poate avea loe). Rezultd ecd dacd n < —1
este crescdtor, iar daci — 1 <n < 1 girul (24) este descres-

(24)
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citor. In fine, dacd 2m — 1 <n <2m + 1, unde m este un numir
natural, siral (y,)p_o este cresciitor, iar girul (y,)i-. este descrescétor.
Rezultd deci cli, in conditiile impuse lui », girul (24) este un sir striet (m7).

§ 5.

24. In continuarea ultimelor rinduri ale §§ precedente, reamintim
o4 existy diferite demonstratii aga zise ,,elementare” pentru proprietitile
eé girul (1) este crescdtor, iar girul (2) este descrescitor. Demonstratiile
sint elementare in sensul ci se compari direct, férd a face apel la metodele
caleulului diferential, doi termeni consecutivei a@,, @,,; Sau b,, b,y ai
girurilor considerate. in diferite tratate si cursuri de analizd putem gisi
agemenea demonstratii directe. Multe se bazeaz#, ca de exemplu in cursul
meu citat [6], pe inegalitatea lui Bernoulli, sau pe alte inegalitiiti analoage.

La o sedingé de lueru a Imstitutului de calcul din Cluj, matemati-
cianul Toan GAVREA si cercetitorul Alexandru LUPAS au dat asemenea

demonstratii elementare pentru monotonia sirului (3), in cazurile p= Y i

1 . . . "
P = 3 care ne intereseazd in mod deosebit. Vom da aceste demonstratii,

in unele pirti putin modificate §i simplificate, urmind ca demonstratiile
nemodificate ale autorilor citati mai sus si fie adiugate mai jos sub
semnitura lor,

25. Cazul p = % Pentru a demonstra c#, in acest caz, girul (3)

oste deseresciitor este suficient si demonstrim cid avem c; > ¢, pentru

1 9 N - )

n = 1. Dacd punem % = 1 4+ —— 2 easth inegalitate revine la
n+1 nt1
2n4-2
(25) (u +- —1 --—) >2_+)2 w2+,
mw(n—+1) "
Avem insi
\2n+2 2 1 ,
(26) (u + _?771___ >y L % w2l L_ u? +
w(n -+1) " n2(n-+1)

2(2'”’ + 1)<u2n—1.
3n?(n +1)2

Pentru a demonstra inegalitatea (25) este suficient si argtdm cd
avem

u2n+2+ _2_u2n+1 __I__ 2n +_1__ u2n+wu2n—l >_q_?’,i2_u2ﬂ+2"
n n2(n + 1) T 3n¥(n+1)2 n
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care, prin simplificiiri succesive, se araté cf revine succesiv la

1 : )
‘U/2 _I_ g%__.-{’;v U + __2kl- 1 > /u/3, 2/"/ + 1_, U _ 7,2],?,_,,4:,1_,, > u2
2n{n +1) 3n(n + 1) 2n 3n(n 1)

2,- —_
2n +1 - (n — 1)u
3 2

, 2+ 3n + 8 >0.

Ultima inegalitate este evidentd gi cu aceasta proprietatea este
demonstrata.

S% se observe ci inegalitatea (26) rezulti din aplicarea formulei
binomului la suma a dous numere pozitive §i refinerea a numai 4 termeni
din membrul al doilea.

Metoda se poate aplica §i pentru cazul p = 1. Inegalitatea de
demonstrat este atunci b, > b,,,, care, cu notatiile de mai sus, revine 1a

1 w41
(u _+_ i;) > un i-Z.
n(n 4 1)
Dar

1 w4+l
(u + ____.,~,) >un+1 _][_ lun ’31 ,un-:»l _|_ l%" > un+2,
n(n +1) N 7

ultima inegalitate fiind sueccesiv echivalentd cu

U +% >u2, (n + 1)2 >n(nr + 2) =(n 4 1)* — 1,
¥

care este evident. )
Dealtfel, odati demonstrat cd girul (3) este descreseidtor pentru

1 . A, w
= E §i observind ¢& avem

1 \»+? 1 ”+';’ 1 ”‘%
L) =0) )
n n n

rezultd cé el este descrescitor §i pentru p > é

1
26. Cazul p = N Pentru a ardta cid in acest caz girul (3) este

creges . . . stg+ii Tui i
ox Sciitor ne vom folosi de o extindere a inegalititii lui Bernoulli care se
Prima prin urmitoarea
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LEMA 8. Dacd n (= 2) este un numdr natural $i k un numdr natural
impar <n —1, jar 0 < A < 1, avem

ke n
1= > Z(—l)“( ) A
v=0 v
(pentru % = 1, avem chiar inegalitatea lui Bernoulli).
Demonstratia o putem face prin inductie completd.
Pentru # = 2, avem numai k = 1 gi inegalitatea revine la (1 —
— )2 >1 — 22 care este imediatd. S presupunem acum ¢fi proprietatea
este adeviratd pentru n §i si o demonstrém pentru n -+ 1.
Avem, dacdh L <k <n — 1,

(1 — )+t >(A20 (— 1)v(") xv) (1 —2) =

n+1

v A

=§0(— 1) ( ) W+ (— 1)k+1(:) A+ >§0(— 1y (" + 1) 2,

deoarece k este, prin ipotezd, impar. Avem deci
k +1
(27) @ =yt
v=0 v
Dacih k = n = impar, avem

(1 — 2t > § (= 1)

v=0

(’i’b +1) A AL
v

de unde rezultd inegalitatea (27) §i pentru aceastd valoare a lui %.
Cu aceasta lema 8 este demonstrata.

L . 1
Pentru a demonstra acum monotonia girului (3) pentru p = 3 este

suficient s# ardtim ci avem ¢l < ¢),1, deci

1 3n+1 1 + 1 3n+4
1+ — << |
( r ) ( n 1 ) v
san

(28) [1 B 1 ]3n+3>k %2
(n + 1) (n +1)(n + 2)

pentru n =1, 2,...
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Dacé aplicim lema 8 pentru ¥ = 3, avem

_ ﬂl__]s"” o1 — 3 i 3(3n +2)  (3n 4 2) 3n + 1) _
[ (n + 1) n+1  2(n -+ 1) 2(n + 1)°
_ n(2n* + 4n® 4 5n?t —n — 2)
2(n + 1)° '
Inegalitatea
n(2nt + 4nd 4 50 —n — 2) n2

2(n + 1)° (n+1) (n+2) |

revine insd la
8+ 0 — 6n — 4 = (n — 3)3 + 10(n — 3)* - 27(n — 3) + 14 >0,

care este verificatd pentru » = 3..

Tnegalitatea (28) este deci adeviratd pentru = = 3.

Dar inegalitatea (28) este adeviratd si pentru n =1 gi n = 2, céei
pentru aceste valori ale lui n ea revine la 37 =2187 > 2048 =
= 211 227 — 134 217 728 > 129 140 163 = 37 respectiv.

Cu aceasta monotonia girului (3) pentrn p = %este demonstrati.

Totodath, din

1 1
ntp nt+ o D—?
n n n

. o . y . . il
rezultd cé girul (3) este crescitor §i pentru orice p < =
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ADDENDA
I

[ {-_737

SX SE ARATE CcX SIRUL (1 + M) , n=1,2,,.. BSTE DESCRESCATOR
n

de
Toan GAVREA

Sa demonstrim intii incgalitatea

1 i+ 4
R — _
( + n 4 1) n(n 4 2)
<

( 1\2n+2 (n + 12

1 —

n)

Inegalitalea este echivalentd cu

1 2n+4 1\2n42
(n+ 1) (1 + ——) < n(n + 2) (1 + 7) :
7 n

14 1
(n 4 1)?
Inmultind ambii membrii ai inegalititii cu — obtincm
n
1)4 1 2n+4 1\2n44
(1) (1+ ) < n(n + 2) (1+——) .
n® n-41 n
Avem
112044 1 1 2nt-4
- 14 -- = oyl e T
nn o+ 2) ( -I. n) e+ )[ + n+4-1 I n(n 4+ 1)] -
1 \2nt+4 1 \2n+3 1
> 2y 11 2 211 . -
ot )[( tuy 1) e )( toT 1) 1)
2(n 4+ 2) (2n 4 3 1 \22+2 1
LAnEDenty (o LT
2 n+1 n¥(n + 1)*%
2n4-2) 2n 4+ 3) 2n + 2 1 2n-+1 1
LA @ty Gt _.___]
6 n+1 n3(n + 1)3
sau
1\2n+4 1 2n+¢ 2n+3  (2n 4+ 3)(2n+2)
281 4+ — 14 2+4 4
nn )( i n) >( K n-{—l) [n Fdn 4k n 3(n -+ 2)n?

LEfcctuind calculele se obtine

1 \2n+4 1 \2n+4 3n% 4 18n* - 42n3 -+ 49n2 + 28n 4 6
n(n+2)(1—|-~—J > (1 ) + e
n

n+41 .?3.;12(11 =+ 2)
Rdmine sa ardtam ci
3n® 4 18nt - 42n3 4 49n2 + 28n - 6 (n <4 1)t
3n%(n 4 2) - nt

Inegalilalea cste echivalentd cu

3n5 4 18n¢ 4 42n8 - 49n% -+ 28n + 6 > 3(n + 2) (n + 1)¢
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sau

3ns 4 18nt + 42n° ¢ 49n2 + 28n 4+ 6 > 3nd -+ 18nt 4 42n3 - 48n* + 270 + 6

sau n? 4 n> 0, care este o incgalitate cvidentd.
Avem acum

3
IR

1 RS 1 nte 1\2
(S T R
Qy+1 _ n-|1 . n+1 . n

1 1\n+1l 1
Ay 1y Y (1 1 ') - 1 5
i n .
(1 F 11) n-+41
§i rezultd ca
1 2n+4 ; 1 - 1
1+ — + — jin
‘fs+1 ( i n -+ 1) n - nin - 2) no (
k e 1\20+2 ’ 1 ) n 1) -
a 14 = 14 (n+ 1) 1 )
n n+4+1 n+1
1 (154—1 Ay 41
deci — — < 1 prin urmare < 1. Q.E.D.
(112, ay
IT.

1 n+—3—
ASUPRA SIRULUI (1 + Tl) L n=1,2,...

de
Alexandru LUPAS

fn cadrul Seminarului de teoria aproximarii cu aplicatii la calculul numeric (colectivul
de inegalititi) al Institutului de calcul din Cluj, s-a propus urmitoarea problemi : ,,sd se
ghseascd o demonstratic elementard a faptului cad sirnl

v 1
. 1 ’ﬂ+"3—
eH:(l'i': ,n=1,2,..‘,

este crescitor”’.
In cele ce urmeazi prezentim o soluiie a problemei enuntate, intelegind prin ,,demon-

strafie clementard” un rationament care nu utilizeazi notiuni de calcul diferential sau integral.
Se aratd imediat ¢ e, < e,; pentru n Z 2 fixat, sd notdn

k-8

k—3 ks

1
ap = k + ) bl;:k(1+‘) y T = — by, K =3,4, ...
In

Pe de o parte,

3

by, 1\k-1
(1) o, = G 14+ — , k=4,5,...
k k-1 + E_1 n » 9y
iar, pe de alti parte, inegalitalea lui Bernoulli ne permite sd scriem

3 3 3

(1 " _1_)1111{ Al \(1 N [(1 N 1 E(k=1) B 1]}7‘: - 1:(1 N i‘Jk(k—l)# U — 1)
4 l n) n
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sau

Prin urmare din (1) rezulld

ap > .y + by, — bk-p k=4,5,...

adicad
T > X, k=4,5,...
sau
) %y > xp pentru ¢> p = 3.
fn particular, (2) implicd %y, 4 > ¥, care este echivalent cu
Sn+tl 2
1 \3u+4 6n -+ 5 9 11%
3) (1+—) <1—= + 1+—] .
n n@Bn+4) 3n-+44 n

Deoarece prin efectuarea calculelor sc poate ariita ca

729n(n 4+ 1) < (9n? + 15n 53, n=1,2, ...

adica
“) (1 + l)_é-< 1+ M_ ,
n on(n + 1)
din (3), (4) obtinem
Sn+1
(1+—1_\’3n+4<1_6n—|—5 9 [ 6n—|—5]= 1 .
n n@Bn+4) 3n+4 9n(n 4+ 1) n—+1

i 1\3z+1 1 \3n+4
Prin urmare (1 + ——) <114 T 1) de unde e, < €,4,, R =1,2,..., tocmai ceea
n n
ce trebuia demonstrat.

Primit la redacfie la 6 noiembrie 1974

Institutul de Calcul
Cluj

SUR L’ALLURE DE CERTAINES SUITES QUI TENDENT VERS
LE NOMBRE «e» -

(RESUME)

Dans ce travail on étudie I'allure de la suite de nombres (3) pour les différentes valeurs
réelles de p. Cette suite posséde l’allure (m) ¢tudiée pour nous dans les travaux antérieurs
[3,5]. On étudie aux §§ 2, 3 les extrémes des fonctions (m) données par les définitions 1
et 2. Au § 4 on étudie les suites (m) finies et infinies et au § 5 on présente des démonstrations

1 1
« 6lémentaires » pour les cas p = — et p=—. Un appendice présente également d’autres
2 3

démonstrations analogues.




