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DDSPRE ALURA UNOII ÇIRURI CARE TIND CÀ.tnn
NUMÄR,UL ,,A"

D¡]

TIBERIU POPOVICIU

În. aceastä lncrarc sc studiazá alura çirului <le

aìc lui p. Accst çil arc alula (m) studiatå de

Se studiazã ln $$ 2, 3 cxtremele funcfiilor (m)
diazá çirutilc (m), fìnite si infinite, iar în $ 5 s

11
caztrrile t¡ .: I.li p - .-. În atldendä slnt rlatc çi alte clemonstralii analoagc.

$1.

1-. Importantrù numár ,r¿tt d.in ùIla,liza' nìatematicä se poate d.ofini
ca limita qirului do numero (øo),[1, untle

(1) a¡¿: 1+1
m

t ttr:7r2r.,.

sa,u a, çirului (b,,)þt, und.e

11+-
n

n+ 1

(2) b n ,rù:tr?,

$irul (1) este crescätor, iar çilul (2) este descrescätorr plopliet'ã,1,i
bino cunoscute qi âsupra cã,rora, vom mai reyeni.

1n cunoscut,a carte d.e probleme a, lui G. PÓIrYÄ çi G. SZEGÖ trl
se entln!ã, çi so clemonstreazä cã, çirul (co)þt, untle

11+-
n

tl j- 1)

(3) cn 7'11,:7r2r...

este descrescä,tol dacã, çi numai d.acä numã,r'ul dat p oste > I (vezi
2

B. 1, I{..1, problema 168). Se mai aratá acolo cä pentr,u p'a+ çilul (3)

oste crescätot' de la un rang încolo çi cã, acest lucru are loc sigur' începîncl
0.e lal?,:1 pentru p 

= 
0:

n. UJËnbïtl $ voin-cornpleta pulin rezultatelo lui G. PÓLYA qi

ßT' cnRc. Mi'r., Tor{. s?, NR,. 1, p. B?-110, Bgcu1l¡srr, rszs

U(g'). X'ie
;ooremoi 1 :

,1972.
. Sup.,4e serie'

. Acad. Brasil.

tk,17,67 -LtO

Iìoum. Math',

. linie srlr un

< r'ationncls dc

utomotPhlsmes
d'unc mlnière

riLtirles irréduc-
r l'action co-sd-

rliqucment clos'
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I1+-
1L

1L j'p

Funclia (6) çi cleci funclia sînt, prin ultnare, desclescä-

toar.e pe intervaLul ] 0, Iol çi clescä,l,oale pe intervalul Ir¡r, -l- to ['

4. lntr-o lucrare recentä [4] m-am folosit d.e faptul cã, çirttl (3)

este crescátor pentru p : +. Acest lucru este o consecin,tá imectiatá ¿r'

faptului cãt, yr(I) :ln2 -2r0, deci ,+. r. Dealtfel este uçor de

determinat rnaximul lui p pentru cale çirul (3) este crescátor. Äcesta esl,e

numårul p pentru carc'¡1o$): 0' 'A'cest numä'r este egal ct 2ln2 - 1 :
1:0.38629... >
ó

s2.

5. nfullirnea de definil;ia a funcliei (a) çi cleci afuncliei
11+-
n

û lþ
I

so poate rlescompune în clorrä subrnullimi consecutive -) 10,\oI, hor t
+ bl, pe fiecare flnclia fiin¡f monotonã, çi d'e monotonic opusä pe celc
douä submullimi. Aceste funclii le-am stutliat sub denumirea cle funclii (na)

în unele din Í1crärile melo anterioare l2), l3l, [5]. De aceastå proprietate
dø q,lurã, se bucurá diferite funclii importante cum ar fi funcliile conYexet
neconca\re, neconvexe s¿ùu concaver*). Printle frincliile (zn) clistingem
funcliile (m+) care sînt necrescätoare çi funcliile (m )care sînt neclescres-
cã,toáre pe prima d.intro submullimile consecutive consid.erate.

O clescompunere (EtlUr) a mu$imii -4 de pe axa realá (sau d-o pe
axa lealä completä) în d.ouã, submullimi consecutivo ***) esto o lmpärlire
în clase nL, Eza lui -D astfel ca sä avem Y a e X)trU e &z+ tt) <y. Pentru

a simplifica expunerea se poate admite ilo a"*.o-punero (Erlùr) în-cqrg
una d.in mulçimile E' E, se reduce la mullimea vid.ä. Atunci cealaltä

ea se reduce la Z.
i a funcliiIor (m- ) so convine, ca
o mullime avînd. cel mult d.ouã,
1 sau 2 puncto) sä fio sau crescã,-

toare sau d.escrescátoare.
Definiliilo sînt atunci urmäl,oarele :

;' ;I' å "i ;' ! #u *îJúoi"f "i:iT, 
"ff ;)

T{T'{#11' 
(tlacä -E' nu este viclä') sø

Dørrnrlu 2. Iunc.ti,a l: E --+R, se zice cd, esteo funclie (m-)d,acã, se

ltoøte d,escom,pune mut!,imeã E î,n douã, submul,!,imi conseautiae (frrlUr)'

douå subrnul!imi consecutive.

imea -E'.

sidera specificä ln mod expres contrarul, vom con-
a axei reale (nu a axei reale completc).

TIBERIII ¡POPOVTCIU 2
88

(5)

(6)

(?)

2.Monotoniaçirului(3)sepoatestrrdiauçorexarrrinînclalurafunc-
tiei h + 1l-'n¿e variabila realá çi pozitivá n. Deoalece aceastá funclie
' \ n'J
este pozitivã,, alrqa ei d.o monotonie rezultã, irnediat, din a logaril,mului ei"

Sã, c-onsicterã,m clòci funclia d'e tl

(4) un:@+r¡rn(r *+)'

colrø clefinit clerivabilä pe toatä axa realä pozitívá''

Am indice, çi Parametrtl 2'
ori în laPort, cu ra, declucern

lt;
11+-
11,

lim 11', : g.

ln
n+p

n(+r, ! t),

Dacä acum o 
= +, 

d.erivata a d.oua (6) este pozitivã,, cleci delivata,

el,lùtá, cä, ea esto negativä' R'ezultã'
unde rezultatul mai sus citat al lui

ä. deci det'ivata lntîi Ei este
oLitivá.Iìezull,ä cá' \.'r'clia Y,
citat al lui G. POLYA çi

G. SZEGO.

3. Rã,rnîno sä oxaminäm cazul cînd 0 tg tT'

Funclia E'n' urø o singurä rä

pentru n I Eo çi negal,ivã, Pentru z
Pe de altã, Partc, din U; : I" I
,;1lnL: - co. Se cleduce cä d'eriva

äsie negal,ivã, pentru n 1\o çi este pozitivã' pentru. n2 Tp'
Din (5) rczuliá cA {ucA p 1q, avettt^ u,(") > uL'fu)' Se decluce

cá îe creçte cu p çi tincle cä,tre f co cind numä'rul pozitiv p tinde cá't'rø - '

Sä observäm cä avem

1¿â+@

.lt

I

I

I



?e Et (clacã, Z, rrn este vid.ã,) çi' ne-

).
ir ./ cste o fttnctyie (ni.+), respectiv
o'Îrtnclie (rzr, ) respectiv o func{ie
clestul'sä, stuclietn funcliile (rnr ).

c trecîncl la func{,ia oPusá'

6. Tuonnu a I. Pentru ca fu,nc|i'a f : }l -> lR, tt,eJht'ild' pe muQ,i,rnen fl.

o o*ri"rrãtr, laî,nd,7A-pt+!¡n 3 p:unctb, tA ¡* o fmnclie (m,+) este necetar' çi
sttf ici'ent, ca in e g ail'i'tute a

(8) l(nr) < max (/(r'), /(ø'))

s(t fie tserificøtd" petttrtt' ot'ice rr, frzt frse D, u'nde Î1 1fi2 S rt:"'"'""Ä;;rtáïLó".rnl 
anr ctat-õ înfi'-ö lucríat'e anl,e¡ioar'ã, [2]. Arn_revonit

,*op1u 
""îâä 

-^i -i.rt¿ precizie într-o lucra'e ¡ltelioarä [3]. Mai ios
vom ïovoni asupra demonstraliei ei.

Putem enunla çi
Tnonnu¡. Z. þinu* ca fun'c!,i,a J:E -->R', d'e,fini'td' pe mnr1',timea Fl.

a ane'i, reale, aaî,nd cel pu,,l,i,n T-puncte, sd, Ji'e o Ju'nc!'i'c (nr'-)este necesú't'ç1'

su,fici,ent ca ineg alital'ea

(9) l@r) > min (/(ø')' /(ø'))

sti fi,e aet"ificatñ, pentrtt, ol"i,ce nr, fr2, 0s € tr), und'e frt, -1 n, .1 tr"'" ""-p; lí^rà 
"ólo, 

sÌluso maf'sus, se poato considera teolenta 2 ca o
consecin!ä a t,eolomãi" 1. Esto clecÎ deftul sá demonsträ,m teorema 1'
-"-- -Þui"- 

clistingô, in ca2r1 cîncl Z are cel pulin 3 pun-ct-e,-çi.funclii
sUiA(m+¡, atunci Ëi"¿ i¡risl somn'l ( este tõttl"eauna valabil çifunclii
llr¿"t i*-i' cînd. în (9) sernnui > oste totd'eauna valabil'

Pe baza celor sPuse Pînã, acum
å, o funclie (

e +) çi strict (

øl 1. Orice
c s1,r'ict (m+)

convexá.
vä al cärei logalitm (natural)
funclie (riz{ ), r'espectiv o fu:rclie

, iar funclia /
comPusä, g"/
) este tle ase-

ie strict (ru+).
clefinitã,'pe un interval çi a cä'rei
funclie ('nT,+¡ sau o funclie (ru-)'

Astfol, f'nclia (t +! l" ' ', *t.tdi"tä în g precedent, este o funclie
\ n)

strict (m,').
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are¿ teoremei l '

este sigur vidä.
este neãrescátoare pe n| çi necles-

f 
"",i#ltÏ¿,i,îå,",fl 

i:?:;:Läl,tå'åt
l' a ceea ce trebuie d'ernonstrat, am

ï(n,\ > niax (./(r'), /([")
âiõm l@,) < /(æ'). Cu
aratä bä pø n; funclia

1o ãu pitveçte descomp'nor.ea (2,|zr) co'espunzä,toare a f i -8,

clacä [ e .8, pute;fu; t; --!'r, !., t ';;. 
iat tlacä' 1e E, estc suficient

sl -ai'aaáiriX,rn acost puirct la Dl sar-r -Di'
Sá r'elinern ulmã,toalea
CoNsncntr.',t 1. Cond'i,tia rùace

d,efini!i,e
pu,nd, în
tond, çi,
olttr,sul e

0t¡ frz¡ n" e E, u,ndo n, 1 frz 1 ua,

TIBERII¡ IPOPOVÍCIU 4 5
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s :t.

8. Iìxtlelllelc (infimelc, tninimelc, strplotttele çi rnnxintelc) rtnoi

func{,ii (rn.+) se f,".ìì:å-'à"'iiropì;i"ø¡ ín¡Ioagc cu extlcmele funcliilot'
monotone çi a,le ïunc.tiilol neconca,Ye.

Yom ¿l,t"ea, oar

LnmE l' su'Jici'en'l'd' ca' o s't;

unei, mul!,imi D ) sd' Ji,e o-itt'tersec!'te
'intet'aalr'este ca î e a, b e E' uncl'e u
a,l, I,ui, [ø, ä] lì .D sd, apar,tittd, lui, Er.

Cond,i!,ia este ea,ìd,ent, necesat'd,.

r) inf f estc infirrrrl funcliei f pc E,
rr) Axa realä cornpletå lft# csl"e egalir cu tR U {- .o, * to}'
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este format dint'r-un singur punct ø0,

pl n l7' Sã' Plesupunem acum

^Ë a din enun! este înd'ePlinitá"

Fi älile lui Et' Avern - co I

(r0) Drc læ, (]l n .Ð'

Yom demonstra cã, avem çi

Din cele spuse renJJtá, cä funclia / nu are nici un punct d.e^infim

in intãïãt"faufoni* lø, b[ çi cu aceasta, pøbaza lemei 1, teorema 3 este

demonstratã, în acest caz'

Dit ataliza de mai sus lezultä cä clacã, / este o fun':tie (rir+) qi nu

este rnärginitã, inferior, ea âIe col mult clouá p[ncte cte lnÏrm.

Einemplul, 5' Func,tia (m*)l@) : + - r pentru nel - æ' 0[r
#

çi funclia l@) : ffi - (t' - :- penl,r' r ela, -l- oo[, au ün sing*r punct
n-4,

tle infim (0 respectiv a), iat funclia (mz+)

-l-
-'-a pentlunel- æ,0[,
fr

1n-(L- pentt'u nela, *co[t'ú-a''

unde ø > 0, are douá puncte d.e infim (pe 0 çi pe ø)'

Flncliile consid.erate sînt, resp_ectiv, clefinite pe mullimile l- æ, 0[t

f a, I co[ çi ] - .o,0[U] ø, * co [.

6 ,7

i

I

I\;

(11) lo,g[ìEÇnl'

Dacä membrul întîi nu are nici

emitã,li Pe ø çi P.

Cu aceasta lema 1 este demonst'ratä'
Este clar cá, 8.,, interseclio a lui -E cu un int

acotaçiiimp, egalä, çT cu ìnterseclia lui -E cu un in
ta,fir"'air"titã õ" nrirnerele o¿ ,i P cale intervin în
sus a lemoi'

9. Yom dernonstra acum urmätoarea
Tnonnlr¡'3'Mul,!,i'meaTtutlctelord'einfi'matefunc'ti'ei\n'*)l:'E+lR

este i,nta:sec¡,ia î,nchid,erii, com,lttete EI+ a l,ui El cw un inter\al.- - 
Ñotáå cu ø+ închiclorea completã, a mullimii E, adicá, reu:rirea lui -E'

cu mullimea puncl,elor sale do acumulale Ji'tt'i'te çi' intinite'
Un punct de infim no e E+ al func,tiei / este orice punct pentru caro

V ini i - iot¿ uncte Z(øo) esto o vecinätats a lui øo [6]'
V\Ìo]t V\æù A

nfullimea punctelor d.e infim nu este nicioclatã, virlå. R,ezult'á' cá'

dacã, functia are * *1"g"" punct cte infim teorema e clemonstratä' (cáci

un punct'singur fo'-møazä, un interval)'
1n cazul contrar, hiø a, infim ale

funcliei y. Ps baza lemei está punct^'af
iüilli,?,tn-Bi-(dacãu existä u d'e infim
al funcliei /.

Distingem acum douä cazuri;
rã,t'a cö" în acest caz intørvalul ]ø, b I

atá,.

l@):

o a a+4

Irig. 1

caz,u,l, 2. inf / > - co, cLeci inf / este un numär' finit. cu alte cuvinte
funclia / este márginitá inferior.

lnainte c1e a merge mai cleparto Vom d.emonstra o proprietate care
no va fi utilã, mai d-opaTte. Aceasbä proprietate se exprimá prin

L.¡nlru 2. Dacd, ø, b, und,e a < b, -intim -al'e
funcliei, / (care este o 'fuíc.tie (nt+)), atu, la,bl fl E
(clacã, existã, un astfel de punct) este punct

_ un punct de minim øo oste un punct po cat€ func.tia îçi atinge_ infimul,
tteci /(øo)*: inf /. Un porrci d.e minlim este tottleauna lln punct de infim.

Sä t'recern la d.emonstrarea lemei 2.

lÌ

-7
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Din definilia infimului rozull,ä, cã,

(r2)

Iìxistã, dorrä Puncte n'
< inf / + ¿,1@) < inf / -l-- e,

rlinainte. I)in teorem a I v entlt á'

deci

(13) l@o) <inf/f e'

Deoarece e este oar,ecare, clin (12) çi (13) se clecluce cã" !(ao): inf "f.
îocrnai ceeai ce trebuia clemonstrat.

sã, r'evenim la demonstlalea teol:emei 3 în cazul 2. observã,m cã'

xistá un astfel cle punct') este un
inätate V(uo) u lui rno

-E (existã, atunci astfel

r(r'o) 
: inf / çi' Prin ul'lnârl'et

øo esl,e un Punct cle infim.

10. I-.¡enrele 1 çi 2 perrnit sã, enun!ärn urlnátoalea
TnonnM¡. 4. 1l[ttt!,i'm'ea7tu,tt'ctelor d,em'i't\,'im' ato ftm'cliei' ("')l: Z + iR

este s(ru ai,ild, sau este intersec!'ia mu'I,i,mi'i, E cu un in'tet'aal"

Este inutil sã, reprod.ucem dernonstralia cale se tledtrce imitînd
demonstralia teorernei 3.

IVlul$irnea punctelol de rninirn poate sã, se reclucä, efectiv la un interval

çi aceastahu nuìnai în cazul lianal cînct funclia este o constantìí.

Eue'mPlul, 6. Func,tia (øa+)

l@):
1 pentru nelÙ,Ll,

0 pent'lu ne)1,2f,

l pentru sel2,3f,

4 2 3

Fig, 2

inrJ S l@ù.

frz e E astfel c,^ nr < lp < n, çi .f(nr) -<
e fliincl un numär' 

-pozitiv oarecarler dat
atunci/(øo) I max (l@),1@r)) < inf /f s'

cLefinitä pe intervalul [0,3] are toate punctele -intervalului 
semiînchis

ji,ll *-puncte Ae,iniåiín.'lrotçirlru" puictelor cle infim este intervalul
lnchis ll,2l.

ÞfRUR¡I C,{RÐ TINID CÄTB'B NrtlMÄF,U.Ir,,e' 9õ

Sã, se noteze cá punctele d.e suprem çi punctele de rna,xirn ale func-
!älor (m,-) se bucurä cle proprietåli analoage. Cititoml poate enunüa çi
demonstra teolelne analoage cu teoremele 3 çi 4,

11. Putem exarnina çi punctele cle supronr çi puncl,ele d.e lnaxiur
ale unei funclii (na+). Propriet,á$ile lor le vom clecluce clin acelea coleñ-
pnnzätoare func.tiilor monotone. Un punct uo e D al funcliei /: .D + lR

esto un punct de rnaxirn dacã, este un punct de suprern atins, cleci tlacä
Í(nò : sup 

"f.Este util sä introducem noliunile d.e segment inilial çi rlo segment,
final al unei rnullimi al axei reale complete.

TJn segment ini,!,ial,, respectiv tn segmont, final, al rnulfirnii .Ð S R#,
este o submul$ime nevidä -8, a lui J? nsl,fel ca, sau Et: .D, sau .Ø, C Z,
si orice punct al lui -4, este Ia stînga, respectiv la dreapta oricärui puncl;
al lui -D\]Dr. Dacä (Dtl,E r) este o descompunere a lui -D în douå subrnulçimi
consecutive, atunci 7J, (presupus nevirl) este un segment ini{ial, iar D,
(presupus nevicl) oste un segment final aI lui J?. I)ealtfel orice segment
inifial çi orice segment final al lui -Zl este de acea,stä folmä,.

Un segment ini,tial -Ðr, respectiv un segrnent thle"l E, al lui l? este
caracterizat de plopt'ietatea cã,

frtQDuY neII=frellr

lespectiv

fr, e Ðrr 
*uo.r* 

a u +, e Jxr.

Orice submul,time a lui i4 de folma i- oo, þlnÐ sau [- æ,9[fì,8
(p finit sau infinit) este un segment inilial çi reciproc, orico seg-
rnenl, inilial este de una din aceste forme. O proprietate analoagä are loc
pentru segmentele finale çi intervalele d.e forma læ, * oo] sau loc, * .o:l
(ø finit sau infinit). Cititorrrl singur poate d.emonstra acestc plopr.ietã.li.

12. Avern ulmátoalea

c*toa {,'flr;å c:,ih e --

telor ment i,ni,!,i,al, (Jin, t
JinøL (inil,ial,) al, î,nchid,erü, comgtlete E# o, tui, E.

Pentlu fixarea ideilor så plesupunem cá funcfia ast,e nedescres-
oã,toare.

Obserr.äm întîi cå punctul inf y') (extremitatea stîngã, a lui J?) este
un puncf cle infirn al funõfiei.

Distingem acum doúä cazuri.
*, __- 

C_orul f. inf / : - oo. Atunci a : inf D este puncl, cle infim.vom demonst'a cä nu ayem in acest caznici un alt puïct tto infim. sá
doilea punct rlo infim situat la rlreapta
ø çi la stînga lui b. Dxistä atunoi un

fel ca tt 1 nz çi l@ù < l@r).Aceasta
ned.escrescã,toare.

I
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I
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Cu aceasta proprietatea este demonstratä.
Dacä deci func,tia nedescrescã,toare / nu este rnärgilitã, inferior',

ea, are un singur punct cle infim qi acesta coincide cu punctul inf -8.
Teorema 5 este demonstratá în acest caz.
Cazu,l, 2. inf / > - oo. Funclia este atunci márginitä inferior'.
Vom demonstra întîi, în acest ca)z) o lemá analoagá cu lørnu 2.
I-,ut¡. 3. Dacd, a este un punct d'e i'nJi'm øl Junc,ti,ei, / (ned.escrescå-

toare), atunc'i or'ice punct no al' lu'i fl si'tuat l,a stî'nga I'ui a (dacá' existá un
astfel d.e punct) este pu,nct de mi'nim al' Jwncliei, f .

Demonstrarea este asemänätoare cu aceea a lemei 2. Lvern inegali-
t'atea (72) çi existä, pentlu orice e ) 0, un punct ør astfel -9ù no 1 

-frtfuncliei rezalt'á' atunci inegalitatea (13).
: inf /.
tru func!r#iii;' :Ï

punctul sup -E este singlrll punct de suprem, iar în cazul nostru putem
folosi o Ie 3.

În f e face demonstra,tia teoremei qi în cazul
func$iilor el este d.estul sä trecem c1e la f-unclia [.Ia
funclia opusä, -/ pentru a ob.tine proprietälile analoage cu celo stabilito
ln cazul fincliilor ñedescrescátoare. Ya fi suficient sä interveltim infimele
cu supremele ryi minimele cu maximele. Cititorul singur poato sã, resta-
bileascä aceste d.emonstlalii.

De asemenea nu esie necesar sä cläm demonstrarea urmätoarei
TnonurA 6. Dacã, funclia f : Ð -->R' este nedescrescd'toare (nacres-

cd,loat'e), a punctolor sa,ledemi,ni,m respectia-m11l,ti'maa pu,n9'
tetor sal,o sau nsid'd, sau este un segment ini,,ti,al' (final')rrespectia
,trr?r segnxent final (ini,,ti,ul,) ül rnullinnü 8.

13. sá determinä,m mullimea suplemelor çi mullirnea maximelor
unei funclii (m+).

Va ii utit sá prrnem în eviclen,tä întîi clouä proprietã,li ale segmen-
telor iniliale çi segmentelor finale. Aceste proplietáli sînt enrurlate prin
lernelo 4 çi 5 de mai jos.

I-.,nlr¿ 4. Un segment i'tti,!'ial' nl, u,nu'i segment i'ni,,tial, este ttm segment

itr,i,!,ial, aI Lu'ù fr.' 
O Ttroytrietate an'aloagd, etre loc pentru se-gmen'tele fi,nal'e.
Demonstrat'e¿ì, nn piezintá, nici 0 dificultate. Sã, clemonstr'äm prima

parte a lemoi (coa refelitoare la
n'io -8, un segmont inilial al

Ya trebrri sá arätám cá' Et,t este un

into (J?t,r | .E ) este
ive. J?r., este cleci
lemoi'4 osto de-

monstratä.

11 ÇIR.UÎI CARE Trl\lD CÀTRE NIÌMÀRI'L ,,c" 9?

|n rnocl analog se demonstroazã, çi partoa a cloua a lemoi.
I_.,nu¡r 5. Dacd, E, este un segment ini,!,i,al, al, mul!,i,mü 8, atunai,

înclúd,erea co'mqtkfd, Ef u tu,i, E, este un segm,ent i,ni'tiat, al, ônchid,erü, oom'

Itlate E# a t'ui, E.- O pn'opr'ietate øn'aloagd, are I'oc pentru segmentele .fitt'øle.
Sä notäm cu p (- co< P S J co) suplemul luiJ/, qi fie aeÛf .

Vom aräta cã, orice punct ¿r,l lui E# situat la stînga lui a aparline lui -Ef.
Observäm întîi cá a 1 p ') çi fie øo e E# astfel cù no < ø. Orice punct
n, e E situat într-o suficient cle restrînsã, veoi+ã,tate a lui øo este l¿ù stînga
lui a. De asemenea,, olice punct e;re E, verificá inegalitatea þ S nr'")
çi iteci este la clreapta lui ør. Rezultã, cle aici cá,'nue Ef, tocmai ceea ce
trebuia demonstrat.

1n mocl analog se detnonstireazá, propriotatea referil,oale la seg-
montele finale.

14. Sã, r'eveninr acum la stucliul supromelor çi nraximelor func-
liilor (za+).

Avom urmä,toarea
TEoREMÄ 7. Mul!,imea supremelor ,unei, Juna,tü (mnl f : Itr -+ IR ¿sl¿ :

L. satt, un segment i,ni,tial, at, tui_E#,
2. sa,u, tr,n sagment Ji,nat al, lui, E#,
3. sau, roun'irea unui segment i,nò!,ial, çi, ø al, al,l,'ui, Xl*.

^ Dacä firnclia este monotonã, propriota teorenra 5.
In caztl contrar, fie (-E',lDr) o d.escompunero suburqllimi
consecutive, und.e Er, D, nu sînt vicle pe prima funclia fiincl necrescã,-
toaré, iar pe.a d.oua neclescrescä,toare. Atunci clin E : QtlJ E, (gi fr, (1

ñ Ez:7¡) rezultä sá sup E :rítùx (sup-4r, sup .E'r) qi proprietatea se
decluce aplicîntl lemele 4 çi ö. Se vede cå sîntem în cazurile 1, 2 respoctiv 3
ale teoremei 7 rlupä cum sup Er) , < respectiv : süp Zz.

I-¡a fel se clernonstreazä
Tnonnrr¿ 8. )VIugimea mauimelor unei func!,ü, (m\ J : I --> IR ¿sf¿

sau uid,d, sau neaid,d, s,i,:
L. satt un segment ini!,ial, al, Iui, E,
2. sau ttn, segment Jinal, ø1, Lui, D,
3. sau reunirea unu'i segment,in s'i a wmu al, ltui II .

^ Cit_itorul silgur poate d. re sã, ilus z posibil.
{1 91zul oremplului 6, [0, este m mãlor çi
[0, 1]U [2, 3] este mrlllimea uncfioi.

Infimele gi minimele funcliilor (zra-) se bucurä de ploprietäfi ana-
loage. se pot irçor enuntra analoagerd i"ó""-"1ã.;"?liá.'

Lemele 4 si q se pot extinde la intersocliito unei m.llimi cu unintelval. Recomanclã,m cititorurui sá stucliezo aceste oxtincleii, po caJro,
d.ealtfel, nu le vom folosi in aceastã, lucrare.

În cazul cîncl func.fia este strict (nz+) sau strict (zn,-) se pot oblinorezultate ceva mai p.ecile. o astfel ae múctrie ,ro port" ávea 
^urai rnultde douä, puncte cle minim çi mai -uli-ãe rtoria p.nöte ae maxim. pentru

TIBERITJ POPO\/¡CIU 10
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^') Aceastit int,galitate sc l-azeazä pe pr.opr.ictatca ul Ç .e:¡ ã+f q 6+Èrì) Accastit inc¿âlitîtc se bazcazir n; iffilfi;;;ã sup.ei < inf -8".

7 -c.1?40
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!i:l' å1iîi,*ff iåffå:if åä-ìi'f fr
si de suprem.' EåemPtuL 7. tr'unclia

l@):
a co pentu n e [0' 1[ U 12,3J,

1 pentru ne{L,2},

- oo pentru Ø € lI,2 l,

13 çIfÙURTI CARE TIIND CÀTR,Þ NIUMÀ-RÌIL,,e., 99

reøul,td, cd' aoem çi'

(77) b < max(a, d,), c <rnax(ø, d,).

lntr-aclevã,r, din (16) rezultä .)

max(b, c)< max(max(a, c), max(b, d)) :
: nìax(mâx(b, c), max(a, d,)),

tle nnde so deduce cã, nax (b, c) <_max (a, d,) **) çi cleci inegalitã,lile (12).
Proprietatea se poate genelaliza prin
L¡n¡r¿ 7. Ori,care ar fi i,i, k e IM, unde i < j <k, d,in i,negalitd,li,te

(18) sv+r ( max (su, su*r), v :11 2r..,rk - 2

r eøultã, í,ne g ali,tate a

(19) sj < max (s¿, s¿).

Demonstralia se poate face prin induclie completä. Ävem k - i, > Z,
Pentru k - ¿: 2 nn e nimic de I inogalitälile (fS), þO¡coincicl. Sä presupunem acum este 

-adeväratå pôritrú
k - i, = n (! 

= 
2) çi sä arätäm c ratã, qi pentrq k,-- ¿ :

=n.+7. 
Sã,,presupunem d.eci cä avem k-¿:nfI@>_Z). Vom

clistinge rnai d.eparte d.ouä caztxi.
Caøul, I. ,i3n,k -¿ _1- n.Dacá,punem

o:Sit b:S¿ s,-,).
s, < max(s,_r'

Cazu| Z. acum
Þlltrêlrì ¿:su, s¿r s¡)r8r_r ( max(s".,

Cu aceas

18. Putem acum onunla
- Tnonnru¡, g. r..q 

"ond,i,tie 
necesard, çi, sufi,aientã, ca çi,rut, (su)i:r,unde n 2 3, sd, fi,e suiet 1m.j este cã-inrgoii,totuå,

(20) su+r ( max(su, su*r)

-2.

remei g.
inegalitälile (20) sînt printre inega-

---_ rlJ ;!¡.i*ti"" max este asociativä Fi comutativã., Av.rn c < n¡Íìx (o, ¡) ê ; ¿-;. '. '".

este o funclie (rr,+). I\[u$imile punct'elor de infim, -d¡ 1in-rmr.¿-g.t]P"97
;i;""",;;'il.i'ìt, 'i".p"ä11;; 

ii,bj' fL,,2l, L0"ll1^u"l?'^'a,1, [0 '1 [u l2' 3)'
' Nu ne vom ocupa mai pe lat'g cle ast'Ïel de lunc¡l'

S ¿''

16. Un çir finit clo numore reale (su)i:t
pe sectiu¡ea 1, 2, ' . .,, n
ä.e numere reale (s')f,:t
naturale. I-,a çirurile fi

çir (na), un çir (zt¿*)r 9*
(zra-), cluPá cum a,ceasta
ie sdiict 1m*), o funclio

) sau (s")f:t esto càra)c-

terizut cte inegalitäfilo

(14) uY., 
t, < Ûrax (sr, s¡,),

iar un çit strict (nr,+) tto inegalitálile

(15) u.Y.* 
t, < max(so, so)'

$irurile (n¿-) çi çirurilo strict (øa-) sînt caractuizatø tte inegalitã'li

analoage.
pentru motivele urá,tatø în $ 2 esto suficient sã, stuetiem numai

çilruile (rz¿*) çi çirurile strict (zit,+).

17. lnainte de a mergo mai d.eparte vom stuttia cîteva proprietáli
ajutátoare.-''-- 

Lt*tn 6. Dacd, a, b, c, d, sl,nt nu,nxere real'e, d'in

(16) b < max (a, c), a <max (b, d)
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Ð ,, cîntl al inegalitälitor (20),

fie strict (riz+), esto numai n - 2'

l,,r".rtt rnài lric" pentru r¿ d'estul

cle rnaro) decît f ''1, Puntru n )3'' \3/
19. Vour face tlouä observäri
Obseraarea r. r.,îprimã vedute ma I se poato

extincle 
uØ YLL'L\' t .(mt D: c1 alle

cuvinte 'l' 
nentru toate

valorile úíf,snu infinit)

este un
Dnemqtl,ul,8. Sä presupunem cá s1: sz: s5,: so: Ir 83:84:

: s.:0. Se verifiä,ïçór^cx, a,vêm' sui. f,-max-(t"tt"ll) peltru u -

=\',,î,ä;oli, 
il;#;;.î"" ir,, ss), sr iil^l (s,, s,) qi tleci qirql nu este

un çir (ra+).

lz3tr567
Fig' 3

tã, cle lema ? este analoaga unei

" 
€ '\tø lem'a ttt'i' Baire (a so ' 

vedeat ;;;"9:1n"f;îïåäi'i'1ï"åi'9
e
extind.ere este urmätoalea :

Fie (ø")'{l:, <* i tl un çil clescätor cle puncto pe axa' roalã' çi / o

fnnclie realã, rlefinitx:pá'aã"ste puncto. Avem al,unci u'mätoatea formul'd,

ae-riea¿" (a cliferen.telor ttivizato c1o orclinul 2)

1ì1 -z

(21) lfrt fru, fr*; 'f) -- E t"t'tt fiv1-L¡ fi"*zi lf'

undel<r¿,..,n1,-2sîntpozitiviqiintle-
penctenli tle egalä cu 1' Acoastä din urmã'

proprietate 2{ funcliei (constantei) /:1.
Ñoåa.tia dife nuitã" deci

la, b, c ; ll : ll' b- úl-L!t:)-l)',
cL-c

tø,b;n:¡t2=¡lbt .

Pentru orientarea mai bunä a cititorilor cläm çi valorile explicite
ale ooeficienfilor Yu,

(n, tu+z - tu)

(n*- nr)(n"- nr)
r v:Ir 2r.,,rlt-I,

.,.t fi,, ûrtt (*

Yv:
(nr, - nr-,.t)(nr*r-ar), 

v : *, n 11,..., m - 2,
(an,-n,,)(rnr-nr\

I

?
I

unde, în cazttl n : nL - 1, nu se pästreazã, decît primele m - 2 formule.
' 
Se vede cä, clacä tlifer:enfele divizate din membrul al cloilea al fot-

mulei (21) sînt toate pozilive, respectiv nenegative, diferenfa d.ivizatã,

Itr, üo, n^;lf cste çi ea pozitivã,, r'es' ectiv nenegativá. Aici se recunoaçte
o ánalogie cu lema 7 în care tliferenlole max (s,, 8¿) - s¡ al putea juca rolul
diferenlelor d.ivizat'e clo orrlinul 2.

20. Vorn da acum cîteva exemple tle çiruri (m).Dacá, funclia /:J?-+lR
oste o func!ie (m+), r'espectiv o funclie strict (mz+), atunci orice restringere
a ei pe o submu-llime a lui -4 avînd. cel pulin 3 puncte este de &semenea o
funclie (na+), respectiv o funcfio strict (zn+). Sä presupunem, în particular,
cã, -E confine toate numerelo naturale. Rezultá atunci cä çirul (l@))i:t
osts un Dil'(øø*), rospectiv un çil strict (nr,+). Do aceeaçi proprietato se
bucurä, çi çirul finit (./(v))i:' (m > 3). '

&øem,pl,ul,9. Pe l¡aza exemplului 4, çirul (3) este un çir strict (zz+)
pentru orice 1: dat.

21. În cazul çilurilor' (rzr ) sau stlict (na+), mullimea extromolor
se poate preciza. Pentlrr a ilustra aceastä, afirmalie vom face cîteva
observafii aßupra çirurilor infinitc (s,)i:t strict (ra+). În acest caz închi-
d.erea completä a mulfimii tle d.efinifio esto nS U {+ æ}, iar mu$imea
punctelor de infirn este for.matã, :

l-. sau numai din punctul f .o. Acest luclu are loc d"acã, çi numai
dacä çirul este descrescã,tor.

2. sau tlin cel mult d.ouä puncte consecutive alo lui lNf(tleci tlouä
numoro natulale consecutive), care sînt în acøst caz puncte de minim.

În cazul cînd. avem un siígur punct de minim, fie r,ätunci min s, : s,

ryi existä numai urmã,toarolø iloud, descompuneri în douä submq$imi
consecutive de monotonie opusã, a lui IM,

({"}i:i I {u}i:,), ({u}'":' I {u}i:,, ').
1n cazul cind avem punctele de minim t,rll, avem rnin s,:s,:
: s¡'.1 çi existã, numai urmåtoarele fr¿i descompuneri in átu¿ submul-
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limi consecutive de monotonie opusã' a lui 1lÛ'

({"X:" | {v}i:,), ( {u}i-' | {v}i:'+r)'

({"}ll" l {v}i-, rz).

xemplrtl qirului (3)' care esto un qir
1

ä Punct d'e minim' Pentru P t t
in
c

u
S
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convex' respectiv logaritmic conca'v
(rzr,-). Într'-actevã,r', dacã, su-12 8u11 ) 0¡'d.eci 

ded'ucem su 2 min (su-u su+r)r

orice v.
ã,toare :

iv çi logalitmic neconvex, respect'iv
|, rinde s¿+1 : 0, este do asemenea
tmic concav.
itmic neconvex, rospectiv logaritmic
tunci çirul (suru)T:r ests de asemenoâ
tmic concav.
numär natulal ( > 1), çirul

l

I

I

\;
I

I

n
(23) o-vk- k:0tLr...¡%

k

al coeficienlilor trinomiali, este logaritmic concav cá'ci inegalitatea

t >0, pentru k : \¡2,...rn - I.

u 9,+r : 0 sînt çiruti stricf @-).
ø este un numã,r Pozitiv, deci çirul

termenilor clezvoltär'ii trinomiale
r12(rf 1)tn;", - , ¡r'-t.l-r

r +2
, +t

a hú pt.
Avom c, 1 arrl tlacá P 1 P, çi c, ) c''" ducil P 7 P'i
Din formul" 

""åçiåtÏioítìiítí':"'írú¿ 
åä'i < n') t i j, t' n : t' 2'' ' '

Àvem prin urmar";;,-¿-To,¡1t t'::rt2,"' Dat'ä:rr aú'tat' la nr' 3 cä'

r¡, este o funclio crescä'toare cle p çi care tinde cã'tre f oo cìnd' e --+'

Rezultä,darcäfuncliainversäaluir¡'estecleasemeneacresoätoareçi
1

tincle cã,tre ! cîn¿ r¡, tinde cátre * co. De aici se decluce cä çirul (P)i='

este crescátor çi tind'e cátro I n"ott" r -> f oo'
2-

Avem, în fino, mjn c, : Úr pentrú þr-t 1þ 1P"

22. l]n ¡ir finit (s")i:1(rr' 2 3) so zice ogari't'mi'c mecorÙ1)efr' respectiv

togaritmí'a co11'co"1) clupä cum avem

(22) s! ¿ su-rsu*t, respectiv szu > su-tsu*t

pentru Y :21 3,''', n' - 1-'

pentru n >0.' Coo*ictera.tiile precetlente se pot extind.e qi Ia çiruri infinito _(s")i=o
logarit-mic nã;ótì. tt""u', respectiv logäritmic concavo în'care caz inegalitälile
(22) sînt aclevárate pentru v : !¡2,t. ..

I-.¡a fel so pot åefini qi stuclía çirurile logaritmic neconcave çi çirurile
logaritmic conyexe.

23. De multe ori so poate domonstra d.irect, aplicîntl clofinifiile 1
qi 2, cä, un çir finit sau infiñit esto un qir {na). Ne limitäm sä cläm numai
un caz caïe o&ïecum genoralizoazã, exomplul 11 d.e mai sus'

Enemgù,u,t, 12. Sä consicleräm çirul infinit

þr:
(;

n

T
h:0 )"r1r,."*1-1o

I'
(7l n) :

(24) Y-:l(;)1, t¡:0,!¡..

uncle ø este un numär real diferit d.o
Dacá,n: - lqirulesteco

Sä presuprrnsm d.eci bn n+ - t.
Tr)y¡,+r revino la k {I <ln --t?tog, ft * 1: ln _hl (nu poato
çirut (24) esto croscätor, iar'dacä



çIBURú, CARE ITIND CÀTRE N|IJMÀRUL ,,8" 105
TßENI{Ì trOPO,VICIU 18 19

cätor. În fine, dacá, 2m - I <'tu <2m, -1. 1¿ 9"{9 z¿ este un numär
nãtqrat, çirul 

'(y*)if:6 este crescä,tor, iar çilt4.(Yr)L,', este desctoscã'tor'
nur"tt¿ däci cá,'íí"õontlifiile irnpuse iui m, $irut (24) este un çir strict (ra-).

s5.

24. În conl;inuarea, ultimelol rlnduÌi ale $$ precerlente, rearnintim
oä existä ttiferite demonstralii aça zise ,,oletnentaro" pontlu proprietãlile
eá girul (1) oste croscã,tor, iár çirul (2) este clescrescã,tor. Demonstraf-iile
sînt slemàútaro în sonsul cã, so comparã, direct, 1á'tá'a face apol la tnetod.elc
oalculului diforenfial,^doi tormoli consecutivei ao,- ø,+r -!aP bu, bnnt..ãi

çirurilor. consid.erale.'În iliferite tratate çi culsqri d.e analizä, Putem gã,si

äsuor"o"r tlemonstralii directe. Multe sø bazeazá, c_a tte exqniply. în cursul
sâu po alte inegalitã,fi analoage.
i de calcul tlin Clujr rnatemati-

,{lexandru I,UPÄS au dat asemenea,

tonia çirului (3), în cazut'ile tt: | ,li

1
n : - care ne rnrereseazã, în rnod deosebit. Vom d.a aceste detrronstraliit
-q

r)

în unele pärli pufin modificate çi sirnplificale,^.urmj3d ca domonstraliile
nernoctifi&¿te a,le 

'autorilor citali rnai sUs sã, fie acláugate mai jos sub
semnäl,ura lor.

21. Caøul, e : +. Pentru a clernonstra cä, în acosl, cazr qi'ul (3)
2

oste rlescroscä,tor esto suficiont sã, demonsträrn cã, avem c?o) czn+t penl,lu

n 2 !. Dacá puno r*tt, :1 + -= :':-+:r aceast'á inegalitate revine la'n+L tt'lL

care, prin Simplificäri succosive, se atatä cä rcvino su.ccesiv la

0,, * Zt-Tl- u + Jyfl- >u". 2n *! u +- zn' -f L ),*2,- ' Zn(n f L) Tnþt, + 1)' Z'tt' \tr'(n' )- 1)

?,n + t, !f-__Ð", t¡z lsra _f- I ) o.
DOù4

704

(25)

(26)

â,VOln

Ultima inegalitate este evidentã, çi cu aceasta proprietatea oste

demonstratä.
Sã, so obsorve cã, inegalitatea (26) rezultã, din aplicarca forrnuloi

binonului la suma a dou.ä nümero pozitivo çi re$inerea a numai 4 tsrntoni
<lin rnonbrul aI d.oilea.

Metoda so poato aplica çi pontr¡. caz'g'l 1t -'1- Irrog¿1¡¡rt., tlo
d.enonstrat osto atunci b.,, )b,,¡1, ca,ror ctl notaliile de nlai sus, rovine la

3+1

Iu+_ _
n(n, |¡1)

1L 1-l
> U,tÙ1-2.

l)ar

? * aì;,,) ) 1trn*r' * 
U 

,ro \i xft'rr * 
t' U" 2 Untz,

lLn

ul
)'' 

n'
2'!-!J rr'**"

11,

1

n@*r\

ultima inegalitate fiind. succesiv ochivalentä, cu

u + ! 2u2, (tr,+ 1), > ta(n, | 2) : (tr,-l- 1)2 -- 1,
,IT

caro este evident.
Doaltfol, otlatá demonstrat cã, çirul (3) oste doscrescã,tor pontru
1

It : I si observînd cä avem
2-{vem însã,

(" n rrÌ+t)"" ) rl'¡t t.z * T 
u'" " + Wn+ - u"u +

- 2(2n J_1).*zù-t.
' gqz(1x J_t)z

Pentru a demonstra inegalitataa (25) esl,o su.ficient sä, aräl,äm cä,

uzn+z + 2 
*z*+r + 2r: + +*ro ¡ 29! -*-Ð- uzn-t >! !' 'ttrzn+z'

rù nt(n ! l) 3n2(nlL\2 m

rozultã, cã, el esto descrescätor çi pentru p > +.^2
26. Caøut, e : +.Pentru a atá,ta cã, în acest, caz çirul (3) oste

ù

1+l
n

1+.1
n

nfþ

)".* (' - *)

g1lsaptgr ne vom folosi de o exl,indere a inegalit lii lui Bernoulli caro se
oxprimä prin urmã,toarea
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L¿prw¡. 8. Dacd, n (> 2) este u,n nnmdr natural çi, h un nttmdr natural'
impør Sn - 7,'iat" 0 < I <I, aaem

(1 - À)' = å,- ')"(i) "
(pentru l,; :7t avem chiar inegalitatea lui Bernoulli)'

Demonstralia o putem faco prin inctuclie completá'

Pentrun:2,avelnnumaik:L þ(1 -
- t), > 1- - 2X caíe esto imodiatä. Sá pr prietatea
este atleväratá pentru rø çi sá o d-emonst

Avom, clacä 1 <h <n -L,

(1 - r.¡'+r = (å (- 1)"(i 
) ^") 

(1 - r) :

Dacä aplicäm lema 8 pentlu It : 3t averl

f, 1 1an+r,\1 _ 3-*3(3n12) 
-(3nI2)(3n*7) -l'-(;+rfl 'L n+t' 2(n +1)B 2(n]-7)t

n(2n4 14n"*ón2-tt'-2)
2(n I I)5

Inegalitatea

n(Znat4tt'sl6n2-n-2) m2

(n -11) (n t 2)2(n I I)5

rovine însä la

É ,- r," (" T 
t) 

" + (- 1)'.'( î)n..'= å,- t," (" T 
t) 

n",
ns ! nz - 6n - 4 : (n- 3)' f 10(rø - 3)' + 27(n -3) + 14 >0'

d.eoarece k este, prin ipotezä, irnpar. Avem cleci

caro esto verificatä pontru n 2- 3..
Inegalitatea (28) este deci adeväratä pentru tt' 2 3.

Dar inegalitat'øa (28) oste aùevá,ratá, çi pontru ? : 1 qi n :-2-,.cá'ci
pentrq acostã valori ale lui n e^ revino la 37:2 187 >2048:-: )tt, 227 - 73+2L7 728 >J,zgL40 - 63 : 317 respectiv.

Cu aceasta monotonia çirului (3) pentr* , : lesto domonstratã,.
,5

Totoclatä, din

lc n17
(27) (1 -r.,;"+r>E(-1)" lu.

v:0

Dacá,h:m: impar, aYom

(1 -L¡'+r>I(-1)"
nIl lv + l,¿+r,

11

)"."('*+)' "1+!
n

n l1) 11+-
n

v:0

de unrle rozultä inogalitatea (2?) çi pentru aceastä valoare a lui /c.

Crt aceasta loma 8 oste demonstratä'

Pentru a demonstra acum monotonia çirului (3) pent'ru f : 
! 

este

suficient sã, arã,tã,m cã, avem al, < csn¡r, deci

i)
rozultä cä çirul (3) esto croscätor çi pentru oricep . å.

11+-
n

31r+ . (' + ;-)*.r
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(28)
1t--

(n * L)'

pentrq n :1-r 2¡

'13il + 3 n2l>
I (n -t 1) (n -12)
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3n5 l- 1g¿r -l 42nt -i 49¿2 + 28n + 6 > íì1l5 -l 18r¿r i_42nt -t- 48¡12 r 27n I rì

sru n2 + rt > 0, cate cste o itrcgaÌitato cviclcnt¿l'

Àvcnt acttttr

|n cadrul Scmina¡rìui dc tco¡ia aproxirnårii cu aplicaÇii la calculttl numeric (colectivul
de inegalitä]i) al I¡rstitutÙlui tlc calcul din Cluj, s-a proprìs rtÌtnåtoarea proìrlcrnir: ,,sã. sc
gäscascå o demonstratric elcmcntarãt a faptului cä çirul

cstc clcscãtor".
ln cclc cc urnrcazã. p¡ezc¡tärn o soluiie a problcmei enttnfate, inleleglnd Ptin ,,dcmon-

stralie clerncntarä" un r,aliouamcnt cat'e nu utilizeazä notiuni dc calcul dilerenfial sntt integral.
Sc aratå irnetìiat cá e, { ¿z; pentru n } 2 fixat, så notå¡n

rar, pc clc altå parte, inegalitatca lni Bernoulli ne permitc sir scrienr

(, r 
"L)u"-{'* [(, 

* i]'-'--'l]-',,(, n;)*'*-''- (/L- r)
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('.+)'

, Ítc:QI¡-b¡, li:3,4,

SIRTJ'RII CARE TIND CÃa'IÌE lùUMltRIJ.L ,'a'

EJ

'.i

ASUPRA ;IRULUI

1+-

ú,t

l

,3

II.

II

33

d¿*t

23

(1) ,lî:4,5,

('.--)å

1

,n:7r2r...

.;)

t" * 1,,-

| , n:7,2,
l

('n rlJ".
1\"+ tn;J

('u ,-l ,)" ''

('* *)" "

)"
17)--
rl

de

Alexandlu LUPA$

/c-3
a/i =- ir + 

-,, 

¡,.: lc

Pc clc o parte,

71+--
II_ _ ._ : I,
1

1 -l- 

-.
n*1

11+-
n

úr¡: ¿¿u-,. 

^9-1 
[t

çi rozuìtå cá

o?n*,

û;

al+t
dcci_-_ < r pfln

ai
llr.rìraì.c 

attf't 
< 1. e.E.D.

du

('*th)'".'
('* *)".'
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ADDENDÄ

I.

sÀ. sl; ÂRA.Tn cÃ çrnul
11+--
II

t +.1
, rt -- 1,2,, . . DSTIì OUSCnESCÄfOR

do

Ioan GÀVREA

Sir dcrnonstr¿irn lntîi incgalitalca

('idï.n(n.,-2).
(' , l)"" 

('r- 1)2

Incgalitatca estc cchivalcntir cr¡

(,'l 1)2 (t * 'j-, n J"*n ' "1" t 'l (t * 
1)

lnmutlin<t a¡nbji r¡rcrnblii ai incgnlitå!ii 
"u 

(" 
;; 

1)', 
ob!inorn

{ï U[t *,ri)'"*' < ,r(, r ,,(t * *)
¡\vcnr

2n

/ t ì2Ìi.1 r 1 1 l2Ìt4
il(n -r2) 

[t t ;, ) -,r(, f 2)Lt *,* r -l ;,1,, * ,J >

> ,r(n +,r[(t n#)"'n ) 2(u + zl[r *,i)'"''. ,u, ]-,-
., ?(n + z\(2,t t- s) 

(, *,#)",*, . *fi.,
2(n )- 2) (2n { 3) (2n + 2) 71+_'n*1

2ù l-l
+

na(n f 1)e6

sau

n@* 2)
11-l--
n

-l- 4 1
1 -l--n+1

21t+ [ 2n l3n2-l 4tt* *-1
n

(2n + 3) (2n +
3(n f 2)nâ

lìfcctulnd calculclc sc obline

n(n f 2)
11+-
¡1 )'"''= (

71+-n*1
2n++ 3n5 _|- 18na -l 42tú I 49tt2 + 28n + 6

3n2(n -l- 2)

Iìånrîlre sä aråtärn cå

3n5 a 16ne I 42ns | 49ttz -f 28n l- 6 (n l- 1)4

It-3n2(n { 2)

Inegalitatca cste cchivalcntä cu

3¿5 + 18n4 I 42ns * 49ttzf 28n * 6> 3(n + 2)(n + 1)4
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sau

f=,(
1\L'-1

+-l > I¡¡-b*-t
t1 I

Prilr ttrntare din (1) r'ezultår

ah) ak-t I bn - I¡n-p h : 4,5,

adicä

!xk> Ík-Þ k:4,5,,.'
sau

(2) Íq) Í'þ Pentru q> P > 3

În palticular, (2) irnplicä fian++) ÍDÐ care este echivalent cu

, tliiË 6,r * 5 e

13ì lt+--l <L--\ ;J :'-¡(3n+4)'3n+4 (' . +)1
Deoalece plin efcctttalea calculclor sc poate aráta cå

729n(n | 1)5 < (9n2 f 15n { 5)3, n: 1,2, "'
adicä

(4)

din (3), (4) obliuetu

7
1-l--

n

6n*5<al+---.' 
9nQr f 1)'

3¿+l
6r¡-t5 9 f 6n*51

" - 

-1r*" 

+ Jn + 411 
+ rn(n + ÐJ

1:1+-',t+1I1+-
n

3r¿+ 4

prin u¡,nare 
[t 

* *)t'-t 
. (t * 

å)t"-t 
de unde ê¡7 1 €n41t n: t'2'

ce trebuia demonstlat.

P¡imit la re¿laclíe Ia 6 noiembrie 79f 4

, tocmai ceea

Instílutul de CaIcuI
Cluj

r

I

SUR I,'Á.IJIJUREDECER,TÁ.INESSUITESQUITDNDENTVER,S
IrE NOLBRE <¿tr

(RÉSUI\{É)

Dans ce travail on étudie I'allure de la suite de nombres (3) pour les dilférentes valeurs

réelles de p. Cette suite possède l,allure (m) étudiée pour nous dans les tlâ\'aux antérietlrs

[3,5].onétudieauxss2,3lesextrêmesdeslonctions(m)donnéesparìesdéfinitionsl
et 2. Au $ 4 on étudie ìes suites (m) finies et infinies et au s 5 on présentc dcs démonstrations

17
rélémentaires I pour les câs p : 

, 
.r r: å. 

t" appenclice pr'ése'tc égalcmc't d'autles

démonstrations analogrtes.


