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EXTENSION DE LA FORMDLE DE QUADRATURE DE NEWTON
D.V. IONESCU et P. PAVEL
D. V.Ionescu a fait une théorie de la formule de quadrature

de Newton [1] en partant de la formule de quadrature avec les noeuds
a,%.,b de degré d’ exactitude au moins 2, qui pour f € C® [4,b] est

5 x1_2a——b . xl—-a+2b
{ Sy = P — > fla) + PP - - (‘;"’_ —/m) " [+
+{o@ s man (1

a

Dans cette formule la fonction ¢ s’ obtient par un probléme aux limites.

2b
Pour x, = et

la formule (1) se réduit & la formule de type Gauss avec

le noeud a et le noeud at2

gf<x) =272 fla) + 7 (7)) + Sb@(x)f’”(x)@ @

D’ aprés le cas général étudi¢ daus le travail [1] la fonction g est positive
sur l'intervalle (2, b) et on a

h

— b — a)t — a)* ‘ .
.Scp(x)dx=( L Gl ¢
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% + b
POIII x1= a+

, la formule (1) se réduit & laformule de Gauss
%2 + b '

avec lle noeud b et le noeud

_b— ap(2a+ B - R

gf(x) =~ 0 + 5 ()] + gcp( R)f"(3)d @

D’ apreés le travaﬂ cité [1] la fonctlon $ est négative sur l'intervalle (a, b)

et on a ‘ .
b
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En ajoutant les formules (2) et (4) membre & membre on obtient
la formule de quadrature

“[f(a) + 3f (

b

{fa)ax =

a

2+ () ]+ RUT O ©)

olt

Nous sommes arrivés 2 la formule de Newton dont le degré d’ exacti-
tude est 8, parce que d'aprés les formules (8) et (5) on a.

b .

{ 13(2) + F(s)12% =0 | ®)

Si f = C%[a, b], on peut mettre l¢ reste de la formule sous la forme
b

R = 4@V (wdz. - ©)

a

et d' aprés ce qu'on sait [1] la fonction ¢ est négative sur l'intervalle
[@,b] et on a

) :
(b — a)

S¢(x)dx T a0

a

(10)

ce qui montre que le degré d’ exactitude de la formule est 3.

Nous avons eu l'idée de construire, en suivant la méme méthode, une
formule du type Newton (6) mais olt les noeuds intérieurs sont multiples
comme dans la formule de quadrature de Turan [3].

Nous traiterons dans 1l'avenir le probléme en général mais pour voir
T'intérét d'une telle formule nous 1’ exposons dans ce travail seulement
pour le cas des noeuds intérieurs triples.

Nous montrerons qu'une telle formule a le degré d’exactitude 5.

1. Considérons pour commencer la formule de quadrature de la forme
Sf(x)dx = Af(a) + Cf#%) + Cf'(x1) + C'F"(3) + BA(B) + R[f] (11)

oil ¥, € (a,b) .et les coefficients 4,C,C’, C”, B se calculent de maniére’
que R[x”]:Q, pour k=1,234 o

Nous calculerons particuliérment les coefficients 4, B qui seront impor-
tants pour ce travail,



EXTENSION D'UNE FORMULE DE QUADRATURE 83

En procédant comme dans l'introduction de ce travail, remplagant
dans la formule (11) la fonction f par f(x) = (¥ — 0)(x — x,)® et ensuite
par f(x) = (x — a)(¥ — #;)® nous aurons :

A — a)(x, — a)? = \ (x — b)(x — x,)%dx. (12)

et

B(d — a)(b — x,)? = S (x — a)(x — x,)%x. . (1A3)

ce calcule donne

4= 2<jliaa)a,{(_"1'.“ aft — (b — a)(r — @) + 5 (b — a)*{m — @) — (b—a)a}
(14)
.

20 — %) {(b — %) — (b —a)(b — x,)% % (0 — a)(b = %) — 1_16 (b—a)a}

2. On peut choisir %; de maniére que 4 soit nul. Cela a été montré
en général par D. V. Ionescu dans le travail [1]. On obtient
I’équation

(12— @) — (b — @)t — @t + 1 (0 — sy — @) = (0 — ap = 0

qui a une seule racine réelle comprise entre @ et b. En posant

% —a=(b—an
on a l’équation en # -
s _grp ty 1 o
u® — u? 4 4T 5 0 (15)

" dont la seule solution réelle est

1 140 ‘ B) — . /6)
1 _3_0{\/50(— 2 + 3 4/6) — \/50(2 + 3 /6);

Uy

Il

ce qui donne
=a+ (b — a)u, (16)
3. On peut choisir aussi. %, de maniére que B soit nul. On a
(b — 2 — (b — a)(b — 2)* + 5 (b — afi(b — m) — (b — )t =0
(17)
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En posant

. b— % =(b—a)

on a l’éguation
1 1

-2t -y —=—=0
+2 .10

qui est identique a I'équation (15). Elle a une racine v; = #, réelle comprise
entre a et b

Donc
X=b—(b—a) vy =0b— (b— au

Les noeuds #, Z sont symétriques par rapport au milieu de l'inter-
valle [a, &].

Gt r=(04a) (18)

En prenant dans la formule de quadrature (11) x; = %; que nous désig-
nons toujours par x;, la formule (11) devient
b’ b

[70adx = Cuflm) + Cif () + CL L") + BAO) — ( @)/ O(x)dx
’ (19)

a

On démontre que la fonction @ est négative sur lintervalle [a, b] I1
b

est utile de calculerScE(x)dx.

En posant dans Ta formule (19)

_(x—x)'(x—b)
fo) =——
nous obtenons
b

fomar = — BT — 20— o — m) + 5 0 — w0 —a)t —
—Le—mpp - L e—mre—ad 0
En remplagant le noeud x; par ?vz nous avons la ‘formul'e"
(A()in =4 f@) + Co flza) + Cif () + CE'f" () — (0() 7 ().

(@)
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oit la fonction ; est positive sur lintervalle (, b) et hous avons
b

fotain = L[0T+ 26 — 0t — m) + B —a)f @ —m) +

+ 50— 2 + (@ — =) ETH

En ajoutant les formules (19) ét (21) nous obtenons la formule

(/m)x = L 14f(@) + BAO) + Cuflm) + CLr'(m) + CLf" (i) +

12

+ Co flm) + Cif'lm) + Y ()] — | P22 o (o)

En tenant compte de la propriété (18) on voit que

b_ — . . . : .
S‘P(x) + ¢(®) dx =0 -
2

a

ce qui montre que la formule de quadrature de Newton-Turan (22) ale
degré d’exactitude au moins 4.

On démontre que cette formule a le degré d’ exactltude 5 parce qu'en
remplagant f(x) par (¥ — #;)%(x — #;)® on obtient la formule

61| ¢ (x)dx = (b — a)7[§) +2lou'§]aé 0.

(Manuscrit regu le 9 juin  1975)
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O EXTINDERE A FORMULEI IN CUADRATURA A LUI NEWTON"
(Rezumat)
In aceasti lucrare se conmstruieste, dupd metoda folositi in [1] o formuli de cuadra-
turi de tip Newton, in care nodurile interioare sint multiple. Rezultatele obtinute sint

prezentate in cazul nodurilor interioare triple. Se obfine formula de cunadraturd (22} cu
gradul de exactitate 5. -
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