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Introducere. a) Ecuatiile stratului limitd laminar, dinamic $i termic,
nedisipativ de fluid viscos 1ncompres1b11 in raport cu variabilele lui Mises
pot fi scrise, in domeniul D, in forma [4]:

= /U2 — GGy, (1)
x——ww GHy)y— 71— H: (2)

D={X,§|Xy s X s X, 05§ <0, $o; 0 =X, <X;, do(x) = finit)
G(X, 0) = Ui(X), G(X, 0) =0, G(X,, §) = G¢), 3)
(VUI—GHy)y=o = 0 sau H(X,0) = 1, H(X,, §) = HO(Y),
unde G(X, ¢) si H(X, §) sint functfiile necunoscute iar:
x=LX, § = \\VLtte, % = th U=\ T2—G(X, U), %3 = theo Uy(X),
1 = 1o + (ly — %)H(X, §), #o = const., 1 = ¢pTw = const.

b) Solutie automodelati (vecindtatea punctului critic, X — 0). S4 facem
transformarile, care introduc variabila de automodelare (similitudine) 7 :

E=X, 1=-2,6=UNX)W(X, ) )

si sd presupumem ca (vecinétatea punctului critic #, = ¢;%)
' da =
U,=C,X, m——-ysau T,,=Tm+aXY,( ZEJ (5)

unde a este o constantd de integrare (fie a > 0) iar y si C; > 0 sint con-
stante arbitrare date. Atunci, ecuatiile (1)— (2) se transformd, relativ la

Notatii :
% Y — variabilele Iui Mises (x, ¢ € R)
#,% =cpT — viteza in direcfia x §i entalpia in stratul limitd (7', temperatura)
Uy — viteza scurgerii exterioare ideale potentiale
v, @ — viscozitatea cinematica gi, respectiv, dinamica
o — numdrul lui Prandtl (ucp/A)
A — conductibilitatea termica
G(0), H(O) — functii date in secfiunea inifiald » = x,
a, vy, C; — constante considerate in (5)
w, 00 — indici: indicd valori pe corp gi la infinit
L — o lungime de referinf{d (data)
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O METODA DE ESTIMATIE BAZATA PE APROXIMATII STOCHASTICE

(Rezumat)

Lucrarea prezintid o metodd pentru estimarea parametrilor necunoscufi ai densitdtii de
probabilitate f(¥, «;, ..., o;) a unei variabile aleatoare X, in special pentri cazal 2 = 2, 8,
bazatd pe aproximatii stochastice. Se considerd o selectie repetatd v,, ..., v,, efectuatd asupra
variabilei X, si sistemul de ecuafii

M (oy, otg) = 98 (1)
n' X
unde M;(o,, o) = M(X?), m; = 1jn’ 2 ;\';., i = 1,2, pentrn cazul 2 = 2, i analog pentru
j=1
k = 8. Solutia aproximativd a sistemului (1) este

= R - s 9 = 2
e G + a, ; (m; _X“), w=1 2 ..t=12

unde a;, sint numere reale ce satisfac anumite conditii §i X, variabile aleatoare care au
aceeagi repartitie cu X. Se aratd cd estimatiile date de win converg pentru n, n’ —» 0, in
probabilitate citre adeviratele valori «;, §i se construiesc efectiv variabilele aleatoare X,
folosind valorile de selectie.
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functiile W(n) si H(n) dependente numai de % (independente de X), in
urmatoarele ecuafii diferentiale ordinare :

CAT—W W' + W' —2W =0; W(O0) =1, W(e) =0 (6)
_qH' =% (WT= W H) —vH; H(0) =1, H(w) =0 (7)

Ecuatnle ordinare (6)—(7) pot fi reduse la ecuafii cunoscute si rezolvate
in literaturd. In lucrarea [1] ecuatia (6) este redusi la cunoscuta ecuatie
a lui Falkner-Skan. In ceea ce priveste ecuafia (7), facem substitutiile

B i U =5z af |2
N =Y \/V S = {d%)

din care rezulti formulele
b= =), 1= =yCif(na), dn = VCif (na)diny

Ecuafia energiei (7), pentru functia H(xn,) — functia H(yn) din vecindtatea
punctului critic (stagnare), primeste forma
H' + of ' — oyf'H(no) = 0 ®)
H(Q) =, 1, Hlgwl =0
Aceastd ecuafie este rezolvati numeric in lucrarea [3] pentru ¢ = 0,7
si diferite valori ale parametrului y. Solufia ecuafiei (7), sau (8) poate

fi considerati ca inifiald, ecuatia energiei fiind de tip parabolic, in metoda
numericd a dlferen;elor finite aplicatd in rezolvarea ecuafiei (2).

Comportarea asimptotici a solutiei ecuafiei energiei pentru ¢ — 0
(suprafata corpului). Sa revenim la ecuatia energiei (2) in care si intro-
ducem variabila £ (Illingworth) si variabila C cu formulele

X

= X)dX, € = — 9
: S (X)X, C= L (©)
care generalizeazd transformarea (4). Fcuafia (2) primeste forma
o o gyt sl PR o Balulds 1
L S (U1 H‘)c Tum T (10)
HE 0 =1, (R =ETy/(Te — T)) (10"

Sd considerdm cazul particular £ = const §i sd presupunem ci in veci-
natatea imediatd a corpului peste care se scurge fluidul, pentru £ fixat,
avem

aE 0——a1\/c+bc {eI=10c¢] (11)
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unde : a; $i b, sint constante nenule, e > 0 este o mirime foarte mici iar
functia U/U, este analiticd in raport cu v si /i si, deci, in raport cu V2.
Ecuatia (10) devine, atunci, o ecuatie ordinari de forma

(@ +b)H" + (222 + b)H — 4kpzH(z) =0, z € [ = (0, \e]  (12)
(a = 2a,/0, b =2b,]0, by = 2k; /=2 H(O) = 1)

Deoarece aceastd ecuatie are pe 2 = 0 ca punct ordinar (a 4 bz # 0 pentru
z &€1I; a+#0)sicoeficientii lui H si H' sint polinoame, existi o solufie

a ecuafiei (12) — convergentd pe I — de forma urmitoarei dezvoltiri
asimptotice (z — 0):
4 -
Hz) =14+ > ¢ 400, zel (13)
s=1
in care coeficientii ¢, pot fi determinati prin verificarea ecuatiei (12) — ¢,

rimine nedeterminat (se dd numai o conditie la limit4).

Concluzii. Funcfia de temperaturd H este analitici in raport cu varia-
bilele z, \/T sau V{§. Derivatele dH/d¢ si d2H/d(® tind citre infinit cind
£ —0 (analog pentru {¢). Aceasti proprietate este in acord cu formula
transferului de cdldurd (Fourier). Admitem ci aceste proprietdti ale func-
tiei H se extind, in general, la toate scurgerile care au loc in vecinitatea
suprafefei corpului. Aceste proprietdfi arati ci ecuafia energiei in raport
cu variabilele lui Mises are o singularitate de tipul celei intilnite si la
ecuafia migcdrii $i cd in rezolvarea problemei distributiei temperaturii
in stratul limitd, prin metode numerice, se va folosi, in vecinitatea corpului,
o solutie de forma (13).

Comportarea la infinit a solutiei ecuafiei energiei (y — ). Compor-
tarea asimptotici a ecuafiei (2) pentru ¢ — oo nu poate fi gisiti in con-
difii generale. De aceea vom face, de la inceput, doud preciziri: (a) vom
considera solufii particulare, admifind ci comportarea acestora nu se
indepdrtcaza, in mod esential, de aceea a solutiei din conditii mai generale,
(b) problema este matematic corect pusd dacd ¢, < 0 (si U = U,, H = 0
pentru ¢ = ¢) 5i cd ea rdmine corect pusd si cind ¢ — oo, adicd si atunci
cind domeniul de integrare se intinde pind la infinit (sir de probleme
corect puse).

In planul (£, ¥) definit cu formulele (9), si considerim scurgerea
particulard din punct de vedere termic potrivit cu formula % = const.
sau T, — T = AE* (4, b — constante date) si si admitem ci dH/3% = 0
$i U = U, pentru §{ — 0. Rezultate numerice obtinute, de exp. [2], arata
ca spre frontiera exterioard a stratului limita se poate admite ci t,b/\/ E
X const.

Tinind seama de aceste ipoteze ecuafia energiei (10) se reduce, efec-
tuind calculele, la o ecuatie ordinari pentru H(Z) de forma

H +E°CH’ —koH({) =0, { > (14)
H =0 pentru § = M
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care are pe { = co ca punct singular neregulat. Comportarea asimptoticd
a solufiei ecuatiei (2) este datd de solutia de la infinit a ecuatiei (14) in
considerarea M — 0. Solufiile ecuatiei (14) sint

af?

HyQ) =0 Hy) =¢ e 1, {5 (15)

Daci k > 0, comportarea la infinit a solujiei ecuajiei energiei (10) este
dati de H(Q) = H,(¥). Aceastd proprietate se menfine si pentru & < 0.
fntr-adevir, integrala ecuafiei (14) cu H(M) = 0 este

ol oM
I{(C) - C—(l+2k) e & — e T

Czk

Cind M — oo ultimul termen tinde la zero si gisim cd H = H,({), { — oo,
pentru orice valori reale k si pentru toate valorile ¢ admise de problema
hidrodinamica.

Din formula asimptoticd H = H,({), { — o0, se pot deduce usor si
formule de comportare asimptoticd pentru solufiile ecuafiilor diferentiale
din vecinitatea punctului critic (7)—(6). Intr-adevir, cu U, = C,X gédsim,

dupd (9):
_Cixe po\/E Y 2 p_x,
E“2X’C 6y X n\/c,’k 2

Ecuatia (10) se reduce, astfel, la ecuafia (7) consideratd in domeniul punc-
tului de la infinit (cu W = 0). Comportarea asimptoticd a solufiei ecuafiei
(7), valabili in vecinitatea punctului critic (X — 0) este datd de H = H, (%)
si are forma

on*

H(pg) =7 "¢ 3, 4y 50 (16)

in mod analog se poate obfine din H = H,({) si comportarea pentru
g » p P
n — 00 a solufiei ecuatiei (6) dacid punem o =1, k=1 (y =2):
_nE
W =9t 2% n-—+0 (17)

(Intrat in vedacfie la 29 noiembrie 1975)
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THE ASYMPTOTIC REPRESENTATIONS OF THE SOLUTIONS OF ENERGY EQUA-
TION FOR THE INCOMPRESSIBLE BOUNDARY LAYER (von Mises variables)

(Summary)

In its first part this paper discusses the similar solutions of the incompressible boun-
dary layer equations (the equations of the momentum and energy) in von Mises’ form in
terms of the X, ¢ or X, n = (/X variables (§ — the stream function).

Then the asymptotic representation into the wall region (¢ —» 0), the point at infinity
() —>©) and into the region of the similarity (at the stagnation point) for the solutions

of the energy equation is given.



