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UN SCHEMA IMPLICITE AUX DIFFERENCES FINIES POUR LE
. PROBLEME DE LA COUCHE LIMITE HYDRODYNAMIQUE

par .

Doina Br#deanu

Dans ce travail on présente un schéma implicite aux diffé-
rences finies pour le proﬁléme de 1la couche limite hydrodyna -
mique, formulé dans les variables de von Mises, (X,¥).0n étu-
die la consistance et la stabilité du probldme & la limits dis-
cretisé.On montre que 1l'erreur de"troqcaturé est d'ordre 2 par
rappori aux pas du réseau.La stabilité locale du séhéma se dé-
montre en utilisant le critdre de stabilité de von Neumann.

1.Notations et énoncé du probléme.

X,y - - les coordonnées de la couche limite;

u - la vitesse du fluide dans la direection longitudinale Ox;
u, - la vitesse du fluide & l'infini; .

uy ~-la vitesse du fluide sur ia_frontiére extérieure;

L -une longueur caractéristique du corps;

y -le coefficient de viscosité cinématique;

X,‘P ~les vériables adimensionnelles de von Mises: X=x/L, 9V=
=¥\ La ,Y étant la fonction de courant donnde par
u= 39 /2% '

u(x,y),

U4(X) -la vitesse adimensionnelle w/u, et uis/u_;

G(X,)-la fonction adimensionnelle dans U=(Uf -G )

qzo(x) ~la fonction de courant sur la frontidre extérieure ;

D ~le domaine des variables de von Mises dans la couche li-
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mite: D= (X ,Xg)x( 0 ,i;).

Houé considérons 1'opérateur parebolique de von Mises défini

par: 2
(@) = o0& U= @ .’D_G_ ‘
(1) A - DX - 1 99/43

qui intervient dans l'étude du mouvement plan stationnsire d‘'un
fluide visqueux incomﬁioaaible dans la couche limite,[47] .
La détermination de la fonction inconnue G{X,Y) peut se

faire en’réaolvant le probléme & la limite suivent:

(2)  A(G(X,¥)) =0 , (X,¥)€Dcr?

(3) 6(x,0)=04(X), G(X,Y¥)=0, 6(X,,1)=a°(¥) , (x,%)e 2D,

ot G°(¥) est la valeur initiale connue de la fonetion G(X,¥).
Conformément aux approximations utilisées dans la théorie de
le couche limite et & la condition pour la vitesse sur ié corps
solide (en accord avec la formule de teneion tangentielle),le do-
maine de définition D(4) de l'opérateur de von llises peut etre
déterminé par: k ' '

'()ﬁG'(X#‘) ;

X,m k,1 3
D(4) ={G€C (p)ncks (ap)lq}_z’mo = ‘.oo, Xe(X,,5),

P22, G(x,o>=df(x>, G(X,Y )=0, G(Xy,¥ )= e°(~y)} ]

Le probléme & la limite (2)-(3) est un probl2me & un frontiére
libre par ce que ls fonction Q;O(X) est inconnue.En utilisant une

méthode numérique pour le résolution du problime (2)-(3) yla va-
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leur de la fonction de courant sur la frontidre extérieure de la
couche limite se détermine par la condition du contact lisse pour

la vitesse adimensionnelle U(X,Y¥),condition donnée par 1l'inéga -
1ité

U
4 | 5 l¢€ pou Wy |

od € est un nombre positif donné,suffisamment petit.
L'intégration humérique du probléme‘dc von kMises peut &tre
effectude en tenant cdlpto de la singularité de 1'opérateur A

pour le cas Y—> 0.Le changement de variables
| v
S, VT
e
8 l'avantage de transformer le domaine D de la couche limite dans
un domaine aux frontidres connues de forme rectangulaire, D =
=(X,,Xg) X ( 0 , 1 ),mais alors la fonction tﬁ” (X) se présente
" dans l'expression de l'optrateur de von Mises nodifi‘,

/

| @G,
(5) L(G) = - 22 7 \/
On obtient,alors,de (2)-(3),le problime opératoriel a la limite
suivant:
(6) L(G(X,’? )) =0 s (x,‘y)éEli

(1) 6(X,0)=0y(X), ©(x,1)=0, c(xo,7)=G°(7), (x,7)e ap ,

ol l'opérateur L a le domaine de définition

#
{

p(1) ={aeck ™ p)n ck'l(ab)[ 1ia 2 507
g ﬂ-vo ’371'

P22, G(X,00=01(X), 6(X,1)=0, &Zy,7) = 6y 7 SR

=00 ,XG\X ’xﬂ)
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2.La discrétisation de 1'opérateur de von Mises par un schéma

implicite sux différences finies.On considere 1'équation de von

Mises sous la forme (6) et on prend un petit intervalle X, X+ X

X ,Xy od 1'équation peut &tre écrite sous la forme intégrale

suivante:

X+AX
(8) J L('e(x,q])) ax = ¢ ,
ou o X XX

G(Z+AI,’7)-G(I,7)+‘I ) ax .

U
(=2pe + — ¢
RN M
Nous introduisons la fonction
/ .
(9) FX,m,c,a ) --jgiqw} + 1) G
' 1% O T T T T Oy

et nous remplagons le domaine des variations continues des argu-

ments X et 47 (le domaine du mouvement dans la couche limite) par
un réseau rectanguleire,c'est-a-dire par un ensemble discret de
points (noeuds): '
2 < -
]2 g{xn' "7.], 0% L, 2X,&Xy, 0= 751' X =X, *nAX,
'nj=jA'7; 2=0,1,...,\ W ¢ §=0,1,..., }-¢

En utilisant la formule de quadrature bien connus des trapézes
pour le calcul de 1'intégrale de la fonction F, 1'équation (8) se
transforme en’'1'équation implicite (aux différences finies sur le
réseaun DA ) suivante: »

: 4

5 Ax
. €arl,5 “8a,5 * T L Taex,

-—
—

ou: gn,j est la valeur approchée de la fonction G donnée par
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1'équation d'approximstion (o), &X, 7J)Q58n‘j j

Sv%&i_ .
fmﬁﬂn’“wm 3%1 .éj)gﬁﬁmh

'J et é' sont les opérateurs des différences finies centra-

1e. appliqu‘ca sur deux at trois noouda qui sont d4°' ardra@Yq)

Par conaéquont,noua pouvons attiacher au probléme & la limite (6)- l

-(7) le schéma implicite sux différences finiés suivant:

4 . |
tie ‘n+1,j5n+l.j-1'(i-'"_'_’bn+1,j)5n+1,jf°n+1,,j‘n+1,j+1“n,; o #
(551,2,000,9-1) }
' \
avec les conditions aux limites
8" ul(xn). &n,J =9, _n=0,%1,%,.,N
(13) v -
& cg S DO
ol
. p) /
| U (L L AP
.n'+k,j 2 ¥ n+k q}z
€0 oa'n-H’?
20,
(14) b X . = n u]_ k=0;1
ntk,;J W:; W+&
& 2 w/
_ i(4m) ( Y - Un+k £
cn""kni 2 ¥, ‘n+k wg
- = Ntk
AX

¥ 1 et
(15) 85,5780, 38, 5-1 (7 Pa 5805 a8, 00 T TR

5.L'erreur de troncature du schémas esurx différences finies.La

consistance.Seit Gn . F G(Xn,’vj) 1s veleur de la solution
e , !

exacte du probléme & la limite (6)-(7) dans le point (Xn.’yj)sqﬁ.

L'erreur de troncature an 3 est donnée par la formule:
»
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i 1
‘zn,j i Lx (465*1'5 E Gn)j) N ZEtA(Gn*’lnj) + rA(Gn»J) )
(jﬂ j‘(nﬁ - :

) ax -

1

].:11 xw 1’7
-3[z, Cnet,3) * 1,00, 9] .

l‘(x,?,G’} ,G

La consistance du schéma sux différences (12) est donnée par la

ﬁroposition suivante:

PROPOSITION 1.Si dans le domaine D les conditions suiventes
e ———— ~ \

sont zgmnliéé;

(an) - . ¢ec™™D), rmegz ;

(18) VE/D G’I et QF/D qn" sont bornées,

alors ie schéma gux différences finies (12) est consistant avec
T 7

une erreur de troncature d'ordre 2 ar rapport aux pas AX et A7.

To————————=_="CAAre ¢ ordre 2 par rapport aux pas et

Démonstration.. Nous utiliaerons les développements en série
de Taylor des fonctions de réaeau Gn+1,j-i et Gn+1,j+1 su voisi-
nage du point (xn+k’ 75) en posant,pour simplifier 1l'éeriture,

@ = Gn+k i k = 0;1.41l0rs,les opérateurs des différences cen-
4 . R 5 -
trales Jﬁ et ¢£; appliqués & la fonction G auront les expres-

sions:
; 1 am3 42 A
5,76 2 GﬂA? +3 <(A”7) d,7 6 + o(AT)
£a s 2, 1 4 45, ¢
Sﬂ @ G*m‘”’, * 12 (M/) d,7 ¢ + 0(A7 )

et 1l'opérateur iﬂ »de (11),appliqué A la fonction G , 8'dcrira

sous la forme é

2
4 il
4 (G)=F(X,'7 ,G ﬂ a a +o(417 ),G. 4+ —,Z d‘; G +0(A7£/))=
(19 ° [ 74 2 Wesolhe
' oF 3 1 »F .4 . 75
=X, ,8_ ,G )+——'7-(——dG+§-—~d G/+O(A’r/',
i nm 6 'aaq] ’ae,,m | .
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Si dans (16) on applique la formule des trapézes pour le calcul
de 1' intégrale et si on y aubstitue les oxprosaions (19), alors
les termes de la forme F(X, 7 4G ,qu ) se réduiront.On aéduit
mainternant aisément que ‘dans 1le domaine D dans lequel les con-
" ‘ditions (17)-(18) sont remplies,nous’ avons l'qstimat;on sui -
vante: ' . A » " g -
Enad 5.0 AR, AT
Pour obtenir ce résuliat,ﬁous avons tenu compte,dvidemment, du
fait que la rormuip'dds trapdzes introduit une erreur d'ordre 3
par rapport au pas AX. . ' ‘

Le schéma aux différences finies (12) eat, par conséquent
consistant avec une erreur de troncature d'ordre 2.

4.La_stebilité du schéma aux différences finies.Désignons
par gﬁ )3 la aolﬁtion exécte de l'dqﬁation aux différences fi-
nies (12) et par gn Jj "la solution calcu::e .Alors, 1'erreur de
stabilité a 1° exprossion L . “"8,5 - &n,j °

Nous déterminerona l'équation a4 laquelle satisfait l'erreur
zn’j,,en sﬁppoaant que lénachéma (12) est stable,ou que éette
erreur est petite (on peut donc supposer que les puissances de
1l'erreur %0, j sont négligeablea). A cet effet, en utilisant la
série du bindme od om peut se limiter aux deux premiers termes,

DOUB avons

. 1 Zn+k
Un+k,j i Un+k,j ~.B —E_——*J—
n+k,j
ou
*
2 1/2
Un+k,j = ( Upyx - gn+k 3 )

Nous allons substituer cette expression de U ,calculer

n+k, j

;-
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tous les termea et négliger les puissances de 2, Jj dans les

équations (12). On arrive a l'équat:.on aux différences finies

lnlvnnte pour l'erreur 3z_ .:

n,J
1 : ,
E 1 ) A) 0
r 77, %ok, Bnex g A i+g ) = O
' &Zo Aetyol Yomek gkt ’Jﬂ i ') ‘nfk’#‘ .
ol ; )
( 1) ¥* —~ _ (_1) .
d:n+k e Un+k,j + %n+k, j “Potk,§j !

A . *
, P
(21) arl®) = [ (¥ Yomsk SR § , —mtk, j P
% : . r i

n+k, j n+k, j >
o 3 ¥ T ’ zunﬂ:,j
[3(0) Pn+k,,j . )
n+k, j 2 U *
n"'kaJ
‘f(l) * e (1) 4
n+k,J ) n+k,3 n+k,J Pn-'»k,J '
i~ jan)? v ¢’
U I A R 5

pr X 28, i ra

n+k,j © Envk, i+l TCner,j Y 8nek, -1 .

En ce qui concerne la -stabil:‘lté du schéma (20) nous avons la pro -
position suivante: '

est remplie la conditien

PROPOSITION 2.3i dans le domaine DA
I i -
(22) Pn, 2-0 , ' m=0,1,050 -3 j=1,2,...,d-1

et 31 les fonctions qui interviennent & titre de coefficients

dans 1l'expression de 1'opérateur difféi-entiel (5) sont des fonc-

tions suffisamment 1isées;alors le_schéma aux différences (29)

est localement stable pour chaque valeﬁr du paremétre r du _ré -

seau.
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Démonetrat;on.mqus allons utiliser le critdre de stabilité
de von Neumann,en supposant que les coefficienia OC/‘/;:' sont
constants et en négligeant le terme libre.Nous cherchons, dans
ces conditions,pour le schéma (20) des solutions représentées »

'par la série de Fourier

o i X ,
im(J+e)A7
(23) 3 .. = Z v ..(m) e
nfk,,]fe = . iy -
En substituant (23) dans (20).,on obt’ .. la condition suivante:

vmi(m) = @ (42,477, o )Avn(m) , m€EZ,

ol le facteur d'émﬁlificﬁtion G a i'ex;iroission:

@(aX,Ap,m)= -((// 2 :__.d'(” imsAﬂ)WZ 0[(6) msm;)-1

aon+1s--4o1 ,J wn 8=-40,4 B

Pour le facteur d'amplification on obtient une nouvells expres-
sion par la aubatitution des coefficients: & ,donnés par (21)
et & la suite de calculs élémentaires.Si en outre,nous utilisons
le fait que les fonctiona'U(x,‘y) et ()‘;(X) sont lisses, lea
coefficients de 1l'opérateur différentiel (5) ‘peuvent &tre rem-

placés au voisinage d'un noeud p;r des valeurs constantes,c'est-

o~ g a
-h -d:Lre que Un+1 )i Un,j et aon+4 ‘7‘; -Nous avons donc:
@ S
(24) G(r, ¥)=- (a+—28, pij(a- 2R, ;)1
a5 . 4 : .
Y=nA'y, b=-2nna-slnt .
*
a=20 Y-(2 U v —Bad v >0
n,J eas - n,Jj 2 U* . ) ¥ "n,j :
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La condition de stabilité de von Neumann , [27] ,exige que pour
chaque Y on ait | G[< 1.0n peut constater aisément, en utili-
sant (24),que cette indgalité est vérifiée quelie que soit 1la

valeur da paramétre r du r&seau, avec Y arbitraire, si

(25) al 0.
Or, l'inégalité (22) nous assure que la condition (25) est rem-
plie. juoy . ' '
Le staebilité locale du schéma aux différences (20) est ainsi
complitenent démontrée. ¢ ' e
Remarguoa.l .La condition (22) est remplie daens une région
assez vaste situde & lfintérieur de la couche limite, [1.].
2°.La consistance et le sipbilit& du schéma aux différences
implique, contonméﬁent su théorkme de Lax, [2],[3] , la con-

vergence de ce gcﬁ‘ma.
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