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UN SCHEMA IMPLICITE AUX DIFFERENCES FINIES POUR LE
PROBLEME DE LA COUCHE LIMITE HYDRODYNAMIQUE

DOINA BRADEANU

1. Notations et énoneé du probléme.
%,y — les coordonnées de la couche limite

u — la vitesse du fluide dans la direction longitudinale Ox
%eo — la vitesse du fluide a l'infini
%,y — la vitesse du fluide sur la frontiére extérieure

L — une longueur caractéristique du corps

v — le coefficient de viscosité cinématique

X,V = les \Eriables adimensionnelles de von Mises: X = %/L,
T — ‘IiJvLUm ¥ étant la fonction de courant donnée par
u'="0%/dy.

UX,Y),

U,(X) — la vitesse adimensionnelle #/u, et u,/uy

G(X,¥) — la fonction adimensionnelle dans U = J U -G

¥»(X) — la fonction de courant sur la frontiére extérieure

— le domaine des variables de von Mises dans la couche limite :
"D = (X, Xy) X (0, ¥o)
Nous considérons l'opérateur parabolique de von Mises défini par

G e 0°G ;
AG) = — — U} — G— 1
() mmiar (o (1)
qui intervient dans I’étude du mouvement plan stationnaire d’un fluide vis-
queux incompressible dans la couche limite, [4].

La détermination de la fonction inconnue G(X, ¥) peut se faire en résol-
vant le probléme a la limite suivant:

AAX, ¥)) =0, (X,V)e DCR: (2)
G(X, 0) = U§(X)," G(X, ¥&) =0, G X,, F) =G4, (X; ¥)<9D ' (3)

ot G°(¥) est la valeur initiale connue de la fonction G(X, V).
Conformément aux approximations utilisées dans la théorie de la couche
limite et 4 la condition pour la vitesse sur le corps solide (en accord avec la

formule de tension tangentielle-frottement), le domaine de définition D(4) de
I'opérateur de von Mises peut étre déterminé par

D(4) = {Ge Chm(D)\C1(3D)| lim & ) —
¥'—0

VXe (X0 Xy), p 22, G(X,0)=U3 GX,¥s) =0, G(X,, ) = G°(‘I’)}
Le probléme a la limite (2)—(3) est un probléme a une frontiére libre parce

que la fonction ¥ (X) est inconnue. En utilisant tine méthode numérique pour
la résolution du probléme (2)—(3), la valeur de la fonction de courant sur la
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frontiére extérieure de la couche limite se détermine par la condition du con-
tact lisse pour la vitesse adimensionnelle U(X, '¥), condition donnée par I'inéga-
lité
U
"% <e pour ¥=W¥, (4)

ot ¢ est un nombre positif donné suffisamment petit.

L’intégration numérique du probléme de von Mises peut étre effectuée
en tenant compte de la singularité de I'opérateur A pour le cas ¥ — 0.

Le changement de variables

E-_—.X‘n-: ¥

¥, (X)

a 'avantage de transformer le domaine D de la couche limite dans un domaine

aux frontiéres connues de forme rectangulaire, D = (X,, X ) X (0, 1), mais
alors la fonction ¥ (X) se présente dans 1'expression de I'opérateur de von Mises
modifié, qui prend l'expression suivante

LE) =% X2, % L JjT—¢%° ®)

On obtient, alors, de (2)—(3), le probléme opératoriel & la limite suivant:
LGX, ) =0, (X,n)eD (6)
G(X, 0) = Ui(X), G(X, 1) =0, G(X,, m) =Gn), (X, )< aD, @]

oll 'opérateur I, a le domaine de définition suivant

Bi) = {6 = cxm(B) N cml(aﬁ’)uim"’_’ﬁ‘:_’l) yy
n=0 0

VX € (Xo, Xy), p 22, G(X,0) = Ui(X), G(X, 1) =0, G(X,, v) = G"(n)}

2. La diserétisation de I’opérateur de von Mises par un schéma implicite
aux différences finies. On considére ’équation de von Mises sous la forme (6)
et on prend un petit intervalle [X, X 4 AX] C [X,, Xy] ot I'équation peut
étre écrite sous la forme intégrale suivante

X+AX
{ LG, wax <o ®)
) |
ol
X +AX - i
GX + AX,1) = G(X.n) + g@zwrmaﬁqu'

X
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Nous introduisons la fonction ;
T U !
F(X, 0, Gy, Gm) = v_ nGy + ‘F—,va (9)

et nous remplacons le domaine des variations continues des arguments X et y
(le domaine du mouvement dans la couche limite) par un réseau rectangulaire,
C’est-a-dire par un ensemble discret de points (noeuds)

DA={X,,,v;J.|O<X0<X,,<XN,O<n <1, X, =X, + nAX,
-q].=jA~q;n=0,1,...,N;j=0,1,...,]}

En utilisant la formule de quadrature bien connue des trapézes pour le calcul
de l'intégrale de la fonction F, 1’équation (8) se transforme en 1’équation impli-
cite (aux différences finies sur le réseau D,) suivante

Ax 2
Ent1i = Gn i g ’;)fﬂ-k.i (10)

s

ott
gn; est la valeur approchée de la fonction G donnée par 1'équation d’ap-
proximation (10): G(X,, ;) = &nj;

Sgn : S’g” ,
fn+~.f=F(X»+», by R *’“")Efugm,,-); (11)

2An Aq?

3, et 8} sont les opérateurs des différences finies centrales, appliqués

sur deux et trois noeuds qui sont d’ordre (An)2
Par conséquent, nous pouvons attacher au probléme & la limite (6)—
(7) le schéma implicite aux différences finies suivant

1
An+1,i8n+1,5 — ‘7 = bn+l,j})gn+l,j + Cus1,i8n+1,5+1 + Snj =0 (12)

(4=12,..., J—1T)
avec les conditions aux limites
Gan=1U3(X,) g ;=0 #=0,12... N (13)

gO,j——'G?'p j=011:21 ---n]

ot
i(An)? (W Upit, i
Buih = __4(An) (_oo) 4 'n+ 9
2 ¥y s+t Yoo,n+k
b e 2U"+k..1'
n+k,j — '—;' ——
‘Yoo,»+k
__ j(An)? (%o Up-th,i (14)
Emiig o | g
2 ‘Yoo n+k ‘Foo,n+h

1 AX 5
Sn,j = @n,i€n,j-1 T (7 = bn.:')gn,f + Cu i8mit1; ¥ = Gy (15)
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3. L’erreur de tronecature du schéma aux différences finies. La eonsistance.
Soit G, ; = G(X,, n;) la valeur de la solution exacte du probléme a la limite
(6)—(7) dans le point (X,, ;) € D,.
I’erreur de troncature 7, ; est donnée par la formule

G e
Ty = ] S fp(Gurr,) + falGri)] =
Xp+1
= 5 | FX, 0,60 G)dX — 2 [fa(Gurr.i) + falGn )] (16)
X

La consistance du schéma aux différences (12) est donnée par le théoréme sui-

vant :
THEOREME 1. Si dans le domaine D les conditions suivantes sont remplies :

(a) G = Chm(D), VemeZ, ;
(b) 0F|0G, et OF|dG,, sont bornées, alors le schéma aux différences
Sfinies (12) est comsistant avec une erreur de troncature d’ordre 2 par rapport aux

pas AX et Ax.
Démonstration. Nous utiliserons les développements en série de Taylor

des fonctions de réseau Gpyy,j—1 €t Gay1,j41 au voisinage du point (X,.ia, %)
en posant, pour simplifier I'écriture, G = Gn44,j, £ = 0,1. Alors, les opérateurs
des différences centrales 8, et 87 appliqués a la fonction G auront les expres-
sions

1
8.G = 2GaAn + < (An)*dG + o(Anf) ;
316 = GmAn® + — (An)'iG + o(An?)
et I'opérateur f,, de (12), appliqué a la fonction G s'écrira sous la forme

falG) = F(X, 9, Gy + T &:6 + o(MnY), G+ =2 216 + 0(An) =
(17)

_ A (OF gac | 1 OF ‘

F(X, 1, Gy G) + L (2416 + 5 50— 416) + olbn)

Si dans (16) on applique la formule des trapézes pour le calcul de l'intégrale

et si on y substitue les expressions (17), alors les termes de la forme F(X, 3, G, Gy,)

. se réduiront. On déduit maintenant aisément que dans le domaine D dams

lequel les conditions (a)—(b) sont remplies, nous avons l'estimation de l’erreur
de troncature suivante

w5 = 0((AX)?, (An)?).

Pour obtenir ce résultat nous avons évidemment tenu compte du fait que la
formule des trapézes introduit une erreur d’ordre 3 par rapport au pas AX.

Le schéma aux différences finies (12) est, par conséquent, consistant avec
une erreur de troncature d’ordre 2.
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4. La stabilité du sechéma aux différences finies. Désignons par g, ; la
solution exacte de I’équation aux différences finies (12) et par gn,; la solution
calculée. Alors, l'erreur de stabilité a l'expression z, ; = g, ; — a8

Nous déterminerons I’équation a laquelle satisfait I'erreur z,;, en suppo-
sant que le schéma (12) est stable, ou que cette erreur est petite (on peut donc
supposer que les puissances de l'erreur z,; sont négligeables). A cet effet, en
utilisant la série du bindme oii on peut se limiter aux deux premiers termes,
nous avons

1 %yt
B0

2 Usini

Uiy = Uniri—

Usini = N Ubnrs — &rini-

Nous allons substituer cette expression de U, calculer tous les termes et
négliger les puissances de z,; dans les équations (12). On arrive a I’équation
aux différences finies suivantes pour l'erreur z, ;:
71
1

3
k=0 s=-—1,0,1 ‘Fw,n+k

(18)

) *
(b, Pnth st T+ BS, 1€nthiks) = 0

(1) - ~ i
Wnthi= Untbrj+ Qniri= Buihj;

(0) ‘P' +k P.+k i (0) P.+k i
co, 1 n+k, ntTRrJg .,
Oy b= — (_1)k+l— + 217: b4 + ok i i ) = B” T ol 1S ;
¥ 2U:+Iz,j ZU;:-(-k,j

/ 1 * = S
tuhn; = Unirj— Gninj = Borni; (19)

~ 1(An)?
anini= = 2O (VW)

* * * *
Pn+k ARl 2g»+k,j I H e

En ce qui concerne la stabilité du schéma (18) nous avons le théoréme suivant :
THEOREME 2. St dans le domaine D, est remplie la condition

(a) g2 Q0 VS 001 hnsn N e s -augf el

e si les fonctions qui imterviemment & titve de coefficients dans Uexpression de
Vopérateur différenticl (5) somt des fonctions suffisamment lisses, alors le schéma
aux différences (18) est localement stable pour chaque valewr du paramétre v du
réseau.

Démonstration. Nous allons utiliser le critére de stabilité de von Neumann,

en supposant que les coefficients «/¥'%, sont constants et en négligeant le terme
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libre. Nous cherchons, dans ces conditions, pour le schéma (18) des solutions
représentées par la série de Fourier ; '

0

Znthits = O Unialmem0+odn, k—0; 1, (20)

m= —o0

En substituant (20) dans (18), on obtient la condition suivante
Uut1(m) = G(AX, An, m)v,(m), Yme Z

oll le facteur d’amplification G a l’expression

. . ¥ &
G(AX’ A”’]’ m) — "t ("Fgo,n+l E ag;s,)jew‘SAn’(Wzo,n 2 dﬁf-)i-l,j' : EW“A."’ .
s = —1,0,1

s = —1,0,1

Pour le facteur d’amplification on obtient une nouvelle expression par la subs-
titution des coefficients o, donnés par (19) et & la suite de calculs élémentaires.
Si, en outre, nous utilisons le fait que les fonctions U(X, ) et ¥, (X) sont
lisses, les coefficients de 'opérateur différentiel (5) peuvent étre remplacés au
voisinage d'un noeud par des valeurs constantes, c’est-a-dire que Uj,;,; = Uy
et ¥, n41 ¥ Yo, Nous avons donc:

G W) b (a + ‘ﬁ’_ 4 bi)(a . ‘I’% 4 bi)_1 (21)
ol

Y. = Ay,

a=2U;,,-cosY—(2U;,j+ E%)’ Usi>0; (22)

b= —2a,;sinY

La condition de stabilité de von Neumann, [2], exige que pour chaque Y on
ait |G| < 1. On peut constater aisément, en utilisant (21), que cette inégalité
est vérifiée quelle que soit la valeur du paramétre » du réseau, avec Y arbitraire,

51
a<0. | (23)

Or, l'inégalité (a) nous assure que la condition (23) est remplie.
La stabilité locale du schéma aux différences (18) est ainsi complétement

démontrée.
Remarques. 1° La condition (a) est remplie dans une région assez vaste

située a l'intérieur de la couche limite, [1].
2°. La consistance et la stabilité du schéma aux différences implique,

conformément au théoréme de Lax, [2], [3], la convergence de ce schéma.
(Manyscrit regu le 28 décembre 1979)
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e

0 SCHEMA IMPLICITA CU DIFERENTE FINITE PENTRU PROBLEMA STRATULUI
LIMITA HIDRODINAMIC

(Rezumat)

In lucrare se construieste o schemd impliciti cu diferente finite pentru problema stratului
1mit4 hidrodinamic, considerati in variabilele lui von Mises (X si ¥). Problema la limitid discreti-
zatd se studiazi din punctul de vedere al consistentei i al stabilititii. Se aratd cd eroarea de trume
chiere este de ordinul 2 relativ la pagii refelei, iar stabilitatea locald a schemei se demonstreazd

folosind criteriul lui von Neumann.



