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SUR QUELQUES METHODES ITERATIVES COMBINEES

par

ADRIAN DIACONU

Dans ce travail on étudiera une classe de méthodes itératives ob-
tenues par la modification de la méthode de Newton-Kantorovitch pour
éviter la résolution a chaque pas d’itération d’'une équation opérationnelle
linéaire.

On considére Papplication P: X— Y; X, Y étant des espaces de
Banach et l'on se pose le probleme de la résolution de I'équation :

(1) Plx) = 0

6 étant 1'élément nul de Y, c’est-a-dire de déterminer un x* € X tel
que P(x*) = 0.

Dans I'hypothese qu’il existe la dérivée de type Fréchet de P dans
un ensemble D C X, la méthode bien connue de Newton-Kantorovitch
pour la resolution de léquation (1) se rameéne A construire une suite
(Xp)no x,€ X, avec x, € X arbitraire, x,,, étant la solution de I’equation
lineaire :

(2) Pl(xn)(xfl+1 — xn) - - P(xn>; n = 0, 1, . e

Si pour chaque # =0, 1, ... il existe [P'(x,4;)]"! € &Y, X), (par
£(Y, X) on désigne, I'énsemble des opérateurs lineaires de X a4 X), on
peut exprimer x,.; sous la forme:

(3) Xni1 = X, — [P’(xn)]_l P(xn)J n = O’ 1’ e

Nous remarquons par conséquent que l'application de la méthode
de Newton-Kantorovitch se raméne a la resolution & chaque pas d’ité-
ration d’une équation linéaire du type (2).

Il_est bien comnnu que le probléme méme de la résolution des équa-
tions linéaires, présente, du point de vue practique, des difficultes téchni-
ques, méme au cas ot X et Y sont de dimension finie.

Pour éliminer cette difficulté, s. u'm dans [4] combine la méthode
de Newton avec la méthode de Schultz employée pour le calcul de l'in-
verse des applications linéaires. S. Ul'm considére un élément initial x, = X
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et une application linéaire arbitraire A4, = £(y, x) et il construit les
suites (¥,)m0, %, € X et (A2 par les formules: s ; '

n=20,1,...

(4) {%n+1 = X5 — An P(xn)

Apyr = A, 2E — Planss) 4,)

Dans le méme travail, dans I'hypotheése de Pexistance de la solu-
tion x* de 'équation (1), de I'existence de I'application linéaire [P'(x*)]1
ot de la vérification des quelques restrictions imposées aux données du
probleme, S. Ul'm demontre la convergence des suites (%) m=o et (A )=
vers x* et A* respectivement, Pordre de convergence .de la méthode étant
égal 4 2. Dans [5], 0. VAARMAN réusit 4 imposer des restrictions plutot
2 Uélément initial %, et a lapplication A,, en demontrant I'éxistence de
la solution x* de I'équation (1) sans les hypothéses de S. Ul'm. Mais la
convergence dans les hypotheses de Vaarman est lineaire.

Dans [1], [2] nous avons étudié la convergence de la méthode (4)
sans I'hypothése de lexistence de la solution de I'équation (1), en dé-
montrant cette existence, de plus l'ordre de convergence est egal a 2.
Dats cette maniére nous avons également considéré des méthodes itéra—i
tives obtenues par la combinaison de la méthode ‘de la corde et de Stef-

fensen avec la methode de Schultz en obtenant des resultats analogue,
les ordres de convergence etant I—jlzﬁ et 2 respectivement.

On a étudie aussi les méthodes obtenues par la combinaison des,
méthodes de Newton, de la corde, et de Steffensen avec la methode sui-
vante : T A

An+1 = An{-SE —3 AAn — (AAn)z} n = 0’ 1’

qui est employée pour linversion de l'application linéaire A, et qui a
Tordre de convergence 3. Par cette combinaison nous avons obtenu des
conditions plus larges pour la convergence. _

Le défaut de tous ces résultats est qu’on suppose l'existence de l'ap-
plication [P'(x)]7% € €(Y, X) pour chaque X appartenant a une sphere,
du fait qu’il exigent une etude qualitative des equations (2). o

Dans ce travail nous ne supposerons que l'existence de U'application
P’(x) pour chaque % dans une spheére et linversabilité de cette applica-
tion pour x = %, %, ¢tant I’élément initiel de la méthode. Nog's consi-
dérons également des methodes combinées, en employant pour linversa-
bilité des applications linéaires, des méthodes itératives a un ordre de
convergence arbitraire. Nous presentons un étude de I'éfficacité pratique
de ces méthodes en trouvant la méthode optimale dans un. sensqul sera
précisé. . po e S
On soit que la méthode itérative employée par l'inversion de Vap-
plication lineaire A : .

Ay —AE+B,+Bi+...+B)  ,_o12 ...
Bﬂ-}-l:E__AAn g h

4 lordre de convergence 7 + 1.
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Hn considérent la méthode obtenue par combinaison: avec la. méthode

de Newt\on—Kantorovitch on obtient la methode:
o 5

Koyt = %, — A, P(x,) a .
(5) By=E — P'(%,11) 4, = n=0,12 ...

olt %5 € X est un ¢lément initial ‘arbitfai}e; Ay Y X une aﬁplioation
linéaire .arbitraire. Pour »'= 1 mnous  obtenons “la méthode (4) et pour
r = 2 la méthode:

Spr = %, — A, P(x,)

©) {A — ABE — 3P (5 ), + (P(ra) Ay, T OLE

etudice dans [2], dans les hypothéses mentionées briévement ci dessus.

Relativement a-la méthode (5) et 4 1’équation (1) on peut enoncer
le résultat suivant: - i

THEOREME 1. St dans la spherve S = {x: ||x — x,|| = #} les conditions
sutvantes somnt remplies : R L ,

i) Papplication P X —"Y admet la dérivée' du type Fréchet, qui vérifie
la condition de Lipschitz, ¢’est-a-dive il existe un L > O tel que pour chaque
x, yeS »
|| P'(x) — P'(y)Il = LIl x — vl

ii) le point initial x, et I'application linéaive initiale Ay:Y — X veri-
fient les imegalités swwantes :

S PG < ey

[|E — P'(x9) Aoll < e

ou les mombres réeles c, et ¢, sont determinés par le systeme swivant :

7 . 2 )
7 (c1 + cs) [1 + ; (2¢1 + c3)” dv} as1
@ 3@y e =1 -

v=1

(2ey + co) 1A = ¢y
ol ‘ .
@ = max { = APl Plxg)], LI~ P(xo) A}

iii) le rayon de la sphére S vérifie I'inegalité

r_ (ad)
- 2¢,d ‘ z v(p1) |
7’/,,27’0: Cyl bt v=11 — a1 !
L{[4ol|(1 — ™) | L % (way |
bl o

v=1
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ot o= 2¢; + ¢, et
4 2 arti dr
In{c, + 02)‘1 + 3 (otd)"] d 1n
v=1 Cy
R Ind

=min }2, 1
4 = min —+ —

alors Pon a les propriétés suivantes:

j) les suites ()70 et (A,)n—0 sont convergentes,
jj) T'équation (1) admet la solution x* = S et x* = lim %,
jjj) 1 existe Papplication 4* = [P'(x*)]* ot A* = lim A,
jv) les inégalités suivantes sont vérifices :
! (d)”
n z
X 2c,d? V21— v
(8) llv* — =) = od e —exp
L”A()H(l '—dp P )) 1 — Z (ad)v
v=1
y N o @y
9 A% — A, < (4o 3 — ) — L
©) ] A 4l Y o o T o
Z' (ad)”
e T L ) . r wd)’
(10) 114 exp | == < (14%1] £ Al e o
1- 2 () v
induction mathématique,

Démonstration. En utilisant la méthode de i
.. on a les propriétés

nous démontrerons que pour chaque » = 0, 1,

suivantes :

a) %, €S,
b) e, = L2IAPIP ) = 0,d”" < ¢ @

3, = ||E — P'(x,)4,ll = u,d¥ < ¢ 477,
olt (0,)7=0 €t (p,)n—o sont des suites données par By = ¢, o= G et par
le systéme récurrent:
(62 -+ Onu”)[l + 2 (26, + w')“dv-z"]
v=1

I Opy1 =

l Ynt1 = (20,4 {ln)"Hd(’_l)Z”

pour # = 0, 1,

)
2’ (ad)” :
v _ D r 4
T el PRI Mg
1— 3 (ad)® ”
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~Les hypotheses du théoréme assurent que les propriétés a)—c) sont
vraies pour # = 0. En supposant leur valabilité pour chaque # < %k natu-
rel, on déduira leur valabilité pour n =% + 1:

En ce qui concerne la propriété a), nous avons :
k E
) N — Foll £ 25 (1200 — wll 5 25 AP

Tes hypotheses ii) il resulte 0 < |[|ld|| << {0 et par ce que c) est

vraie pour n < k, il résulte ||4;/| < 0 pour chaque ¢ =0, 1, ..., k, donc
la dividion par ||4ll; © = 0, 1, ..., k est possible et alors on a:
) ) 5 (ad)”
'\ 2c,d 2% i — ey
X — %l € — L ex X
141 = %l E(, T ol OF N
11— 2 (cd)y

v=1

X d(1 4 de=t L. drtY)
Mais pt — 1= (p — (P + 2+ ... P+ V) zk(p—1
Du fait que d < 1 il résulte que la série E (d#—1)" est convergente et sa
v=0

somrie est ———— . On aura donc la délimitation suivante:
T

14+ d 'y T < AT "dew_”<1‘fdp_fl

et
4 (ad)
Hxprr — %oll < - "El 1oty =7y, <7
BT i - g : "
1 — gl (ad)?
et nous en concluons %1 € S.
b} Nous établirons d’abord les inégalités suivantes :
L D
(11) Pl = — (141 PEe)l) + P IIE — P(x) 4,4l

(12) [[E — P'(xpen) Aenll (| — P'(0) Al + ZIAAPIP )17

(13) [|d]r] = 44l [1 + Z{(HE — Plx,) 4,1l + LHAkHzHP(xk)H)V‘l

TPour (11) on constate que l'on a:
HP(xe)ll S [[P(xer) — Pla) — P(x) (e — 2)l1 +
+ HBE)E — P (x,) A4l
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Du -fait que la denvee de P wérifie sur' S la condition de L1epsch1tz il
résulte :

1P(x) — Ply) — P'(3)(x = 5)Il < llx — olI*

pour chaque x, y € S. \(voif : [3] pp. 139). De Zry1, %, € S il résulte
(11) '

,{Pouf (12) on a: ‘
E — P'(%41) Ak+1 E— P(xpp) AE + B, + ... + B}) =
E — P'(%01)A, — P'(xps1) A,By(E + B+ .+ By =
B, — P'(x331)A,ByE + B, & ... + B/™Y) = (E — P'(xp,)A) B —
- P'(ap)ABHE + B, + ... + By Y =
+ B — P (23 )ABYUE + By + ... + By Y
et en ;:élltinﬁén;c de cette maniére, on obtenut :
E — P'(a1)Apin = Bi— P'(0341)4,Bi = B!
Du fait que :
1Bl < IE — P(x) A0l + LA P(x,)]

il résulte I'inégalité (12) et maintenant (13) est évidente.

En multiplient par % [lAr+1l]? (11), et en utilisent (12) nous obtenons
V'inegalité récurente suivante :

2
o1 =(pk + Pkak)[l + 21 (_QPk + Sk)v]’

V=

et de {14) on deduit:
Sha1 = (3 + 2p,)" 12

De Vhypothese de l'induction, il résulte:

Cpren S (60 + 0, ) [1 +2, (26, + uk)”d”"].dzkf‘ = Opad®"
et : o
Sip1 = (20, + 1, )r+]d(r+1)2' (20, 4 w,)r+1de- 1)2kpoh+1 T L Bt1
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Mais
2 ‘ )
N P L 2N 2
Oppy A2 2 =[(ek dzk‘?”k) + (e d’l"""”) (u,, & M‘)].
; [1 + 21 (29, + w)vdﬂk]
et i

- : i ™
’ R foht1 1
psy 2P (20, + o) do—zh d?k+ _pFH [(26 Fou) & 4'_+1Pk]
Du fait que: ! ‘ S
r 0, = art—2* et W = cod?* -2
on a: i :

Oy a2 < (e - cyc,) [1 + 2 (2ey + ¢,)° dv.ﬁk] (dz*p)fk
v=1
et § |
Hrt1 a? -+ < (201 4 cp) Y (dr ! —r)p*

Ma1s Y 2 1 et 1 <p 2 et on a: (dz—P)f’k < d2-? et (d'+1—p)1>*§ dr;ij,
et en éffet d** < d donc: ‘

. 1
By,1 AP < (2 + cycy) [1 + Zl (¢, + ¢)" d“} P
et L >
VT?‘TQL] d2k+?-—Pk+1 < (201 + Cz)r+1 drti-»

De la maniere dont a été défini p, il résulte:

. . 7 2
(p+-2) Indzln(c; + c) [1 + D (2¢, + cz)vd“]
y=1

(p—2)Indz In Bata?d?

Col

d ou il résulte:

2 |
(1 + ¢5) [1 +Z 2c1 T ]dw <1, (2 + eyt AP < gy

Il S ensmt
B i+ R+ B+
prs1 S 05 @ < ¢ AP et Sppq S w1 d¥ S dP

¢) De (13) et b) il résulte:

7

14| H[l — 2 (o’ ] < lduill = HAOHVI})[l&sZ‘JT(adP“)S]

s=1
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Du fait aue
0 < 5 (2d?) < 3 (ad)® €1
s=1 o ts=1 .

en utilisant l'inégalité entre la moyenne géométrique et la moyenne arith
métique, on a:

k 1 k+1

DD,
V01— X (adh)s
s=1

k 1= 41 <
I [‘ — 3 (ad?)s *
v=0 s=1 )

By PR oy & » e+
;2 X (ad”)s . 2ot N (@)

1+k+1v:03—1 — +k+1'5=1 v’:O
1— 2 (ad)? | 1— 3 («d)
=1 A =

3 i
Vu que D (@) = d2 [14 (@) + (@) 7 L (@) e (@) T <
v=0
< (@*#-1)¥ pour chaque i =1,2, ..., k, la série E(ds(i’—”}" est conver-

1
gente et elle a la somme: ———— Il en resulte:
1— dS(P 1)

k

2 @) <
= _ gs—1)
donc :
, (ad)s E+1
1 1 s=11 — gstr—h
1 .
k r 2 < + E+1 y
H[I—E(ad )s 1— % (ad)s
v=0 s=1 s=1

On remarque que la suite dont le terme général est:

r (ad)ys  JFH
1 =1 — dS(P"l)
k41

Vppr = | 1 +

1= 3 (ad)®
s=1
est croissante et convergente. On peut en conclure qu’elle est bornée et que:

7 («d)

: s§=:1 1— ds(p—l)

v, <limv, = exp
k—00

~ % (w)

s=1

pour chique : =0,1,2, ....
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La suite dont le terme généudl est:

1

Ur+1

k
Al S

s=1

1 4

est ausi croissante, par ce que —& =1-— 2 («d?*)® pour chaque
. Ug+1 =
kE=0,1,... et de u, <v, pour chaque £=0,1, ... 1l résulte qu'elle est

aussi bornée, donc elle est aussi convergente et

r (ad)s
. . Z 1 D
u, <lim %, < limv, = exp
— — 4
k=0 k—0 1_ E (ad)‘

pour chaque 2=20,1,.... k

De maniére analogue on déduit
14 E «d?”)* | < ex X’: O L
_O Py -0

Les inégalités a), b), c) étant vraies aussi pour # = k 4 1 le principe
de Pinduction mathématique assure leur valabilité pour chaque # naturell.

Du fait que les inégalités a) —c) sont verifies nous deduisons que
les suites (%,)7-0 et (4,)7-o données par (5) sont fondamentales :

En effet
; ntom—1 ntm—1
g — XAl = Z oo — %l £ Z A P <
i 1 2cldp 2c4 1 — 2
i=n L||A il L||A I ex , X
= [ 1= % (ady
v=1
X dtm(l 4 dpn+1_pn+ o+ dﬁ"+m_1—i’”)
et
n-+m—1 ntm—1
!|An+m - AﬂH = 2 HA;+1—* A,-H < 2 HA’H)HB‘H + HB‘,Hz NS

n+t+m—1

FUBI) £ O N4 [ad 4 (@d?)? + o+ (@d)] <

i=n

r

<l exp 3 P; 3 (xd?)’

s=1

6 — Mathematica 22 (45) 2/1980
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Du fait que d#"7'=#" < (@"0-0) =12 . m—1 et que la serie

1 . ’
(@*"p-D)i est convergente, et qu’elle a la sommel—m , il résulte

s

ue:
’ (ad)®

! 20,a?" Sg'l 1 — gste—1

B = il S : P
Lil4g|(d — d ) 1— 3 (ad)

s=1

Du fait que:
ntm—1 4 ; s (adp”)s
L &< LT ey
il resulte:

N (s ~  (ed)®
NAnym — A £ HAoHl:s};/m exp S; 1 _ #6-1

En désignent par x* =lim x, et par 4* = lim 4, et en passent 2

#=+00 #1—+-00

limite dans les inegalités de ci-dessus m — oo nous obtenons (8) et (9) res-
pectivement. De c¢) par # — oo il résulte aussi que 0 < ||4*|] < 40 et
de b) pour # — oo il résulte:

S |IA*(E [P(*)] =0

HE — P/(x*¥)A*|| =0
d'ou l'on conclut 4% =[P'(x*)]-1. Le théoréme est donc démonstre.

Remarques. 1) 8'il existe la dérivée de f}rpe Fréchet du second ordre
de I'applications P et ||P”(x)|| < L pour chaque x € S, la condition i) est
remplie.

2) Du fait que 14 37 (26, + ¢,)*d” > 1, il résulte (¢, 4+ ¢c,)d < 1 et
v=1

¢d, cyd, étant des nombres réeles et positifs on déduit o d < 1, ed < 1
par suite la condition ||E — P'(x )A,|| < cyd < 1 exprime lexistence de
Papplication [P (x,)]" et le fait qu'il est necessaire que .4, soit une appro-
ximation de cette application. L’avantage de ce théoréme est qu’il ne
supose pas l'inversabilité de P’(x) pour chaque x appartenant a une spheére
mais seulement pour I’élément initial x, Par conséquent, I'utilisation de
la méthode (5) dans les hypotheses du théoréeme 1 consiste a établir 1'exis-
tence de la solution de I'équation (2) pour # = 0 et a trouver une approxi-
mation 4,P(x;) qui corresponde a cette solution de telle maniére que la
condition [|E — P'(xy)4,|| < ¢,, sait remplie. Apres avoir trouvé Vappli-
cation 4,, on peut appliquer la méthode (5), en determinant la suite {(Fu) 0
et la suite (4,)7-, chaque A4, étant une approximation de [P(x,)174 et
par suite la propriété de I'équation (2) d’étre resolvable résulte pour 7 =
=1,2, ... de la démonstration du théoréme.
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3) D’apres les inégalités (7) 'ordre de convergence. de la méthods (5)
est 1 < p £ 2. Si les inégalitées plus restrictives suivants:

14

(C1r+‘02) [1‘4‘ E (2e1 + c)’d’| £ 1

v=1

- @ beyrd 1

v=1

(261 -+ 02)'+1d’—1 <oy

sont satisfaites, alors l'ordre de convergence de la méthode est égal & 2,
donc il est égal a I'ordre de convergence de la méthode de Newton a
I'aide de laquelle elle est obtenue.

Si les inégalités (11) ne sont pas .satisfaites, mais les inégalités (7),
le sont, d’apres le théoreme 1, la méthode (5) étant convergente, on peut
affirmer qu’il existe un nombre #, tel que:

L1421 P(E)]| S el

|E — P(%a)Au,l| < cod

ou d < 1 et ¢, ¢, vérifient le systéme d'inégalités (11). On peut tirer la
conclusion qu’il éxiste un n,< N, a partir duquel I'ordre de convergence

de la methode (5) devient égal a 2.
4) Dans le cas 7 = 1, le systéme (7) revient au suivant:

(e + o) [1 4 (261 + co)dPPd = 1
{ (2c1, + co)’d = o

dans ce cas, le troisitme inégalité est un conséquance des inégalités ci-dessus.
Il résulte des faites établies ci-dessus que pour les applications pratiques
de ces résultats le probléeme le plus difficile est le choix de x, € X et
de I'application A, € £ (Y, X), de telle maniere que les conditions ii) soient
remplies ce choix est conditionné par les constantes ¢; et ¢, On remarque
que si x, est déterminé et que si nous avons determine un 4, =& (Y, X),
tel que ||[E — P(x,)4,|| < 1, alors on peut déterminer & I'aide de la méthode
de Schultz un 4, = &Y, X) tel que ||E — P(x,)4,ll < ¢, pour chaque
¢, < 1. Par conséquent dans le couple (cy, ¢,), ¢, > 0 peut étre arbitraire-
ment petit, le couple étant le meilleur, si ¢, prend la plus grande valeur
posible. ,
Dans ce qui suit nous nous proposons de déterminer de tels couples

de valeurs.
Nous introduirons les notations suivantes:

(12)

'@Dﬁ”:{(u, ) e R, 0 <iu<1, 0 <o <12l £ (2u v)"]u < 1}
v=1

@ﬁz):[(¢¢)y)eﬂ2,0§u<l,O§7)<1/ (2u+v)"§l}
v=1
v <1/ (2u 4 v)t <0}

IIA

@fa):{(u,v) e R, 0 <u<1 0
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On remarque imédiatement que 7, < 7, implique ') — gl 9P — 9 et
9 — 8P, Par suite les ensambles @M 9 sont de plus en plus petits,
a4 mesure que r croit et ¥ est alors de plus en plus large. L'ensemble
dans lequel on peut trouver (c;, ¢,) sera @, = 9 N a% N 9.

FEn etudiant alure de la courbe (2u 4 v)"+! =v le domaine @Dﬁg) dans
le plan de axes #Ov est celui qui est represente par la figure 1.

e ——————

PR
2regy Tt 7 (r+1) f;ﬂ}

~ LA,

Fig. 1.

Soit P le point sur le courbe (2u 4 1)*!' = v dans lequel la tangente
a cette courbe est parallele a 'axe Ov.

On remarque que de tous les points de l'ensemble ®® P ala plus
grande abscisse.

Donc il est clair que si P € 9,, les coordonées de P, (%, ) représante
le couple des meilleurs valeurs pour ¢; et ¢,.

Alors on peut enoncer le theoreme suivant:

THEOREME 2. Les seules valeurs de v pour lesquelles P < 9, sont r =1
et v = 2. Les valeurs qui correspondent pour les contantes ¢, et ¢y sont:

a) powr r=1 ¢, =18, ¢, = 1/4
b) pour r =2 ¢ = 1/(3V3), ¢ = 1/(34/3).

Demonstration. On determinera tout d’abord les coordonnées de P
pour 7 arbitraire. Dans le systeme des axes Oy, ’arc de la courbe d’equation
1

(24 4 9)"*T = v dans lequel # = 0, v = 0 peut s'ecrire % = % [v'“ — v].

Du fait gle_: la définition de P il résulte que 7, l'ordonée de P, est la solu-
tion positive de I'equation #'(v) = 0, %' étant la derivée de la fonction u
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r
e e . . . 1 1 T
définie ci-dessus. L’expression de cette derivée érant #’ = P’ [—Jr—lv ’“——1],
7

. _ 1 . o _ :
il resulte v = — et dans I'expression de u il résulte % = 4 e
14 7
r4+1) 7 20 1) 7
Pour P € &, il est necessaire que: P = @ et P = 9" Du fait que

7 L4

- = 1 . .
E Q254+ 3)° =Y, - = 4 - ou que r < 1, ceci equivalte
v=1 v=1 4 =
r+D" D+ )~ 1]
R (r + 1r# . .
Az = T On remarque facilement (pour exemple en ecrivant le
Taport 1 et en appliquant Tinégalité entre les moyennes) que la

2y
suite dont le terme general est z,, définie ci-dessus, est decroissante. Par
remplacement direct il resulte z; = 4/3 > 1, z, = 27/25 > 1, z; = 256/
/343 < 1, par suite les seules valeurs de r pour lesquelles P = &% sont
v = letr = 2. Alorsona:pour r = 1, u = 1/8etv = 1/8, donc (# + 7)[1 +

-+ (2% + 7) ? ———i—; < 1, d’ou il résulte que dans ce cas P = Y pour
r =2, u= 1/3\/?7, v = 1/3\/5 donce

@4 9) [+ @0+ 9) + @0 4 op = 2 EAT LD g
A27 . 278

d’ou Yon peut egalement conclure P = @
Le theoreme est donc démontré.

Remarques. 1) Dans les considérations ci-dessus nous avons envisagé
Tensemble de couples de nmombres réels et positifs (c¢,, ¢,) qui verifient le
systeme :

7 2
(cx + ¢2) [1 + z_; (2¢, + Cz)v] =1

1) 2+ ) £ 1

v=1
(2ey + e) = ¢

mais du.fait que d < 1, il résulte que le systéme (11) est verifié, c’est-a-
dire il résulte que pour les constantes ci-dessus déterminées on a p = 2.
2) Nous bornons nos recherches au cas ou P € 9,. On peut consi-
Térer aussi d’autres cas et déterminer les meilleures valeurs de ¢, et ¢,
g vérifient (13) pour r-arbitraire, mais les calculs dans ce cas general
so.  plus compliqués.
Dans ce qui suit nous considérons les cas » = 1 et 7 = 2 et nous
werons les théorémes qui résultent du théoréme 1 dans ces cas parti-
I8,
Soit 7 = 1. Nous sommes situés dans le cas de la méthode (4). Dans
doréme 2 om a: ¢, = 1/8, ¢, = 1/4 et a = 2¢, + ¢, =1/2, p=2. On
.enoncer le théoréme suivant:
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THEOREME 3. St dans la spheéve S = {x| ||[x — x,|| < »} les conditions
susvantes . sont remplies : ‘ . L o _ .

i) Vapplication P admet la derivée de type Fréchet qui vérifie la con-
dition de Lipschitz, ¢’est-a-dive 1l existe um L > 0 tel que pour chaque x,y-<S
Uinégalité swivante est remplie :

P (%) — P'(y)ll = Lilx — yl

i) le point initial x, et Uapplication initiale A, C (Y, X) vérifieni
les wmegalités suivantes : ‘

L |[4ol12 [|P (o)l <

NE — Plxg) 44| <

i) le rayon de la spheve S verifie U'inegalite

d
a . T—ae—d
> = ———
, TERT L g P
ou .
@ = max {4L[| A|| [|P(xo)l], 4IIE — P'(x,) A,ll}
alors :

1) les suites (x,)5—0 et (A,)n=o générées par (4) sont comvergentes
1) Véquation (1) admet la solution x* = S et x* = lim x,
H—00
131) 1l existe Uapplication [P'(x*)]71 et A* =[P'(x*)] P ou A* =lim 4,
) #—>00
iv) les inégalités suwivantes sont vérifiées

e

d? d

‘1 x* — x| € — exp n=20,1,...
(14) i I 4L 4[| — a*) P (1—-a)2—a
(15) 4% — 4, € Ml o 2 n=01, ...
2(1 — 47" 2(1 — d)
4, d
(16) ML < ja*)| < (14,]] exp
a 1—d
exXp
(I —d)(2 —a)

, Soit 7 = 2. Dans ce cas 1uous mnous somies situés dans le cas de la
méthode (6). Dans le théoréme 2o0n a: ¢ = 1/(2 \/3), ¢y =1/(3 \/3}, o« =
=1/(y/3),p = 2. | | |
On remarque que danms ce cas nous avons obtenu la plus grand’
valeur pour ¢;. Dans ce cas on peut énoncer le theoreme suivante: *
THROREME 4. Si dans la sphére S = {x|||x — x || €7} les cond ims
suivantes sont yemplies : !
1) Vaplication P admet la dévivée de type Frechet qui verifie la
ditton de Lipschitz c'ést-a-dive il existe wun L > 0 tel que pour ¢
%,y € S Uinégalité suwivante est remplie : .

1P"(x) — P'W)Il = L |]x — vl
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i) le point imitial %, et Papplication initiale A, = &Y, X) verifient
les imegalites suivanles :

LA |1 P(x)]] < ——=

34"
E — P'(x)A S
iii) le rayon de la sphére S vérifie I'inégalité
¥Z 7y = = 2 ex 248 + (/3 + yar
8L /31 4,/(1 — ) (1—d) (83 —d3—ay
alors :
@ = max {EL LIAJP P, 3VBIIE — P'(xi)4 ot}

i) les suites (x,)n—0 et (A,)n-0 génerées par (6) somt comvergentes
1) Véquation (1) admet la solution x* = S et x* = lim x,

111) 1l existe Uapplication A* = [P'(x*)]72 et A* =lim 4,
jv) on a les inegalites sutvantes :
(17) I — x| < 22 exp 48T (B & e
SLA3 14,11 — @™~ (1 — d)(3 — da/3 — a9
34d 3+ et 3d 3+ 1)az
(18)  |JA* — A, 5 ||4,)| BLEWTH DI ) 52 (O D
3(1 — @ty 3(1 — a9
14,

= = < ||A*] £ |4 )] exp N3 d + (3 + 1)a?
A3+ (/8 + N 30—
(1 —dz)(3—d43__ d2)

(19)

Les résultats ci-dessus peuvent étre appliques a4 des cas particuliers
d’équations pour la resolution des systémes d’équations numeriques, des
équations differentielles, des équations integrales etc. Des applications
pratiques feront 'object de travaux a paraitre.
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