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BUR LA DERIVER DE TYPE PRECHE? D'OEDFE 5 .
DE L'APPLIGATION THVERSE

par
ddrisn Diaconu

Dens 1'expression de certaine cpéreteurs interviennent les
dérivées de difffrents ordres de 1'application laverse d'une &ppli-
cation donnée. C'est pourquei la nbcessité 2'impose de présenter
une description de 1'expression de la dérivée de 1a fonotion imverss
4’ une @pplication f § X~>57Y bijective ob X et Y sont des
o;pacas linéaires normés, O'est ge Que nous nous proposoms de faive
dans ce travail, Nous prbenterons une extension du résultat de
TUROWICZ [2],[3] relatif & 1a dbrivée d'ordre n de la fonction
inverse d'une fonction réelle 4'une verisble relle,

Hotre travail comprend trois paragrephes, Dnﬁq le premier op
utilise un résultat Stabli dams [1] relatir & 1as dérivation de la
fonction composée » pour obbenir une formule de réecurrence pour le
calcul des dérivées d:l.i_?flrent‘s ordres de 1l'application inverss. Dans
le deuxidme paregraphe on présente quelques notions-de la théorie
des applications multilinéaires utilisbes pour établir la formule
générale de dérivation, Dans le troisidme paragraphe on &tablit
l'expression de la dérivée d'ordzia R de l'spplication inverse et
on en présente quelques cas parﬁcu.liors. '

§ 1. Relation de récurrence pour 1s dérivée d'ordre =
de la ,fanct:iog inverse . . :

Dans le traveil [1] nous avens établi 1la formule pour 1a
dérivation d'une fonction composée,
Nous rappelons que pour dl,...,oflé ® avec 0(1 +...+‘3(‘-n

on dbfinit Jq-m %4> - P cOmme représentant 1'enscmble dea systdpe.
(Gy4...58,) ol les ensembles G, dénommés "cellules” sont

(&) (k)
Gy ={LA ""’L"‘L.{e(‘;"ﬂguh)jpk =0 = (o(l toue +D(k_1) ot H =
= -{1..,.,:1}\ ;g G , k= ot gn,k(!) représente 1'ensemb]:

des parts & k é1éments de 1'ensemble & n éléments, B,

Nous posons égalment 1

7 (2J-'.’wfp)
(1-1) Ji = = jgu;a{,‘.,...,ﬂq ,a’z:’..,w o !WP';"“B
£, 2 (
ob ﬁdnrq.;.&’aiq....-;.er,'u =7
Boit G“= (Gl.l,..-' Gl'cd H 62,1'...'G2,e" '.--,GP'I..--'GP'EP)

un élément de
Noue posous

(1.2) ¢ = «{Gi'l 182 eees G0 , LaTH

ot
7 (&%) . (&)
an A ° "’z{(c&,,..,sz,,,)/aef}f ”

Pour p =n et C(k=k » £ = TN nous posons
7 (4 sssg )
(1.8) _}%L‘E-b---: 8,,,] . ]?,,L 1,

Dans [1] nous avons &tabli le théordme suivant

THEOREME 1,1 ., Bf

1) 1'epplication £ 1 X—>Y admet dos dérivées Fréchet
dusqu'd i'ordre n inclusivement au point xeX $
11) L'application g1 Y—o7z ddmet des dérivées Fréchet

gymétriques dusqu'd l'ordre n inclusivement nu'point f(x)eY

&lors 1'spplication gof § X—> 2 8dmet des dérivées Fréchet
&lors 1'application 2dmet des dérivées Préchet
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h = Lr'l(y)] /r'(x)h eves ¥ = £(x) ,

jusqu'h l'ordre = inclusivement au point x ef 1.9
n A
atod &1 on choisit h = [£(x)]6 , taY 11 résulte :
1.5 (&)™ (n,...n = 2 ey, 4Oy o) )
ob A=y ﬂwim . [:‘l(yjj’t; = [r'(z)]'lt pour chagque te€ Y ,
(116) Un’i(f'xshlln-a.hn) = - 81 on suppose dinE (1.5) . (1.6) 2> 1 et g = f-l 1'1

Wy...tn)€ L  Te AL, 00) &) Uy oCEsxihy e eri)

.,f,"- représente 1'ensemble dgs solutions du gxstéme

o L, +20+ - +mi, =n
' Ay + 4. .+, =4

pour chaque i = 1,m ., L'emploi du 8igne de produit dana expression
de U, , est symboligue, ces produite ayant la significetion
r

d'appliquer successivement g(i)(r(x)) aux fncteurs dez ces produits.

> CPJ ‘ résulte

On détache de la @ somme du second membre de la relation (1.11)

l1e terme obtenu pour i = n . On obtient

(1.12) [ﬁy)] U, (% s fn) =
N B T Thspo e

_ & Ly b€ L xe&cf«, L enl P=y g=4

Par X noas désignons le Eystdme (‘ﬁ,._., [f;) ol CF ‘{ €y "»*’c} On v{'o‘—i% fa.c:l.lamant que g (f'x'hl""’hn) = f'(x)hl fu(x)hu
i‘ﬁv G = jé«(l—h) ‘.“‘;h EE_A-:T‘:. inr'_- ,
J---J" J ﬁyirp..x[l]).

=1
Alors ei on pose k; = Lr'(x)] 6 1 =13 11 résuite de

' (n)
.3) D] tptpeeaty =

Bupposons dans ls THEOREME 11 , Z2 =X et £ ¢ I—>Y bijec~
tive . Alors il existe r~! T—>X , 1'inverse de 1'application f N
En ce cas, du fait que }, £ e I'X il résulte

Iy » pour a=1 i

;_ o [H) rc)'
" 2“ “1;2,‘5:)6_‘)0 x€ ALG,..0n] :ﬁ
: rr -__1 :ﬂ fx) Lf (76) i}[pu e [ﬂg(ﬂ!)} iﬁ (1)

p=t X
La ror.ule €1.33) représente la formule Je récurrenca cherchic,

(1.8) (271 £)(®(yy .
G

n— POUr n >1

'@',H étant L'élément nul de - Sj (I X) ... Par &ﬂ(x Y) nous

désignons 1'ensemble des applications n-lizbaires &t continues
8i on utilise cette formule on obtieni pour n = 2

(1.14) (%74/5) )”,{4 t’.. = — [’TP /(zv_]—‘ :F (%) (]_-r(z:}} _’{:_4 . [%n i H )

définies sur I" avec valeurs em ¥ .
dinsi de (1.5) = (18) pour mn =1 il résulte @



- =
Pour B =3 oa ocbtiens . -

(1.15) I e -

= BT fe (ol tt, , orfl (e, Har't)
+ Bl L (el 't , [felf o (Heat, | Bt
# [£e0) " 4l ( [£eoltE, [{'w]“%,( [feo)™t, ,[:F}z,]-«,tz)

(o) Py (Ll he , B, o 'Ey)

Pour un ordre de dﬁrivation aup&riaur & 3 y les o:prenn:l.ona
8e compligquent beancnqp .

§ 2. Couplage et enchainements dea appligations
multilinfaires,

Dane ce paragrephe nous mous proposons 4'introduire quelgues
notions relatives aux applications mu'tilinéaires, notiome qui mseront
utilisbes & la description de la dérivée d'omrdre n de 1'application
inverse. .

_ Dans ce qui va suivre nous dirons gue le rang de 1‘applioatinn
dest n 8l AE o(en(x T) . On écrira rg(A) = n .,

DEFINITION 2.1. Désignons par 11', dyyeoes 4, des spplications
multilindaires avec rg(d;) =n . On appelle couplage des
applications multilindaires 4, ALy, .oy 4, 1'application
A= L‘l"‘k] t 5 1% gbrinte par A(x) = (’1'72""'71:) oh

Ty o=y (xy ey 2 Do Jgcre(ap) , L=TE ot -
r3

{ x_,“l,....z:13 } sont des ensembles digdnintl &
' £= Tk

Par dimension d'un coupl e, nous entendrons le wnombre des

applications qui composent le couplage. Donc nous diroms gue le

T r

-27 =

souplage 4 a la dimension k otnouacrim- dim A = k @i
on & «l-[&l....,‘k]

dingi qu'il résulte , ds la défimition ci-dessus, ua couplage
guelcengue d'spplications multilinfeires est une application de X°
A x5 . Dé ce fait 11 résulte qu'on peut composer dsux couplages
Aet B aucas oh dim 4 = rg(B;) + rg(By) + ... +r5(B ) off
B = [Bl....,B 1, la coaposition étent celle de deux applications.

Lfepplication O = BoA 1 X°—>IXP a'appslle couplege composé de
A et 3, '
L'spplication 2 1 X®—>X s'apbpelle

c emant de col 84l existe
couplages &, , L, , ..., I & d.t.nll =1 et rgA,,L+ +pﬁﬂ =
Ts= 11042 A oﬁq .

Ia @otelité des ensembles des applications qui composent les

i

DEFINITIOR 2.2 .

un nembre qell ot lea

s B tels que

couplagas 'd'un enchaivement efappellere l'snsemble des applications
de 1°’snchainement.

DEFIRITION 2.3. Considérone l'ensemble des applications
multilindaires 211..%} « On appelle (11.....1-) enchainement
de couplages avec la propriété que 1'eusemble des applications de
cet enchainemeni comtiemt 1'application identique, 1'application
4, :I.l fols , i'application 4, i, fois ; obc., 1l'application Ay

fois .
*a gt

Nous désignerons par J (AU An)t'ensemble de tous les
(:Ll.. ...im) enchainement de couplage générés par {11..&. } -

TR | _

8upposons T & jﬂ_ (Ags-ylmp Du falt que F est un enchaine-
ment de couplages il résulte que Goutes les applimations qui com-
possni les couplages & partir de la seconde argumente du couplage
précedent. Ainsi le nombre des &léments qu'ils Wﬂcome

Arguments en F est égal X la somme dee rangs des toutes les
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applications composantes, done * ijay 4...4 e ol 8, = rg(Ai)
1 = I|n .Ces arguments sont rangés en cellules. Chaque cellule est
formée dane les epplicatione quelles sont des argumente & une autre
applications d'en nt,

Adnmi
sl 7 G
2.1) j r~ , _
( (44)>Am) = 'an‘-f--u ""{'Mq‘h‘
a*oh

[L-c,...,:.l-.,.,]

; ' 5 /
(2.2) canel j,n (Agyrs Asm) = (64a4+ N R L]

—

. L
(0;!‘_]"4 ,(,4_' . @)™ (P

En particulier 1'ensemble géndrateur peut 8tre choisi comme
Bult ¢

@n (U@l e, Bl Pl ol

B el ]
En ce qui va suivre nous désignerons par },,

Lizy.., tm]) , I ! g ptm
1'ensemble j,n [.({’f"‘)f‘fff))... ,[1300} (x) )ct pour tous les enchafne-
. (1’_‘_,(' v X .
ments composant ”Inous poserons en évidence les spplications
s Uiy Gy
génératrices. Par conséquent, pour re?ﬂ noue écrironse
POl @] e ., (200 ] 280 ) |
Du fait que
(2.4) re [£7(0] e (0)) wi | & <373

et on tenant compte de (2.2) on déduit

£2:5)

L] 3[”’"""’3‘*] (24343039 ... +ni)]
M = —— 5 g -
Aol dml @)

T
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Dans ce qui suig nous présentons unp éXpresnion pour ls dépiy

de type Préchet A°une application G+ T—>3 aéfinte par :

(2.6) 6= = 7 ([27(0)]) ew(a), ..., [£2¢x)]"Le() 5y,
(@) e [y, -

. L thed
olh P G} et x, tl""'tn Bont des élémentsn fixés en X .,
n

Dans ce but 11 est nécessaire de ‘préciser quelques netions.

DEFINITION 2.4, Désignons par Il,....,In » T des espnces
linéeires normés et censidérons 1'application g1 Xyx e XX —5 X,
On dit que itapplication € edmet une dérivée partislle de

tpe Fréchet , k €{1,2,...,n} s'q1 existy 9*3(:(4)_,,,1'”)gfp(£"’ )

ot cil L)X owe xX x L > Y tels que :

(2.7) s(rl,....::k_l,xkdfh,xhl,....xn) - g(:l....,xn) ©

= akg(xl,...,xn)h + Ek(xl"“'xn'h)

ol
Ex Ry s 2 s B)
un 1o &2 ., 0 .

Itk o B
En ces conditions 1'application ’akg(xl....,zn) c Df(xk.r)

t'appelle Xk dérivée partielle Préchet de 1'application g an
point (xl.....xn) .

FEMARQUE 2,5 , Pour g o &i (X,Y) on constate facilement qus :

(2.8) Dks(xl,...,xn)h = g(xi....'.xk_l,&,rhl....,xn)

pour chaque k = I,7 , Cevte propusition peut se géréraliser et

8lors on a lg lemme xiuive.nt t
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dyy - )"‘-]' -
LmME 2.6 Bi )'spoliostion & ej TRy Y e

relation (2.8) ponr cheque k = Iom .

ration. Coneidérons g X®—>X , s-ﬁbizo ...--A_q

A-[ 1..... r] ol rg(A 1)4...4-1‘5( z.)-n.

Aipsi qu'il résulte de la définition d‘un enchainement, au caleul |
de g dans un point x = (x;,...,x) ds X* les flémemte x;€X ,
i = T,n interviennent scus le forme d'arguments des applications

A, 1 veoes "q,:- du dernidr couplage de cet enchainement. Nous
BuppoScns que Aq'p est l'application qui contient 1°'argument E
k G{l,....nj s PE {l,...,r}. On a's

(2.9) 5“1"""1—1"& + b, ik.l.....xn) = .s(:ll"-’lﬁ) ]
. eTpe .. oTy -

o [A A q'P(xt....,:k_sz-rh.xhl,....x.).

q 107+ shq,p1s
"q.P*l'-..’lq,r] - ‘10 ‘20 ece °1lq_1 (>4

‘ [ Agorresorbq po1vhq p(TgrecesXpds &y pins coesdy o |

On met en évidence seulement les argunénta de 1'application Aq.p .

Du feit que 4 est une application multilinéeire on a @

LGP

(2.10) A«p F(it -,...,Z,H,Iqwf—ﬁ Xigpgr-1%8) = A, (% ,.., XD +
'}’A.‘F(‘x'f:: T *,,’l x*,.,,) Ié)
Btent donné que A4, (xg,e..,X ;4% + b, xk+1,...,: ) est
l'argument d'une application multilinéaire du couplags .l.q -1 o 41
résulte de (2.10)

- 5] =

(2.115 'Ai"’ ‘7['41;4 - A‘HH ’AH’@*""'I"H ,I:.‘.f-f:,xm,...,xé)!,;:.t
T AleJ =

rﬁTi. "[Ai,n--- Adwa ;AIPCI‘*" %ol AH'H’ > Agn) -

- At—q O[A‘Lﬂ Yesny Af’}’ -1 ALP“[I": ;Ia., 4 1 Xegq 30> %a), A‘t:f"”i ""_}’*J
Bi on continue de cette menidre et on tiemt compte de la liné-
arité des applicaticns composant les coupleges de 1'enchaSnement i1

résults ¢

(2;12) /4, "/i = /% [A-],f 2 1,;]:- A%P (zt’_..,zq_,‘,z*fﬁjth)_"‘IQ}
. P fh_,‘w’ 3y Ai-"lj =

= Zﬂ 0 ic & )Zl;_' O[A‘I?""" A-,,P—f ’Af P('X.t, 3y %s) Af:P*“ s Agn - |

< 7-4— = O ’2\_1--; LAf, 11~ A$ P15 Ai,P (dt-J szt.y,ﬁ,zq*,, T3, /41;. -
De (2.12) ot (2.9) i1 rlaulte ' 2Ag.2 ]

( ) 3('xh---axh-dJ'zk""g"':x'kﬂ?“':xﬂ)."g(xn---,x-n)=
2.13

=_AT‘OA;"0 Ai [Aid" Ai’.rb-q ’AiJf( {. xﬁ“:h: xm,:--')‘xd),
’A‘L’P”’ A‘L"l] "—'-g'(:r-h x«_‘,,'gl.‘x,kﬂl...,x,,)

Donc on a la relatiom (2. 8) pour GEj (A, ] ]hlenme
ey Tt

est donc démontrd .
Bupposons dongc 31,.....565 at 3

s B dd SR TS R
eaw K "o (T o A

n,m
et considérons 1'application : )
(2.15) F: a{;(X,X)X.--- X "i (KK} e j['m,m

A
On a le lemme suivand i

A, W

"“'«MJTM




ue o F en 2t

ILEMME 2,7 . Pour

)
(2.16) O F(Ay,..., 5 )B = Z FllygounsdysB —>(dy 31))

A=q

Uy, .. ,‘!-f,"g i Lﬂr"“"n,i}

b BCy e byiB > (1) €] ST BTN g anent go

1(41,....1‘) ar le remplecement de ]'applica & par B 4 la
i"-idme fois . On numérote les parutions d' ieation on
@5 couplages en commencsnt par repler e ant de gauche a

droite.
Démopstration. Du fait que les applications composantes des

couplages de 1‘enchainement sont linfeire on constate que @

(2.17) F(A;i, 5y ,k‘, A 'f‘B) A‘"‘,...‘, AN) - F(AJ)"‘) ’4”)‘:
yjki E(Ad) = '\'L) B'_'5 M#EJ{))-}- EQ(A" "‘-’B)

=4
ol & ““i =2, = "'n § B) représente une somme d'enchainements

dont chacun contient 1'spplication R an moins en deux positicns.
De cette maniére il résulte i

AN =P 1A,

oi P est un polyndme & n+l variables. De (2.1B) on déduit :

@18 g (A, CHALL 1B IBIR

18l=o il BH

De (2.17) et (2.19) il résulte.la relation (2.15). Le lemme est
donc démontoé,

Coneidérons msintenant les applicetions g le...XIn——:vI :
uklx-—bxk ¥ k:l.n y ol lee,

normés, & 1'aide des ces applications on construit 1° npplica.tian

,In X,T scnt des espaces

F

gy t £ —>Y par wix) = s(ul(z),;;..uh(:)) .

.

- 53 «
On & le lemme sufv:.i

LEMVE 2.8 . Bi les spplications u, i I->1X + k=10

ettent des dérivees de tvpe Fréchet au point = eX et 1'applici-
ﬂ_gg g4 KXo XXy > ¥ admet des dérivées ielles de t
indchet dans un veisinsge du po (’1""'711) €L X aoo XXy oy ol

=g(x), k = T;0 , et sl toutes ces dérivées sont continues en
ge point, slors 1'aspplication Vv ¢ X—>»Y définie ci-dessus sadmet

__nf g dérivée de mvo Fréchet au point =x et on & &
i "

(2:20) v = ) Jslu (). ouyX)up(xn
fo=4q

pour chague heX .

Démonstration.
dbrivées de type Fréchet au point xcX , 11 résulte :

Du fait que les epplications u admettent dec

(2.21) w9 (x + b) = ulx) + G(x)b + £, (x,b) , k= i,n

Do la dérivabilité do § eu point (yy,...,7,) on dbduit 1
s Ymt )= F (G Yarey Yn) =
Z‘ L9t sy s s Iut s B ) =
- 9%&“---;?,,_;@_.4 S Wi's By 53 T}
= 3 a0t e rtan o
» Jpa g 1 Fr o FnYie) ] =

ca.za) g(ymt“y,‘u‘i

';1" Eh(gdl'fi‘l)'--

o " )
= ﬁZ %G Yot + D08 it e it e,
=4 ,,k=,1,

4 ék 3 (”34, ,"Jn)ﬁ& + fk (’y,,-}i‘ S . ‘J-?-k ,._..,yﬂlﬁ,e‘) ;




- -

En choisissent y, = uk(_v.:_: LU W
k=10 11 résulte ds (2,21) ot (2.22)

= ui(z)h + fk'{;,h) poms

n
(2.23) vw(x+h) -v(x)= 2 O g U, U)u, 3% A

K=y
+ L«J(‘:r,&)
h i
_\ 5
(2.28) @ (x;h) = I 3 (Uy(), . Uy () o, B) 4

- y

+2 ”9«2 (U, ) +/,(:@r) 'E-HE, (=, )

sea Y U + €, ()

y Ug @), ... Un@)) — Opg 4y, .| ‘u,,,(é))] (b(;(x)hfkfw,*-)h-

+ C’* (U (=) + ulfcx)%ﬁ& (=, /ﬂ),___)u*_gz)-i-u#:(x)ﬁ +5k_'(a5 A),L{,(x),._.,U,,w

5 Ug oh e h)) I
De (2.24) et on tensnt compte de la continuité des d.&rivéaa
partielles de g il résulte facilement que

Il coGe, A1
4l

(2:25)
N4l-=o

De (2.24) ot (2.25) 4l résulte la propriété exprimée par 1o 1em.
2.8 . -
Relativement A l'applination définmié par (2.6) on a le th&oﬂ-

me suivant :

2.9 . Bi l'aspplication f gdmet une d&riﬁg de_type
Fréchet d'ordre n+l 8u peint xeX ,
fixhs dcation G, ¢+ X 5 X définie par (2.6) 8cmet nne

dérivée Fréchet au point x° ot pour heX op gt

alors pour chague . sreeep b eX :

-55 e .

(2-25) G.(I)h - |
2 L F( T b, ., et f i - Heol ool el
*:g_, L=4

()

+ Heod b, — (oo f ;i) et .. [
S F (Ut b, Bl ) Hiart,., et
By o h e Y T o, ool
Egm.ﬁ&;m Bn employant le lemme 2.8 on a @
(2.27) G'()h = 2 {9*1?( [{?rd“{gr),..., (e [(:)J)H’rvl e
k=t | ,
n [{E«;]":F‘Qi’,) R+
& il r 7} i - 2 i
-+ Z\,{ aﬂﬂ_“ F([iF!C'Z?J" ;'t) yisy [‘F(ﬂ]"-{i({w) [:F(m.] N ‘L'i‘ff'{‘-} Cat
k= / /
(X't )4

On peut démontrer facilement (v.par ex [1] ) que
(la)

(2.28) (H'&;]"%“&)’{ = (eI 4 - gpoo +[¥wJ P
= - fedLeoh e + [fe) ff“?';{

o s

(2.29) -( [£'@] 26 s o =[2G ] 2em(xon [ 27 (x)] e,

Bn employant les lemmes 2.6 - 2.8 ainsi que les relstlons
(2.27) - (2-29) on déduit la conclusion du théordme .




- 56 =

§3. L ssion ds lu Fréchet d'oxdrs n

ica verse

En tenunt compte des notations et des notions introdultes au
paragrephe antérieur on peut établir le théordme suivant s

THEORENE 3.1. B4 1'application bijective f£: X -—-Y admet
des dérivées Fréchet symftrigues au point xeX jusgu'd 1'ordre n

inclusivement , alors 1'spplication f£~t; Y—>X admet des dérivées
Préchet d'ordre n au point y = £(x) 8t pour chaque Breeeart €7

on & i

Gl
(3.1) (el

o2 o) @M (e,

J=o ({2""":“)6«5{,2,& FE?EL;,""L'“}
o
[ZF,&:)J"/{A [’f?z:_]"fa

ob 50 o.x Zeprésemte ]'ensemble des solutions du systime
L]

t1t2"'t
{n?

REEAC I

i, + 2:_15 3, 4.0 (::-1)!.n = n-1
121- 15 tooot 1n-n-k-l

D&nonatx_-ation. Nous emploierons 1°induction mathématigue.

Ds (3.1) on obtient pour n = 2

B3 3 e

k=0 L é'_'ip FG} fe3)

(o)™, Hlood ™)

(3.3) (£, v

Heorf )

Ftfeo) ")
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Ls systéme fjpz ,o @ évidemment la ssul solution i, = 1.
Du falt que - F( [f(xJJ 4m)contiant une seul aprlilcation il
résulte i

P [240] ) = [20(x)])  ev(x)

»

De cette manidre, il résulte de (3.3)

@ty = = (210 Rem(a)( [£:0] s, [21@] 2, )

en on constate gu'on & obtenu la méme 8xpression que l'expresslion
(1.14) obtenue directement. Par suite, la rslation (3.1) est vraie
pour m = 2 ,

Eupposons maintenant gue la relation (3.1) est vraie pour nem,
Dans cstte hypthdse, en posant h = r"l(y-rtl) = .f']'(y) y 11 résulte:

.5 d"f 1 et t,. f‘f';z){

m-2 dym™ .
(")'.,m {F([ﬂffmh)]‘ f(x}h)yw[‘-frwm —7“":,'

=2 >

k=0 (L‘h__”g_'m}elfh kFegqit'z,..._L:,"J
- [%)/(:z* ﬁ-:‘]—1{-1 [‘f’(z 4 ﬂ)}-%z' [ffm # ‘ﬁ)]-ffm —
= F(Beod Pl ., Pl P ) [t . ()L, L

En employant 1'spplicatien ¢, 1t I>X définia par (2,3) 11

résulte
- ;
ca.s) d,“ii ( +,{4) f.?. S i«m}: 0{“{:@){' mn -
g «

R (G mﬁ) G0

S s >

k=0 (L_?_, - l:m)ei'k Ee 7‘,’[:'z .



o Bl

En supposent 1l'existence de la dérivée Fréchet 4'ordre mel
de l'applicatien f et en utilisant le théordme 2.9 11 résulte
1'existence de la dérivée Fréchet de 6, et

(3.6) G (x¢h) - € (x) = @i(oh & g(xoh)
Oh iim w ~ 0
hiso  [nl
Du falt que

G betfMyt) -l e e ) -
= [r'(x)]"l £+ é-(i,tl)
ot de (3.5) et (3.6) on ddéduit ;

(3.8) :F +,i, | "‘1{’(,,){ .

m=2,
S L X | b
(L-,%/,eg FL,,L., | G ol el
= =y lam g lagy

R=0 ’ g 63«. ] .

<+ fh(t:ﬂ),?
6{“&1 o
Ds (3.8) i1 résulte 1'existence de o t
dy‘nﬂ =
m+4 -4
3.9) d {(g)f t,. 1, 1
o{g"lﬂ b L""H =

m-2

.Z ("'qu*-d ; (vr} [#—n]"f

'k=o (65 .»,,.)eﬁf,.* Fe 3% -iln]

r
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Bn utilissnt le théordme 2.9 oa A8duid s

- (339 e [r@] ey .

= .& || 7 m
=0 D (B i, [T T [l s e,
p=2 L= _ . » |
) G + BT PR o 8, — (Bl L ;)i ol
2D F(Heol Y e,.., ool 40 i, ... e 4y,
o 2 [:f'&ﬂ-"*'%” [:FIC"'"J_‘£4 L’F?I’J"‘tp, [{é"ﬂ_‘fpu 3000y [{;?"’J—'tmﬂ
De le linéarited des applications composantes de F il résulte:
(3.11) F:([¥::¢JJ'4¥';¢): - [:f}wj-%eigj). = [#"’r{:!z) I_f},)m [f/&,}_‘:fg;)) ,
+ H’&JJ' 4 2 By — ([Fler) LU Ol . [;rzwm,,,,:
- F([f—ca} Weo,..., Bl Y0 [ﬁa-mﬁ co) HeorT 8y Lol 0,
> (Lol $ 8 ; ) ooty .. [Fa) ey,
s F (ool o, ool s ool P92 HloTt—
_ (o) ’5’-"5’1;) DHeTt, . Heol™,,,,

De (3. 10) et (5 u)andldut: _

. K

(3.12) G;(I) [f (x)l ‘1 B - E](_. ' ) DOOOI") +
- ’ (-ok‘r)

LB "SR CPYIPIT O |

ol N
] (m,k3F)
- (3.3 B (igsecerly) =




o

=, - : ot .
- 2 X REawgh, [ s i) E (m,k,147)
+=-!I A‘:4 (L.“_‘}‘"’) LS 7 == ;f-nn_,O) + ")!' {fz-'!"f) I.;J'") Lm,o)] 0.15} 'z'a (12’ co-o '1.-1,;“-1'1) = )
' 4 - ) AP 5l o -
et 4 _ F({e] Py ..., Bl Bed L0 o)t —
=4
O\ (m e, $, 0 ) : £ il . xh TRE ks .
2, [.Z, B gy iy, G, LA 6 — ([{e] f?«) ;0)) Her't, | Halt,, )
‘}::;z, L= ; ) .
v s o, 0] . (m, Ry, 5F) _ Cn, b, p, 3E)
(3.24) n;m'k;r)(i?“"im) = | T"'ﬂm‘ ’f‘k-m--% On constate que + [44 Ltz 44, l}"")"""p)i sz lt'zu,t._'-.,)...,f.;,,o))
. (‘M,b,»’a,;’;‘——) ) ’ . X . fh,ﬂ 1;_‘,}'-')
f E (mk,o5F) ’Eﬂ L2y s tpos bpmt 5 Lot 1 b,y w5 Um,0) b g.z, {ti,...,t;r»,,‘;n”’, 1)
= L 1 4;“__1) ‘:m"’, 1) gont des (32""’3-'3“1) enchainements de coupleges généres par
En (3.13) nous avons posé ot R=m-2 [r'(x)]'lf"(x) & w5 & [:t'(z)]-lf(m)(x) . [f'.(:l:):,-lt(m*l)(z) .
(m,X,p,d5F) ‘ o ' Oes enchainements sont calculés au podmt:
(5-15) 11’1 (i.a*l' 13,-.-,.1!'0) =
-, ) =1 +1
i P , ! W G W ! 1] / - ! f} ( r'(x) 1t ee s r'(x) t )e xn N
 F{U e f o, it £, (i flo e, Hi [y e [},
- ([i’(,‘,,]—@]ﬁ(f;)j A)) [:F’(’v_]-é E¥2’?]-1ﬁm*4 o (Joveeesdpodp,y) est bgal & (1541,45,...44,,0) pour les
a : deux premiers enchafnements et respectivement & (12,....ip_l'.1p-1.
(,k,pt1) ”p&l’l'ip-t-a"“""n'-o) et “‘2"""1111-1'11'1'1'0) pour les deux
(3.16) B2 (4, 15 eny 45, 0) * dernters. |

81 nous examinons 1‘ensemble SP m,k der solutiond du systdme

2= 2 (L“'-ﬁ;-x?l_ffr-gﬂr),..., ffz(;ﬂ":ﬁ(ﬁ;) Hf)émj-'{z [:rpf(q.,,]ﬂt’;_1 ’ |
L-z-f_z(..-s +3L_1} +... fm-f)-c;,n = M-
3.19) |

3 ¢ - . ’ - f. -
5 [pr’('z)_l-fijf 'éx) [:)fﬁﬂ "t, [—‘PC’:JJ"{P) [:rp(r;_] i P 7 h{‘(m_] f'mﬁ .
. . l:1 +4.-3 1 4-'1.,'}--- ol 7= -

Ep (3.14) nous avons posé
(myk,p,13F) il résulte _potir i {._oapossib:l.l:l.t&a

(3.17) F Clgsovosdodod atd ot o nnsd 8 & . : _
o ks it i :ip)ﬂ ’:p+z (PH;%- ’ | B2 el 4 edy el =0 66 Eam-o2

z -4_47 " i an { -4 =
= F'\L.:f(j"’_] _!\?EIJJ___) [‘TZC’Z)J 1#’7 () j_‘fﬁx}_’f () [-ﬁ(:r)_] f,r —= -

/ | " f 1 oft ‘ j,n =0 .
SN ('L—?o('x)_?-'/f ffaf}zth 4'))#(”"-]-1%2 HS(’J %'"‘-*4 | .

I en résulte que l'.enehainament ( {r'(x)]'lf“'(x),....Lf'(x) ]"3.
£ Wgy) ) contient effectivement 1'application [i"(ir)] “Lp(m) ()




S e
ssulement &u cas k --’-z ot ssulement nne feis.
abduit Sgalement que [£'(x))2£'®™)(x) est 1'application unique
quli composs 1'enchainement .

De (3.20) em

Donoc , pour k =m - 2 : _

F'( ]'_fcm 58:-1.), f(-z:_]d%(?:;) [-‘,e(’-z:_]'{{ :fcqn] '/f
= [;(u::]'* [?_:_2 {cz:] /t,‘ . ‘;C‘l)_l-'t

Pour ce motif , - . '

[ o5 F) @ R h<maa

(3.21) 28 (L, ., L:ru-—f,".'ﬂ—4; 1)=

e pour i omn a la vnlcur unigue 4 =1, - 'f""""' b= m-2
De (3.9) et (3.12) :L1 résulte 3 : )
d:nﬂf "
G At -
(iy'“{ e ﬂﬂii-ﬁ
m-2 | o

I

EE Et : - 4 1n+h f4(’“ h 19
1 ("2.) '-.-m) +
=f “l.) "y h)ég FG?‘L.' > .‘] E
x > }meh-l Hllll & 3F)

; d%;/‘ﬁ '%)Gﬁ’. r-é:“l whom) Ly ) M)

re partie du #econd membre de- (3.22) peut s'écrire sous

la forme @
m=4 | wre (m, & -1;F)
G2 >, > 2, ety s iain)

k=1 (tr--slm)€ 50_'“_' Fe;‘:'i”‘r""]

Do (3.21), (3.22) et (3.23) o déduit s

-

)

g

H
(3.28) 4, y]_tt _.t +4

S . (m,o 5¢)
= 2, 2 o™ H,‘ [ S L',m)_,___

(sl , | FEFT0rmrin]
4 .

[

{Sor £ e, e,

St F([:Fmrffw,
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Z (-n"**}: 2 ) (s
(,...,tm) +
G- tu)ed, F‘egﬁz, Ry b Tyt

E . 2 ’"Lf‘"fiz_:i:f?".t;.) -

(‘:n--:""l‘)e ﬁl,.. Féir-:i‘-""-.] ®
{ : / T / -4 i
3 [4&3 ‘TFw::J [:rp,c-n] '{'-4 [f"’] {MH
Pour k = 0 le¢ systdme (3.19) pous domne per la soustraction
des ces équations terme A terme

d'olh 11 résulte 15-14 =..m i =0 , d'ol & nouvesu i =m -1,
Do S0 = fCtgeeeert) /tpmt gy w8y e m gy 0}

De (3.13) et (3.15) om dbduit s

(n.oﬂ')
(3.25) . ll (I-J.,O,...,O) =
" E (i, m-2,2,0;F) (mym-2,25F)
=.2, T (m,o0,..,0) —+ F-;,z. (w250 ) =
4=4q '

(feof Cer 5 Hoor o i) t, e fio

; ([4 ex1]™ {(1) : 4.)) [“,P((zi_]".f"z L:Fé”r t,,,‘H + o
+ F(HQ@:)J*E{PL),“;'; [:,?Em]-?¥(z";))£:rfcw}":f(';) [’]fén_}“h [#"J,_?{MH

L-4,0,...,0]

oolr)
h El (.-'1 0"--|0) an . r 6 H
(m,03¥)
Nous remarquons qu'en (3.25) tous les tom-a de H, (m-1,
+105.:.40) sont des enchainements qui contiennent Lr'(x)]'lf”(x)
m foiset si P& :" 1040 41 résulte de (3.25) :




B Vak

tm,03F) - Pl 1Pl
A e = 5 P o e d
Feg[m—"ﬁ, 0] Fe ['m,o,...,o o]

ety Feltt, . o) 't,.,

Adnsi { )
' ' m,o; F
> S OsFL
(3.26) = o™ H'1 lly,.,lon) =
(L:‘E)-—--‘:m)é SE’,D Fe 3:-1,-_.1”]
H(n,o;r:)
= 0™ ,_/j i 1 (m-41,0,...,0)=

Fe}[ﬂ 1,0,...;0 ]

- (")m 2 F([—'f&t}_] 1:?(:!)

2( tm,o,...,0]
g

(wiee)

[fff‘-r.‘ll ‘TP () %E’!)J-LA, L:lf;z’r’é'nq,

F ( [{({zﬂq—‘f({’z),. . [‘fémj"_"f)“::;)

5 [¥’C””3—'tmu
,m-a} Posons

e
= b, (%, .g,.m)e.f. Feg(f:h;m,g.,,l

[fenl ', [4 o]t .

Bupposons maintenant Ik 6.[1 2,.
(3.27) ;(; = { (F, [l {m [fent, [fm)"‘_f )
o (o) i—’m a)[ Fed by

1’ = J,Z)...,‘»‘,

P e P
at

(5.28)§ {FDLI I [ffmJ“fml' I] Fe

P m=pid

[iayens ‘-ﬁ)}

fzd‘,!,._., L

En (3.28) 1'opération o aignifie la composition entre 1'enchai-
_nement F et le couplage [I S o Lf'(x)]']‘r"(x), TesesXd 3%
étant 1'application 1dent:lque 5 .

On a &videment 1

[Lzma, ,L,,,,,u] "'P
(3.29) ét (
mid U U )

(.30) D

- 65 = .

-ﬂ’

et du falt que les ensembles -7;’,_' et 4 eont disjeints i1 résulb.

que

F(Heo)*Jon,..., o) or) ool b, .. o),

Fezlﬁlﬂz‘:‘: ‘-MD]
._.Z 2 L (F L:I(ITJJ 2?:'1) [{rﬁf’_}—‘fq Lfé'rﬂ-’-rit:) —>

_a,([fml frp(fxa 4.)) +Z\ ZFa[I I, Heod :,Frw), :

)
s i ('m,'k,P,l.;F) (m, ir,!:,F)
= §_ { z i [ 1-‘:4 (y44, "5, - '-n 0) +FJ¢ “g“‘“.)‘:)

Fc gtr,,...,{.;..] P A=
G

—
= H’I
P& Ltm)

On comstate que 3 <™

2

lm, k; F)

- T iy

H;m'kq 3 F)

(3.31) i (LZ ey o) =
Fe JLltm]
-1 - M 4 _
M =1 P “"’k’?’a‘ 3 F) . o
= L Z} ' C“_ ¢ V2,9 ("‘;'.: ., P ”LP_f)Lfm Hz:‘“:tfm,“."-
e ¢ l-“:""l] il
P - Fegm_ 2 £ ('m+1)
i > F([‘Ffrﬂ"fm, NELSS) Ay
}’:2’ Feg.::l?, ,LM]A. -4 L” +1’LP"1’ L-.,,OJ .

. [‘{(’”T’id .I{f’}“.]-fﬁﬂ

dinsi qu'il résulte de 1'énoncéd du théoréme, nous avons désigné

1'ensemble des solutions du syetéme

ar
P mya, B
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dav2)y s.ie (3§, +nj ,= a
(3.32)
Jz”,*o--’%".’l- mR=k
et en Serivant 32-1-12, 33-1., § ey j.-!.., i1 résulte
Uity € K, L 7 |
En outre le syetdme (3.32) peut s'écrire sous la forme i
Jpr2ixs.. -*(P—z)Jp_l + (p—2)(d,+1)+(p—l)(dp+1-1)'+
+. (p+2)dp‘2+.._.+ Bl =n-1
dp ¢ 35 Pooot Jp-l % Jp«b.l "y ;lp'_l-.l + .1”20...1» 1. =

. ama(k-l) -l mm-k

(3.34)

pour chaque pa&....,l—i . }

En écrivant par iy = doyeees -’p-l = "p—l i .Jp-n-]. = "P -
Jpﬂ-l-‘l"l ' ap+2-"p+?.' cee 0 dy =4, 11 résulte
Gaveenrtpde Sy

Tenant compte que le eystdme (3.32) peut s'éorire sous la forme
(3.33) ou sous 1'une des formes (3.34) ob péfa.‘...,l-l} o8t fixh,
on déduit ¢

2 ®]

(3';)-.';g'ﬂlﬁ)€j;”'k Fe g‘c‘.“""(m;'l]

g

- > >

Chasilsn) Gf,,h Fe g L9, e, 09

> = Tows, (1)

’_b=‘1 (L.Z;---.I-;m)E fﬁ.’*_’ Féa.f:‘l"""t;‘ni}’ht "'Pn”) Ll'»n---,l‘m,o]

et en tennent compte de (3.30) et (3.31) on d‘du.tt 8

T'-u 1 (¥, ) =

'T,,,,“ (F, %) 4

m

..i_.

E_ > T

(3.39) 2 ,
‘gz:--‘.ljnﬂ).eﬁ‘.'* Fe Ié"’ '1‘”]
‘ ta]
o (m, & ;F)
= E Z - H,1 {lgyytam) +
(im)ef o FEFHomtn .

o 2 i 2 ) H.t " fr.—;',s.’.,.:,)r."-n)
Goime ), Fef Gt
FNous avons posé !”l(l,x) = P [r'(x)]-"lt"(x)..... 1:*(:)]‘1.
212y [£)]) s, ... o),

(3.32) & la solution unique dp =l = =0, nel = O - Do cette
menidre , pour k = mel on dbdwit ¢ :

el ’ Tm“ (F,x):
(-4) I 2 - ’ FE 2;‘;!.:"'19;»,]
BB € L TE o,
(i) = - Hlond "] "o Yl t, . i)l

« Pour k = m=1 le systdme

(3.35)

g
Fe’ lo,..,0,1)
L

De (3.2“‘)] (3'26)' (5-3‘“’) ot (5-55) i1 !‘Gll.lt. 3
' M4 gy
LT
d ym
5 fepl 1 0/ 19 (wise)
= 2 2 i 2 : _‘2 _F(Lifw] :leu),._.,[fm] :f] )
‘k-—-, (4;"-'_"4‘.!14-;)6 l-u',kA FE Ji""'%‘.mu-.‘ .
v oa ':1_'.'-1-: )
. ([f(ca_] . P [‘TP&)]' me)

Ia relation (3.36) montre que la relation (3.1) est vrule pour nwm:i
B 'vertu du principe de 1*induction mathematique il résulte que celt

(3.36)

Lol Lt oy =
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relatlon est vraie pour chaque nc N , n32 . Ie théorkme est donc
démontré.

BEMABQUES. A) Dens le cas X =Y = R , en tenant compte ghe
1'apolication successive de vlusieurs applications multilinSaires
donne leur oroduit, on déduit

= ([ﬁﬂjquz) [#ﬂJ"%P‘::)) liﬁéwJJ*ﬁ L"TP&JJ"{,,L=
r; ] (fmJ)Ls (f((‘:) l ‘Ln_
(’TF( J)*um iy G ﬂ) =
_ ($)" (fgm)% ff(?:n) L4
("Fm) e 1 Tm

pour chague F € g&,, ’L"J

Donc on a ¢

(3.25) Z F([{(x:)“’fcx) ooy _f c:)) [fcmj" [f&,}"ﬁn -
Fe g,[t?.ﬁ )L-n.] ,
= CMG{ gLsz atm] fﬁ(il)":‘(iﬂgf) & (:ﬁ(?-i) i
v - k-1 1“-'th.,
Bea)™

Les équations du systdme (3.2) nous d.on.nant par addition

212-*315+con+nin.h'-"k-2

En employant la relation (2.5) 1e premier membre de (3,25)
duvient 3 ‘

(2m - ‘&—2).’ ' ( 'Ew})%ql(l:t) l3 (%P‘?-:})
/"2‘{ ...‘L.'n.' [—'2')[“'" ("ﬁ!)(“‘l (/TPI(IJ\I?.T(—{: 4

s

Gette relation a 6té établie par TUROWICZ [ 3 ]
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Adprds simplification par Cioeney

- (:}{y (g))('n)

n-l
N

c—:)

/H=o

D)

5, 4l résulte domc de (3.1)

(—«.n &——-2)’

(tz,... L..Jé.fk el ] (ﬁf”)h e

(£ (48 (22 )

directe de cetts formule est donnde aussi dsns [J.] .
B) Du falt que

RERC

ot que

[ F([{IC«JJ" :Fléac) na—

1—4

-(.-H\.

£ F([f’mr*%),..., 4
M {eo) {Tﬁ,,

¢ | [$e) 2™

< ol H

4)

(3.27)

._(

04 )

9 |

) (4

(m) ”

(g)_}

J () "2ty A |

- pim)
Ir(')rJ,] frP Zl-x))

f—‘ffrr;J"-’f(?: ) L}E’(-nJ"t,
[—‘TP{Z)_]"[/

-

» Une démonstration

[’Tpé—xar t’n, H <

ey e,

1 Vol ™ Ul e

o R 7 R e T

on dédult var une voles similaire & celle employée dans la remarquc

> 5

"h=£! (LZ; LM)E

.lff
0 |

(i

Ei

(@n-*

L’...

s u

.2)

e 1)

lﬁj (’XJ]J et _"'



e

-

Ostte relation peut &tr- ptilisbe _pour anm:- 1. reate d.an-

les formulep d'interpolation inverse.

1

2

3
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y Bditura

une fonctiq

- 7w

8UR UNE FONOTION EPLINE CUBIQUE

par
0. JIanca
D‘s:l.snoupa:g
(1) A ll.-xo<xl<...<xn-b -

une partition de 1'intervalle [a,b] et par
(2) A R EA

les valeurs de la fonction £ sfa,b]—» R sur les nmoeuds (1) .
Hous considérons la tonction spline subiqua gqui sorrespond
4 ces données [1] , sous la forme :

£l

M, - M 5
(5) '(:) - -—1'-—_...1._1 (x - 11‘1)5 ¢ =1 (x = 11_1)2 +
6h - 2

ta(r-x ) ey,
oh M, &M, | xefx; ,, x‘] y Led1,2,...,0} , qui vérifie,
pour chagque i = 1,2,...,0 1les conditions :

(4)
B'(xy ) mmy
51 nous imposons les conditions
. 8(x;, ) =¢
(5) R
8 (11) = m,

pour chaque i = 0,1,,..,n on obtient la formule de récurrence




