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7S« Ue@™n) Necx + v) - £ {1 [2(xN) L)) . |
Du fait que £ est dérivable, il résulte qu'elle est conmtinue, 4°oh
1'on déduit qu'il éxiste un b dans X tel que pour chague h &X B
avee [ Wl </ by on as

l£¢x + B) = 2(x) |- 22Cx)] "2 < 1, |
d'oh 11 résultes :
o I [-f'cn]"[]zy.f(-xrﬂ-fm”
4 - Il{—!xﬁ‘ﬁ)-—ff:;ﬂ.ﬂ[‘)‘fn]"ﬂ

et & cause de la contimuité de f il résulte la continuité ds g ,

donos
@s) ) [eGx e w]T - a0
o .
‘ (z,h)
De (43) et (45) il résulte que 1lim Eglzel)l =0, done g
lhivo Whl

proposition est donc démontrée.
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SUR Li DERIVEE DE TYPE FEUCHET DE
L' AFFLICATION COMPOBER

paz - ~
ddrisn Disconu 4

Dans ce travall nous désirops établir une Pormule pour sxpri-
mer la dérivée d'ordre n de l'application composfe de deux fonc-
tione A 1'aide des dbrivées de diverse ordres des fonctions compo-
santes. Dans le cas des fonctions réelles de variables réelles do
telles formules sont connues. Une démonstration em st donnde dans
B

Dane [6] , ?, POPOVICIU &tablit une formule pour la différence
divieée d'ordre n d'une fonction compose de deux fonctions
réelles de variables réelles. Certains aspect de cette formule ont
été généraliser par I, PAVALOIU dane (3], [4]. Dans([2) , p.309)
et dans [4) on donne sans démonstrat:lon un cas particulier ds ia
formule que nous établirons dans ce qui va suivre.

Considérons les espaces linbaires ot normés X, Y, Z et lec
applications £1 X — ¥ 31; gt TI—2 . Par l'aspplication com-
posde des applicationa £ et g nous ent"epdons 1'application
€of t X —> % définie par (g.f)(x) = e(£(x)) .

Fous d.esig;nonal par cf; (X,Y) 1'ensemble des spplications =
linéeires et continuea_'én repprt & chague varisble.

Nous établirons pour ccmmencer le leme stivants

LEMME 1. Considérons les ap_p.l.igations o $X->T ,1i= ,x,
w3 I-—;Z et v Z-—:-of(l ¥) gui edmettent des dérivées de

Eype Fréchet du premier ordre . Dans ces conditions 1'application




= I8 =

€+ X —>TY définie par g(x) = v(w(x))(u,(x),...,u,(x)) edmet

une dérivée du premier ordre et
(1) g'(x)h = v"(t(:))"(x)h(ul(x)..-..nn(:)) +
n
D W) 0y (1) 0oy (2D, (DR, 0 1 (1) .0 (D)
L=y

Démongtration. Du faiv que les fonctioms wy, ¢ X— ¥, i=I,m

et w i XI—Z esdmettent des dérivées Préchet 11 résults ¢

y(x +0) = uy(x) + aj(xh+ & (x,0) , 1=T3
et
w(x + b) = w(x) + ¥'(x)n + & (x,b)
of
| ¢ : (7,
/({j/vm IM = O K L.=4,—- &'& leb‘h"\.. {-I—i!'-fiz ﬂ)ﬁ —
Ml o (N 14l o Al

4 cause de ces relations i1 résulte @

(2> 2Cx+ﬁ) -4 ) = Pl (s d)) (Ug (x4 1) iy, (xeh)) —
— V(W) (U (D), ... Uy @) =
= P(we +w'coh + &y COH) (U, +uﬂ’(r)£+54(x,{) B

S M ) 4+ U @y h +E, | (x,%)) = P (wa)(u,),. .  Un))

Du fait que l'spplication v : I —)ﬂl,!) edmet une dérivée de
type Fréchet il résulte

(z) viw(x) + w'(x)h + E,v(x.h)) = v(w(z)) + v'(w(x)).

SAw' () + .,{-v(x._h)) + (_i(w(x),w'(x)h + Ew(z,h)).

|
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De (2) ot (3) en abauit ;

(8) g(x+h) - g(x) = v (w(x))w* (z)h(ulcx),..,,un(,)) -

E/f :"('(x))(ll(x),....lk 1(:).&(:)11,&“1(:). ...u‘(x)) +
+ E(x,h)

ob
() Exp) e 2 2. vwe) (g peessd ) -+
P2 s <epsn ! (5 atp)
!
+ [V'aven €, @ n) + €, 00, W ht €, mh)))
R (4, 62) + 4 ey + €, Gh) 5y M)+t lctr e +E, (%))
(‘) ‘ (an.qq‘)

2 . -
Ligsoins %I

= (‘1(:) pree "11!_1 (:) .u:.,‘ (.!)h, llqﬂ(z) pess 'u4_P—4(:J . I:: (x)h,
- P

u. (Z).-...%(x})

. -
l_h (5) et (6) on abduit
(7) ” 8(:(, &)U Z 1\:—\ X_‘_‘ , v (wrx) |
Rl T %’ L wer A, o T
’P R AL ( s &L in v
+ OV D0 vwan- Iweal-1hf A,

4’(1 e ) 'o

P=1 A84<. < ln

+ [Iiv'(w(x)) I M

]Ia,(w(z} w’aﬂhawomj ,
A “J—_QT_'_‘_'_
+llfw(t &ij N KNS + & (A

(ﬂw ol

{141 ﬂ (“ﬂ (=) ] +Hu (x)lf Al + i |l{- (.z é”’()

=4
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De (7) et (8) 11 résulte immédisbtement

® My

Il £ €=, -

O lso BBl
d'oh & cause de (4) on dbduit (1), Le lemme est donc dbmoutrh.
De ce lemme 11 résulte videmment le corollaire suivant

COROLLATEE 2. Bi les applicetiocns Byt XY, 1 =1n ,
wiX—>2 ot v31 22— > cgﬂ_} w(x Y) admettent des dérivées

Bréchet , alors ]'application g ¢t X—= Y définie par 3

6x) = VWEIC A (E) yarey WCE) )

sdemet une dbrivée Fréchet et

(9  &'@m= v-(.<x)).-cz)h<..;4(x>..... x)) +

n Kye=4
/
2D D ) e, W, 10, ), Uty Uil
RS ey, ey T

' (x)) (X,Y) est symbtrigue , alors on & la
Bi w(w(x € 02:;_’%

relstion

19 g Com = viCumw (et u;‘(x) peees BR(E)) 4

§ 0( Hw ) (/t( (l), ,,_, ) LL,z (z.) L{k@ug Uers er, ,u_m)

En ce qui concerne la dérivée du premier ordre de 1‘'applica-

‘tion composée on a le lemme suivant :

IEMME 3. Bi l'applicetion f : X —>Y admet une dérivée

= 51 =y
Bjchat 8u point xcX ot 1'npglieat:l.og gt T —>2 afmet _aupsi

pne d8rivée Fréchet au’ point f(x)ec¥ , ors g ca
g°f ¢t X —>Z% pgduwet une abrivée Irémt 8u point xeX gf

(11) , (gf)'(x)h = g'(£(x))2(x)n .

D&nonstrntioq. Des hypothdses du lemme on ddduit

(12) £f(x + b) = £(x) + £2(x)h + Ef_(x,h) .

pour chague heX et ol lim M" =
g0 infl -

et

(13) gy +®) =g(y) + g'(Mt + £ (y,%)

pour y=2(x) ot  14m ST o

« Do (12) et (13) 11
résulse N0 sl . et (13)

(14) (gef)(x ¢+ h) = (gof)(x) = g(£(x+h)) = g{£(x)) =

= g(£(x) + £'(x)h + £(x.h)J - g(f(x)) =

R (f(!))r'(x)h + & (x,b) |,
ot
(5 Eub) « 61020 ECxm) ¢ £ (2, £100m + £, (xyb)
De (15) on aéduis ¢

\fc,m' | J| &%, )
f___f_.__. = (;,C )”.-I_t\_ﬂ

Bl ”‘el” /| )C(a:)ﬁ. + £, (=, 4) fl
(1 o) +—.—€*ﬁﬂf—") 3
; N ECxm) '
d'olt 11 rfsunite 1im re——— 2 0 et B cauge de (14) on ddduit

iy 1Ry
1a relation (11), Le lemme est donc démontré ,

= ' (2() [ £1caom + Exm ]+ EC2@, £1n + € (x,n))a

i€ ({-m f{z;ﬁ #E.00h))|
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8i pous impodems la coadition que les dérivées Fréchet de
diverse ordres de 1'spplication g selent symbtrigaes et ubtlli-
soms la relasion (11) 4 laquells noms &ppliquens successivement 18

jemme 1 , noud dbduisons :

(16) (gef)*(xhyby = g(£(x))L* (Z)n 2" {x)Dy ¢ g' (£(x))"(x)h by
(17)  (gof)"*(x)hyhohy = g (£(x) )L (x)h, £* (DB 1" (X)by 4
¢ e(2(x) [£9(XIn e (XInohy ¢ LML (RIByBy 4

B f'(x)h3f"(¥)h1h2] o g (2(X))" (XD hobs

Dans (17) la paremthdse aignifie que g"(£(z)) s'spplique 3 tous
les termes contenus 4 1l'intérieur de cette perenthbse.

Pour la dbrivée du quatridme ordre om a 1
4

(18) (6o @ndhn, = > 64T (2,xiby by by by)
A=y

oh

U (£, xihy g ey, hy) = 244 (0mynbon, |

Ceveiny byt = iy Feofo By + Feoh b, frkhy+
+ Yo d, 4, {ﬁ’}z) 2 :ﬁ oy ﬁﬂclz,vﬂlﬂs hy +£‘I"=’£’aﬁi”f;{ﬂ?
Aot L h Ak, + Teoh fo hihty

i, Food,, Sk oty 4 |
58 ﬁr('z) ’£L4 'ﬁfC‘I) ‘g._,’ %%x) 'ﬁz, ﬂtq + ’TP,(‘L) ﬁ,,1 frféz) gq T’F(z) ‘{,_ ﬁb S =
& Bk, Tk, Tk h, + Fok :ﬁc;){‘,- foo) h, 8+
2 ’,—rei(x‘ '!;L {(:«:) *fi,f ’;Eléz) ’ﬁ,,{’
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Tous poscns maintenant

[ TN @’...de) (;(1 )m";":)
o FEB a0 IR

oft LPQ"; = gG&’,: 2 GL‘,; LA G"‘!‘;E > LEJ‘E ot
= (G“{ )__,‘Gh_e‘ 5 Gz,'f)"' )p(Gl’l"' 5 S0 G?,1 PREEE Gf’.“"P)
: RN o
Te nowbre des éléments de ]{L “ ¢ )ost bvidemment
[
n

(@) ) (@D R e

Dang 1'éxpresion de la dérivée Fréehet d'ordre n de la

fonction composfe intervient 1'ensemble décrit par (21) avec

p=n et o =i, 1=T,n et nous Sorivens
T2
(22) ]4[{’0...,&} = I

A 1'aide des notations et des résultats cl-dessus, le principol
résultat ds ce travail est le suivant:

THEROREME 4. £i

1) 1'application f1 X —>T _admet des dérivées Fréchet

jusqu’d l'ordre n inclusivement au poiat X€X
ii) 1'application g. t T—=7% admet des dfrivées Fréchet
symetrigques jusqu'd n inclusivement au point ()€Y j
alors l'spplication gf ¢+ X—>12 aﬁmet des dérivées

Préchet jusqu'b l'ordve n inglusivement au polnh x g

‘n :
(23) (sot)(n)(x)hl. .oy = Z 5(1)(1(13)Un‘i(f,x;hl, G ,hn'_l
gg .‘-':::/. .

(24) LATE R 5 SR R



- 35 -
- 5.. - S
On remarque facilement gue la solutiom urigne du systéme

m 4, _ .
* Z Z: I ﬁflf(f;)ﬁjdfp,v 'ﬂg;M) i {zl + 2+ +'k’{k =%

- Xe ALl 6) P 4=
@s..., L)€L, Xe Alt,..0) Lis it L =

ob 5:,¢ représente 1'ensemble deg solutions du systime : ot Lyneiinl,, 20 o La1aa
f1+2fb+...+n~fn=n ’
(25) { ‘ 1 (p:a) ‘6 4) ?5 fret
fl + 'FZ Feoat fn. =i '{24 J"')ﬂfp' } = .[4’___, k} p=R

pour chagqus i = I,n . L'emploi du signe de produit dans 1'expross- S

ion ds U gt symboligus & _la sl cat d’sppliqu A k
e o a-sumitiestion & amliquer (27) Uyl Eoxiyaeee ) = £ n, L n

Buccessivement g(i}(r(t)) aux faoteurs des ces produits. Bag 7

nous désignons ;'legsenb;e { 4%,..., CP,J ob ’“ﬁ = { G;-,, > Cr:;z: i Gi,f,;} En outre la solution unique dp systdme &

ek & = {/a‘”,‘u'k),_--.», 1}.,,;“"2)'} k=il L=in L4246 + ... +kE, =k .
Démonstration. L'existence des dérivées jusqu'd 1'erdre n { £ - +4_’z T fk =&

de l'application gof. au point x résulte par .utulution — ,{:. k, .f;.. cerm £y @m0, dtel

Successive du lemme 2 . Les relations (23) - (24) seront &tablies H} fet s ik

par induction mathématique . A ceause des relastions (16) - (18) on {44(1"”, ,1'151"”} = { gb beik

d8duit que les relations (23) - (24) sont verififes pour n =

8 1,2,3,4 , Hous Bupposoms que (23) - (24) gsont vraies pour mek, donc
Dans cette hypothds 1 t le 1 i
ovhase ’::‘:’ oyent le lemme 1 11 résulte : (28) U (2,xsh),...,0) = £ (X)) £ (Db, o . 20 (XD,
+1 ; ; : '
(26) b (go2) (")hth‘“hkhki-l " ) 1 cause de (27) on abduit ¢
.5 (1) 4 ‘ - @) | ' : b .
= [3 qicau);fcx) ﬁw U, &z jﬁd,...,'Etk)i-jE‘TP(z;)[]*;.(:r,z}' g{)ﬂ (29) o (b g =t D (h Lk

) s U (f,z;hl,ha,-u 'hk"'l)
o/ 1,k+1
- 8 G@) Uie Gt b, ) oy, + |
et A cause de (28) il réeulte

* = .
+é gm@?("’) [:ﬁéz)’gffq -[Jk, (1 (JF)>x5 'g‘u---;ﬁ‘k) ;'-u;' (icxjfb...,ﬁ)ﬂh 2o} ; r'(x)hx+1u£;.k;f'x‘h1’ ‘ ';'ht) . t'(ﬂhl'_"r'(z)hkr'(")hk-:-'l
(orn) / : * Tred, ke (EoZiby eyl by o)
+ j (%{x}) }ffx}{'kﬂ (ji;,ﬁ (#1,2,‘ ’lgz,,j...,ﬁk }
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(Nons avons , tenu compte amssi de 12 symétrie des dfnivies

Fréchet de 1'appliocatien g ).
Bn sutre

(31) ) EL Ui, s, ﬁ&)_
®
= 2, 2 :’f(,;) 'ﬁ'lm bet geg ‘f "EJ 2o T )

((‘a :tl)e.f Jtéﬂff" ij
Les indices des m:l.nbles dau dérivées de £ mitubes au second

membre de& la relation (31) sont

* (131 4 (1,6} ’ :
G2y k), (37, ) GG, . (et oy
‘—-,-—f
Z, fg,
Q (&.4) ,4;’9 24) (2 Ci', AJ’ . 2*(1’.{2))

——

L
£i nous posons &, = 1+1, 8=, ""'tk'iak at

désignons par T le mystime d'indices (32) , 11 résalte évidem-

ment
{-g Pt bt R+ G Ot = Ferd
e+ttt +ley, =4«
et TG}‘?&,, tiy-ot,,]. Tous les mystdmes d'indices T de type (32)

sont aonat:l.tu&e par le seul §lément “ke1" ot los autree indices

constituent un €lément arbitraire de 1'enssmble 7%[61 ‘4:.?{'1:;--- .ffc]
Evidemment

En outre nous appliquons le lemme 1 » Nous constatons que

- Ui (o250 B %&

=2 T Fu [ﬂﬂﬁfi’,ﬁm, -

('Fﬁ) 4‘.) & 30’ rték["h Pn] ‘F':T q/.—l _)*?

J] @ Pl p ‘
[ #(z) (p 2) - "QL?;,P'M] [T () n-k-w ’g fM-) ’é,#(P,{)]

ﬂrﬂ

® - 37 -

indicas des varisbles des dérivées ds £ d'un terme arbi-
Aes sommes du membre dreit de 1'4galith (33) pour penm

( (1,4) (1,4} (:,ﬂ v (78 -8,
0 (6,70, (0,0, G, 400, GRSy
S
( (P4} ”—C (?-4,1) ) Ca P Ef.) - gty Ly
= 9 j y o gr—-ﬂ 5 2 : 3w 3 P " )J
i
P—A
()U » 1 - .
J(a P S ArP 'ﬂ) (Q:P-‘l 1) . ’3 (Pe- ”J (ﬂ.:h‘l")”. 9(]:,1_!#) ({P'?) (r{;
- —— 2 J vy fj‘l ). 7)__5
., £ -1 )
H‘PH ;} M) - tp,u) (?(w 1) r,:-u ) ( (pM,,m] Aprt, L,
)J g, . 9 'y
p )
('(pn i) (pr2,4) gf'” o “ B
: 3 3 ‘C}uz,{pz) ( [ (54 gy
J ....;dj)ﬂ ))..-,(24 - P” Pﬁ-)) ]g ! ( ’j) ,g?!”“,f:

e —xk 7
posant %, "(1 ' &) ﬁ’zgz e ty-l -fp_l » %y .,F -1

s'{‘ l*l'tp-i- 'fa""tk.(k'tk-rl’o et en
ui;ns.at par Ule systdme d'indices (34) , 11 résulte immediatement:
tyor 2ty + ot Ry + CRandy, = o
7(:,1 +7£1,‘f‘- +i/k+f4€+4 =4

e 712;:’71_”' ’tk“}. Tous les systdmes d'indices " dgm type (34)

t la propriété d'avoir dane ls premidre cellule & k4l &1éments,
'$lément "k+1", le reste des léments de cette cel:!.ule constitue
cellule & &k Glénent:s d'un bleec B de 1?&1, - P—f) *’ff ‘f,,, 5
88 autres cellules de T aoutituen(;: il.:)a autres cellules du bloe
rbitraire B Lty,ts,... Ly, ] 1 ensemble

't{gna les ayst&mes {7 donnés par (34), Bvidemment

Lyt el c }q[ti't“ tk'“]

» NHous désignons par

pour chague q=1,%. .
 _ p+l
-f"‘ R~
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-39 - .
& bwm

- 5 T )
Pour p =k les indices A3 va.'r.'iables des ﬂér:lv&es de £ somy(37) 2_, T(’t) = Z Ty ‘ + Z 2 2

24)
(55) (3“‘ (j('l;&)) (ju,ﬂ j(r.,ﬂ) (2 J&J ‘-L
(j(’i-l L] (s, () e, E" - (k-

4 P digs ) :--':(?4 QB-:)’ g-:h'-‘l ’&" ) ’
m

)
S

¢ty =1

et en désignent par 7 le’ Bystbne (35) 11 résulto sette Pois
ot A% TR 'ﬁ't + (h;?fk“ = o4 4

ty + Aot o+ L, + A,

et (¢ _,4&1, i Jew] Pour des rsisons a:l.milu.u & cellu dn eas

précédent nous employon{% la notation J% f‘t‘_, K . es¢] o ayant

comme au cas précdent ,4 [‘t.g,'t,;,- 2 Tioee] C )?'[‘f,, oy 4,‘] bour chague

q=1, tk*l

On remarque q'om a 1a relation

(1) % Gt (prig)
(36) ]%&1" Copel = J@ff 3 -k-H] U (Li é;j )43;” "‘?'H])

En effet 1'inclusion du second membre »ésult

e des comsidérations
cl-dessus et 1'inclusion inverse résulte du fait que chgue

’téj?[th t,kﬁ] a 1'une des formes (33), (34) ou (35) ,
L'égalité (36) est done vraie,. )

Censidérons 1'application T+ }? ff‘,---,'f_,,'@”j——é -7“
un espace linéaire. De (36) on déduit ¢

4

étant

I(50)  (got)®)(xm® o

A = =t T ) '
?réﬂctb'_..tn'] Ieﬁ’[tb'“,%l 1’ ¥ ? € (fh-n,fkﬂj

3 oanse des relations (31), (33), (37) et des remarques oi-dessus

: résrlte 1 :
g2 ’ ’ ’
(oo - ¥ > 'ﬁ ,'g. ’ﬁ‘-4;
> "(34( 40,_" jf&.—'[.-c.'l). (4 r&.m: ) j* -1»-1 %(b,&,} A({ 36) :ﬁ’m &M T-Ik - (?f’l)ﬁ“.__‘ﬁk) + U,;,‘ (4’ T Ry, Mg ),

. LI <
(p)
= = > T_T }_j, f"‘) 7m0 ﬁg'
(s ten)€ Fp ;. WALy ey F= ) A
uhl.q,un i= m
De (26), (28), (30) ot (38) 41 résulte '

39) KJJ-?-H,L (tf,'z;’?l,, ;---;'g'-k ;'ngn) = ;
(»
& 2 2’ 4]'P @) oitpar ™ g (b,2)

P—l =

(€, oty )€ -ﬁuc Re Al ’1‘""1

enc les relatloms (23) et (24) sont vraies pour m = k¢l et en
rtu du principe de 1'imduction mathématique ces ralatiom': @ont
vraies pour chaque =nc¢H . Le théordme est donc dbmontrs .

BEMARQUE .5 , Pour h:l. =hy = ... = b on obtient la relation:

<=1 (4,.,0,)¢ i:,,t'

) ik (Bt (1

T

.
W) mlar o




- &0 =
En effet &l nous posens *, = By = ... w kb =h dsns (23)
ot (?4) i1 résulte ¢

pip pb ep
-}]i &) f‘ qu) B ;fM) - ‘F"Jlﬂ' ) pour chague
p= 1._ ot
7T v
- 1T (gt
H : — (=) /
qll_tl # ‘;‘I) %Q{P") . ﬁ fP,() ?3, ( 7
=1 "
pour chague 7 & JQ L2, i8]
Adnad
rﬂ . ] = I.{ 3--.,'\an {
;)j ] ? %Cﬂ ;uw %ffpm /‘:‘Vz"(“’? 1 J
e A, ..., ] Pﬂ' 1=
i .rrr pP P - oom ® phi
e (/"') zl)". )& gl ]

flone la relatiom (40) est démontrée .

Oette relation figure sans démonstratien dans (2] , [4] . Deus
le cas f,6 t® —> R une démonstration en a &té domnbe var
I ., PAVAIOIU dans [5).

la formule obtenue peut Stre utilisbe en outre au caloul
successif des dérivées de diverse ordres de l'appliscation inverss
d'une application f£1 X =Y . Qe cllen_l eonstitus le snjst da

travail [1)},

- &L -
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