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1. Définit . L'intervalle [a,b] de 1'axe réel Ox est par-
tagé en N sous~intervalles égaux par les points a = X, 4 X, &

Less KXy = b, avec le pas Xy = X5 = h, & = (b-a)/N et x5 =

tion combinge (P, : [a,b]-> B aéfinie par

1- 45 epe1 -3

W Yo a-F) ene T4
o o 0

( r e R » J = 1.2.900,N-1 )

X=X ‘ X=X
(1- ho)'exP(l' hO)

LPO(Z) -
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X=X -

' 1= F— emp(x1 - )

P =

0

=X, +Jh, J=0,1,...,N. On associe & chaque noeud X le fonc=-

)y XE [x,j-l’ .7.;]

y XE [xj, xj+l]

S IR

y XE [_xo, xl]
! x¢ .(xo' x1>
1 XE ["N-l’.“::}

’ x¢ (?fx:-l' *x)

(combinaison de fonctions linéaires et exponentielles)
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Les fonctions ‘f’? sont définies par morceaux et sont con—

tinues dans tout 1l'intervalle [a,b].

Nous considérons liaxe Os & 1'origine au noeud Xy et orien-

té dans le seas de l'axe Ox et la transformation de co_ordonnées
X - X, X =X

3=‘h shg-j.

Nous cbtenons alors la forme suivante des fonctions "-fj

1+8exp(r(les)) , 8E [-1, O]
(3) ‘f,(s) ={ (i - 5) exp(rs) , s€ [0,1]
0 » s8¢ (-1,1)

Dans 1'1.nte1;valle e = [—1.0] les fonctions’ (fj sont 43-
finies par
) (e)

F st

Foale) = - 8 expleties)) .

1 + 8 exp(r(1+s))

(%)

Nous avons de la méme manidre dans 1'intervalle @ = [0.1]

e)“

(
"f)ju(ei) =1 - (1-8) exp(rs)

-

(€)
Lf J(B) =(1 = 8) exp(rs)

La fonction dérivée % est définie comme suit
_ (1 * rs) exp(r(1l+s)) , 8 € (~1,0)
(5 LF;(a) = - (1L -1 +rs) exp(rs) , s € (0, 1)
0 R 2T

La fonction LF; n'est pas continue dans 1'intervalle (-1,1)
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2. Mr;étés des fonctions ((j « On d.éduit de (1)=(4)

"
L
g
G

]
(=]
°

1 ') ‘K = J :
(6) (If;i(xk) = JJk A {0 & & J' v 3 =20,1,.00,F

3 (e) e )
(7 "fj(x) . "f:’_l(x) = 1

(8) "fj sont des fmctions A support compact dans {1 = [a,b} .
( ‘fd(x) £0 pour x € (xj-l’ 134»1) , avec ‘fj(xj_l) = %(xjﬂ)ﬂ).
1 : 3

(9 j‘f’,(s) it d

. (10) | (1. 4. =S'~f5(x) P (x) ax {

On fera remarquer que 1'intégrele est non nulle au seul cas
od k= -1, ke 3, k= 3+l . ’
Hous considérons les constantes réelles Cot Cpseessr Oy et

la produit scalaire (.,.). En posant ¥ xel),

i ey P50 =0
}=0

i1 résulte que pour tout k , k = 0,1,...,§ mnous avons

£0 pour |k-jg¢i

‘=0 pour |k=j|>1 .

N S
Z ey Yy P =0 = ‘Zo e4( LIDJ' P ) = ey (Pro Prard*
i :

+o (4 ﬁ) *+ g (Y, ’ﬁﬂ) v (e =00 ey =0) o
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En se reportant & la propriété (10) om dit que le systime de
fonctions ‘5}& ﬁja_;‘est presque .or.tbngonals de plus, la nmatrice Gram
de ce systéme de fonctions est une matrice tridiagonale.

Le systime de fonct:l?ns{‘ﬂ' B j-om est linéairement indépendent.

Les fonctions ‘f’, définies par morceaux sont continues dans
Q. [a,b] , & dérivées du premier orire discontinues dans 0 x
mais de carré intégrable (ou de degré d'integrabilité fini). Par
canééqnent, ‘Fz" appartient aux classes de fonctions o)y,

: wial(_n_)' que nous désignerons par S. :
L'ensemble

Bﬂ = span{(-ro, “Yl"'?' q’]} —
:%VN"N=§O o5 g Fye8 cge 3

constitue un sous-espace dans 8, c'est-d-dire HyC c(fL) By C w%(ﬁ).

Le sous-espace Hy est désigné par ch(_ﬂ.) ou par '%'h(.Q.)
(selon le type de l'espace dans lequel on étudie le problime de
1'spproximation & 1'aide du systime {\f 3]3).

On remarquerg que tout vy € HN "s'6crit sous la forme

N . 3
an v = 2N W) Y@ L ey = vx) )
3:0 8
3. Approximation. Nous désignerons par u une fonction conti-
nue dans {1 = [a,b] ou une fonction qui appartient & W%(.O.) ou
3 Wg(ﬂ) (en ces cas u est également une fonction continue). .
" Les valeurs u(xd) v 3=0,1,...,§ , sont par conséquent finies.
On peut construire, pour la fonction u : 1> ® , la fonc-
tion d'interpclation (définie par morceaux) aux noeuds X4
3 S0, 008 ¢
N .

. Lh
(12) Un(x) = Z u(x.) Coxy | w, € Hy =W, ()
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o ‘-f)d: £l — B sont les fonctions (1)=(2).En effet, les condi-
tions d'interpolation
“N(‘;)) = u(xd) v 3 =0,1,..,F

sont remplies,
Nous présentons le

THEOREME 1, fonction u gppartient & Wg(_Q.) alors en
employant la fonction d'interpolation Uy finie 2 us
s la tatio ' - '
J 3
(13) u - < ¢ b ljult
| ho - ol o) wi(n) !

ol ¢ est une copstente indépendente de b ot de u.
_ Démonstration. On calculera la différemce u(x) - uy(x) pour
re [x 1 zj] Afin de simplifier le calcul on \rtilisora la coor-
_donnée s et les fonctions q’j sous leur forme (3).
“" Nous calculerons d’abord la dérivée de la fonction uy(s) ,
8 € (-1,0), Pour ce faire, nous remarquerons que (12) donne, &
1'aide de (3)-(%)
ug(s) = - ayq 8 exp(r(1+s)) + uy (1 + s exp(r(1+s))
( ua = n(xj) ) .

On oi:t:l.ent la dérivée

) G ' .
# = (ua o 3_1)(1 + “) OXP(I‘(1+B)) 5 Sé(-l,o)

Nous avons

u(s) = ﬁ,(‘!) = S‘&r(n -ug) ds' =

=ﬁ%§f—'-’ - (ay = u, ) as’ . Cay - 5 )C[l-(l-rs')exp(!(kf)idﬂk
=1
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. ([dué:') _ S dgdgg“z dan as' 4 .
-4 = =4

S

+ (ug =y ;) j [1- g (o expletresy))] ast =
3 3-1 ds’

- | |

L s'

{5 [

-4 e | s“

2
L u(x) u2X dx] ds"} ds' +
ax

$

+ (ud - ud_l)'s [1 = @‘?‘- (s* ezp(r(l-rl')))] ds®

-4

En prenant d'autres limites d'integration il résulte

| uCs) - ug()| & r{ So[ S: %ﬁﬂ |

-4 - -

ax] ds"} ds' , s€(-1,0),

ceci du fait que
0

J [1 - g o expcr<1+s')$)] as' =0
5

En utilisant 1'inégalité d.; Cauchy-Schwarz on dddnit

{u(é) - ug(s)| € (1: “)ﬁ (Jj%&y)"ax){ .

, x
Nous revenons & la variable x en posant s = -h—‘i 5K x4 -
= Xj.1 =B ) et nous obtenons la délimitation

wi~

: I-J' :
: %
] 42
Jutx) - ugm)| & w32 ( j I %ﬂ} dx). xe(xy ,xy) &
: 6 - -

R

En intégrant de nouveau entre les limites xd_l et Xy 4 Dous
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obtenons
. i ' ,
““x)-uﬂ(x)lzhé n‘*’S 2|« .

Nous utilisons cette inégalitd dans tous les sous-intervalles,

c'est-i-dire nous faisons j = 1,2,...,§ et par addition terme &
terme des inégalités résultées, nous obtenons la délimitation pré-

sentée dans 1'éncncé d.n théordme.
Au-cas d'autres systmea de fonctions (linéeires par morceaux)

un théortne analogue se trouve en [1] . )

_ ,Bemarque. Le systdme de fonctioms i‘fjka =1,n prises dans
1'espace de Hilbert E est dit complet ‘dans H si pour tout u et

pour tout € 0 donnd ue:d.ate é1ément

= 2 a\f’a

(c'eet-&-d:l.re il existe les constantes €19 Cooe o oy Sy ) et un
nombre naturel N t‘els gque

“n'-nnﬂaéi pour tous les n » N .

' En vertu du théordme précédent, c'est-d-dire de la dflimitation
(13), on a démontré par conséquent que le systdme de fonctions
{LP:I } j = 0,5 ©st complet dans 1'espace L,((2).
: Cette propriété du systime { \,0 i I’ constitue 1'une d:es exigen-
ces essentielles des méthodes d'approximation & 1'aide de formules
du type (12) et en particulier de la néthbde des 8léments finis.
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