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DESCRIEREA METODEI ELEMENTULUI FINIT CU FUNCJII SPLINE
: PE O PROBLEMA BILOCAILA SIMPLA

DOINA BRADEANU

1. Formularea problemei. Fie ecuatia diferenfialid ordinari liniari

—%—]—ax"u:O (1)

unde # este functie de x iar a §i % sint constante reale (k¢ > 0). Se pune pro-
blema gasirii funcfiei u(x) care verifici ecuatia (1) in interiorul intervalului
I=(0,2) =R si satisface conditiile la extremititi: #(0) =0 si u(2) = ¢,
[2]. Cu transformarea de functie

u(x) = 2(x) +

e—1
2

x4+ 1 @

se ajunge la urmitoarea
Problemd bilocald cu conditii omogene : si se determine functia w(x) astfel
ca

- d—z“’(—ﬂ-—f— ax* z2(x) = — axt lll 4+ i x) ,» e ]= (02 3)
dx? 2

2(0) =0, 2(2) =0

In cele ce urmeazi se consideri A4 ca un operator pe z astfel incit Az este
partea stinga din (3).

PropozrTIA 1. Operatorul liniar A este autoadjunct, pozitiv definit st pozi-
1 mdrginit inferior (strict pozitiv) cu constanta 12 pe spatiul bimar Z = {z =
< C? [0,2]/2(0) =0, 2(2) = 0}, dacd a > 0.

Demonstratie. Pentru demonstratie se introduce un spatiu fundamental
cu produs scalar (spatiul L,[0,2] cu produsul scalar si norma definite in mod
obisnuit). Dupd cum este cunoscut, C2[0,2] este dens in spatiul L,[0,2]. Daci
2, v € Z si calculdm produsul scalar L,

2 2
(42, v) = S (2v" + axt2v)dx =S z2(—v" + ax*v)dx = (z, A*v), (4)
0 0
deducem din A* = — v" 4 ax*v, A* fiind adjunctul lui A, ci A*= A4 pentru
toti z, v = Z. Prin urmare, operatorul A este autoadjunct pe Z.
Dacd z =v, din (4) objinem
2 2
(Az, z) = S 22 dx—l-aS x*2 dx > 0, daci a > 0 (5)
0 0
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Egalitatea are loc dacd si numai dacd z(x) = 0. Intr-adevir, 2/(¥) = 0 implici
z(x) = ¢ (const); dar 2(0) =0 asa incit ¢ = 0. Inegalitatea (5) dovedeste ci
operatorul 4 este pozitiv definit. ,

: 5S4 ardtim, acum, ci 4 este un operator strict pozitiv (pozitiv mirginit
inferior), adicd existd o constanti « > 0 astfel ca

(A7 %) = wbfe, 2). (6)

Pentru demonstratie si observim ci putem scrie
2(%) = S #'(s) ds, cu z(0) = 0
0
Ridicind la patrat i aplicind inegalitatea lui Cauchy-Schwartz, obtinem
2(x) = '\ ds S 8 ds = xS S
A' ,0 . . v

0 20

De aici, prin majorare pe [0,2] si integrare, primim
T 2.

2(x) ds < 4 S 22 ds,

0

S 1o

de unde, daci a > 0, deducem ci are loc inegalitatea
2 . 2
% S 2(x) ds < \ #%x) dx+ a | 2(x)x* dx
0

0

(=]

care, dupd (4) se poate scrie in forma (4z, z) > (2, 2)/4. Prin urmare, luind
a = 1/2 este demonstrati inegalitatea (6). '
Observatia 1. Calculele precedente arati, de asemenea, ci funcfionala bi-
liniard a(z, v) = (Az v) datd de (4) este un produs scalar (energetic) notat prin
(2, v)a; avem
2
(2, V)4 = (A2, v) = S (20" + axP zv) dx

0

’

Observafia 2. Inegalitatea (6) se poate demonstra si direct, cu ajutorul
inegalitafii lui Friedrichs
lulle < (0 —a)llu]la

unde || -[|4 este norma energetici a operatorului A iar || ]|  este norma -in
spatiul L,([a, b]. In cazul problemei formulate vom avea

VEF) < 2/l 7 5t (42,2) > 1 (2,9
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Propozifia 1 asigurd, din teorema de existentd si unicitate a solufiel ecuatiei
operatoriale Az =f, ca sd aibd loc
PropozITIA 2. In spatiul Z problema bilocald (3) are o simgurd solufie;

fie 2, € Z aceastd solutie
De asemenea, din teorema fundamentald a lui Ritz, pentru problema

(3) are loc urmatoarea propozifie
PropoziTiA 3. Functionala patraticd a energies F:Z — R defimitd prin

F(2) = (4z, 2) — 2(f, 2) =

2
=S (22 + ax* 2%) dx+2ank{1+ 82;1 x}dx (7)
0

0

are un manim absolut pentru z = 2,, adicd
F(2,) = inf{F(2) |z = Z}

si reciproc : dacd z, < Z vealizeazd um minim pentru fumctionala energie F(2)
atunci z, este solufiec a problemei diferentiale (3).

" Dupd cum este cunoscut, se spune in acest caz ci functionala energiei
(7) asociazé o formulare variationali de minim echivalentd (principiu variafional
de minim) la problema diferenfiald (3).

Pentru rezolvarea problemei variationale aplicim metoda aproximativa
a elementului finit de tip Rayleigh-Ritz, intr-un spatiu finit dimensional (de
dimensiune N), cu functii de formd (interpolare, baza) date de functiile spline.
2. Procedeul lui Rayleigh-Ritz. Aproximarea solutiei prin funetii spline
cubice. Se consideri problema (3) in cazul a = 1; £ = 0 pentru care avem

AR = — T s = — (14574, S I=02) ®)

d%? 2
2(0) =0, 2(2) =0

in scopul determindrii solutiei aproximative alegem in locul spatiului Z un
subspatiu finit dimensional Zy (de dimensiune N), caracterizat printr-un ordin
de netezime egal cu acela al spatiului Z. Pentru N fixat se alege in Zy o bazd
de functii {®;}, ¢ = 1, N, funcfii care indeplinesc urmatoarele condiii: functiile
@, reprezinti un gir complet de functii liniar independente (baza spatiului),
sint definite pe portiuni (elemente finite, subintervale) si aparfin spatiului
C2[0,2], au suport compact si verifici conditiile la limitd omogene (se anuleazd
in x =0 si ¥x=2). Un astfel de subspatiu al lui Z il oferd mulfimea

Zy = {oy < Sy(n) I2n(0) = 2(2) = 0}
unde §3(rc) este spatiul liniar al functiilor spline cubice pe diviziunea

0 =Xy < Xy < Xy < Xy < Xy =2
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cu pasul 7 = 1/2, de d1men51une N = 5. Baza acestui spafiu este formati din
functiile spline cubice @, = B,, i — 0,4, care indeplinesc condiiile de mai sus.

Pnn urmare, subspatiul Z, al lui Z are forma
Zy = span {Bo, Bl, Bz, Ba, BZ}.

Pentru u construirea bazei {B,} i =04, se foloseste cunoscuta bazi {B} i =
span{B_,, By, B, B,, ...

= — 1,5 a spatiului de functii spline cubice Sy(x) =

.., Bs}, [3], dupi cum urmeazi
By=B,—4B_, B, =B, — 4B, B, = B, B,
Se obtin formulele :

%(—9x + 3 + 742),

= B, — 4B,, B, = B, — 4B,

x < [0,1/2]
x € [1/2,1]
%=1

x = [0,1/2]

x = [1,3/2]

x > 3/2
x < [0,1/2]

(x Lt 21)2— 3(x —1)3, x € [1/2,1]

)3, x< [1,3/2]

x € [3/2,2]
x < 1/2
x € [1/2,1]

x < [1,3/2]
x = [3/2,2]

%l
x < [1,3/2]

By(z) = 8{(1 — x),

0,
(—3(1 + 3x — 5a2),
—21_3(1 — %) —6(1 — )2 4 13(1 — 2 x < [1/2,1]

By(x) =8 2 4
__4(;__. )
0
2,
b et s

By(x) = 8 Ly 3l3 3(3 ’
== — x|+ 322 _ 4P _3(3_,
8 4’2 ) 2(2 ) (z
L2 — xp,
O' ‘
—4[x—la,

By(z) = 8 ll 2)
— 5 — 3(x = )—6(x—1)2 + 13(x—1p,
3(1 — x)(sz— 17x 4+ 13),

; ]O,

Byn) =8 |~ 7
IF a3 s 3 3 3)2 3)3
=1 :(x—;)+;(x——;) —7(x—;),x < [3/2,2]

Graficele functiilor B, sint reprezentate in fig. 1
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n scopul rezolvirii efective a problemei diferenfiale (8) cautam o aproxi-
matie Rayleigh-Ritz pentru problema variationald echivalentd pusd asupra
functionalei F(z). Se incearcd o solufie aproximativd de forma funcfiei spline

cubice
wl®) =Y aBid, * = [0.2] ©)
k=0 .

unde ¢, sint coeficieni necunoscufi constanti. Acesti coeficienfi pot fi determinafi
prin rezolvarea sistemului Rayleigh-Ritz:

4 ~ | - < ' .
2 (ABI': Bk)ck = (f’ Bi); 1= :4 (10)
k=0
in care notam (' = dfdx
2
b= (f, B) = Sffitdx. i =04; (11)

Ars v
Asp = ;1,’k= ,4 .
* [Odacé|i——k|=4
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Sistemul algebric (10) se scrie in forma matriciald
[} = ) (13)
(A= () ) = (o ... )T, ) = (b ... 5T)
Pentru a determina valorile coeficientilor a; se vor calcula in prealabil deri-
vatele Bi(x) ale functiilor spline, scrise mai sus, Bi(#) dupd regulile de deri-
vare obisnuite. Daci se pune
«ix = BiB; + B,B,

§i se tine seama de simetrie avem de calculat numai coeficientii

P Yi—k+2
B = ¥y ( %iismy(%)d%; m =03; i =04 —m (14)
k=0 *
F—k+1

In aceste formule se va face convenfia ca acei termeni pentru care indicii
limitelor de integrare sint mai mici ca zero sau mai mari ca patru si nu inter-
vind in calcul. Mai mult, volumul de calcule se poate reduce atit datorita
simetriei operatorului A cit si simetriei functiilor B, si B;, i =04 (fig. 1).
Acéasta induce o simetrie a matricei de rigiditate [Z ] fatd de ambele diagonale. .
De aceea, in formulele (14) avem

Qis = AUa—3)4—q), ¢ = 0,2; Aiti+1) = AE—gy—i, 1 = 0,1;

Fii+2) = Ae-i4—iy, 1 =0,1; a3 = ay_yu_y, 1 =0;

In consecinti, rdmine si se calculeze efectiv cu formulele (14) numai 8 ele-
mente ale matricei [A], celelalte elemente se obtin prin simetrie fatd de cele
doua diagonale :

BN
I

Termenii liberi b, se calculeazi cu formulele (11) care se pot scrie in forma
, o
Bi(x) dx — aOS xBi(%) dx; a, — _;_1 = 3,194528 (15)

0

By e

S

Valorile numerice b, calculate cu (15) sint scrise in sistemul (16).
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Sistemul algebric al lui Rayleigh—Ritz (13), devine

= 3484 S ARIS 81T, . 167 07T fe, —1,958358 )
66562 351 —15314 . | | 28,208810 |
3964 . | {e,p = —12,583584 (16)
¢l | 55681751
0 . . . Jle) | —6430698

Acest sistem s-a rezolvat cu metoda elimindrii a lui Gauss. S-au obfinut urma-
toarele solutii

co=—0,049061; ¢c,=0,042327; c,——0,264463; c,=0,062205; c,——0,112217 (16')

Aceste valori impreund cu relatia (9) dau solutia aproximativd a problemei
(8) : se pot obtine valorile aproximative ale solutiei problemei (8) in fiecare
punct x din intervalul [0,2].

3. Evaluarea erorii. Referitor la eroarea pe care o introduce z (x), in [3]
este datd urmdtoarea evaluare

|z — 2y |l < KK® (17)

unde z(x) este solutia exacta, zy(x) este aproximatia lui Ritz de tipul functiilor
spline cubice, ~ este pasul diviziunii uniforme pe [0,2] (lungimea elementului
finit rectiliniu) iar K este  un numdr pozitiv independent de N. Teoria mate-
maticd a procedeului lui Ritz, [1], [2], care este valabild si in cazul discreti-
zarii prin elemente finite unidimensionale, ca si estlmalea (17) asigura con-
vergenta metodei in problema considerati aici. In lucrarea [2] s-a aplicat
pentru problema (1) o solutie de aproximatie prin polinoame ILagrange liniare
pe portiuni (o aproxima‘;ie de clasd C°). S-a intocmit tabelul 1 in care sint
date valorile nodale pentru solutia exactd #(x), solutia de tip Lagrange u; si
solutia prin functii spline cubice (de clasi C?) u,(x). Se obfine un inalt grad
de exactitate in cazul folosirii functiilor spline cubice (tabelul 1).

Tabel 1
i % 0,5 1,0 1,5
u(x) 1,648721 2,718281 4,481689
(%) 1,648835 2,718546 4,482029
ug,(x) 1,634821 2,606116 4,460750

(Intrat in redactie la 12 octombrie 1981)
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THE DESCRIPTION OF THE FINITE ELEMENT METHOD WITH SPLINE FUNCTIONS
FOR A SIMPLE BILOCAL PROBLEM

(Summary)

In this paper, the Rayleigh-Ritz variational method on one-dimensional finite elements
was outlined, within the general context of mathematical approximation, for a simple bilocal
differential problem (1). This problem is also considered and is studied by piecewise linear
polynomials in [2]. Here, another approximate solution, is proposed (9), given, by m ans of the
spline functions. This trial solution (9), is then determined by computing the B,(x) splines and
by calculating the coefficients ¢; (167), using the Ritz procedure. The trial solution u(#), from (2),
is compared to the exact solution u(x), which can be found analytically, and to the linear solution
up (¥) (Lagrange). The spline solution u,(¥) is better than the linear solution (Table 1).



