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SUR FOBMULE DE QUADRATURE

Dumitru Ripeanu

§ 1. Bo [1] GOLOMB et OLECH ont prouvé le
THROREME, Il existe un nombre ®e(0,1) ( et un seul ) & la
propriété que la formule de quadrature ;

() 5::(:; dx = AL(0) + AL(®) + 2,2(1) + R(E)

-est exacte pox:n; ' _i, 2, x3, &, clest-4-dire

(W R(1) = R(=) = BGxD = RGD) =0

od p, q T sont des mombre positifs donnés, différents entre oux.

Dans la note présente on donne au § 2 une démonstration de
ce Théordme, sous une forme différente de celle donnée par ses
aut jeurs et aux 8§ 3 et 4 on présente deux des généralisations
qu'on peut domner au sus-cité Théordme,

§ 2. 0On peut bien entendu BUpposer
(2) T e e s RN BT i

- Les relations (1) s'écrivent

(3) : ‘ ). ‘1" 2 4 el i
(q') :- A,Or-t- 1;_--:: “'-'F.
! 4000 4
| (5) ‘.A. A 07 -l'r.\'_.-l.——-—“-?
s (6) A ‘ /\|‘r+ Ag ‘.='—+—'

447
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Le théordme de Golomb et Olech peut donc sf€noncer de la mani-
dre suivante :
[ESORME . 11 existe un nombre © & (0,1)

1equel le systéme (4),(5),(6) de 3 équations 1inéaires 3

et un seul pour

2 incon-

nues A, st compatible (au quedb cas (3) donnd Kai):n

Démonstration. - (5) et (&) donnent
O imc. - PR o - o
(¢4 4)(e+r) (887 =T Tleg) (¢ ) (a+ 67)

auguel cas (4) s’

SRR R B

&erit
ple) =

avec = Q=P 43 T =T =D « Par consequent
y'(®) = ¥ [(1+—E—) Flgens (u._'L)&r‘J

),

(2) ), démontre 1'existence d'un nombre ( unique ) & e (©0,1)

auquel cas le Tableawl ( od 6, conformément &

qoi satisfait aux relations (1) , ce qui démontre le théoré‘me:

b 8 O 1 e
(o — oo B chtns e ;
®[FE % 0 N ) 70 A=

Tableaun 1

§ 3 On va Templacer en (0) 1les nceuds Oetl ( maie pas
les limites d*intégration Orét 1 ) par des noeuds d.om:és a &t b.
Pour présenter le théordme regpectif, nbué allons nous servir ﬂaé iz
notations suiva.ntes.- . j S o R ot

Notations.

e = &, (av); (4%t

)‘ *&-""ﬂ“ .
Ay = Ys(e) = @,[n ¢). _-(-—-—-_.,')L (""—)5' i_-F

[

: : =119 -
| L ACE CP (-.-w = (i'- “"I')L" ('_ '“") b+ p :—:,

> P aP \|*P 4% .~
_J_i:._.g‘r,(u) cp(-..r»J (—— Hr)‘ o (T:p" .")L *35;.7‘:;;

p(9) = (ot ‘fs(s)a'*wﬁwe - b "
P

S (S Sl e ( P T 5" s
Tn{a) (Hf i """?)* ¥ %+r = rp )9 * "“'T—'—rﬁ
(ox= Hnst’ 0F+ Acq 0T+ A, BT+ Ao =

e ek i A, =0 e& Ag>0
E _e-lg;_j-] &  Ac <0 0 Ar=0 ot A-.,—<.o
. s it _
€8 = Bog ¥t B r® TaBo =
T 1 S | LeP
- ‘En ("” CoAm “""‘f > ..-.-:-‘:
: A ‘ .
B 1 L S Lo
ok ] * a“rp +Gr
b5 = bs(a? = in racine plus grande gue a de la fonction ‘P (b) .
by = byla) = = la racine plus grande que a de la fonetion ‘f4(b) .

mmm 5 4 L Une _condition nécessaire et suffisante pour

qu'il ex:.ste un noeuﬂ o, différent des noeuds a

cnefficients 1_ h M blap A la propriété que la formule de quadrature

et b et trois

"I(?)‘ 'cf(x)ld: = 1,~,f(a) + XNE(Oy) + A, £(b) + R(£)

; soit exs ete pour f(x) =1, &£, 2, gjxr , o0 a, b, D, & £F
e est la

nt_des nombres donnés av

Y Si o‘“f@;—?.
b(l:»5 ou bi.en b>b7 ‘et _dans les deux cas ‘{(a) te(b) £0 .

ec O<a¢b et 0£p4q<r

et b (a)(b?(a) , que l'on ait ou bien

0 <ac

:2° .ﬂ et bg(a) = b.?(a) =p » que 1'on git

rw*
et "f‘(a) 'fcbuo :
g

Ota(

et b (a)>b7(a) y 4 g von ait ou bien

@

e ’)11 va sa.ns dire que lea notations des

§§ 3 et 4 n'ont rien de
" commin avec celles du § 2 .. SRy
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b<b, oubien b>b; et dans les deux cas "f'(a)-ﬁ(’(b) £0 . -

l-l-*

_ o e~ {
4° g1 T cad (__?_)1--? qus 1'on gij: b<b, b

@'(a) . plm) #£0 .

5° 8 a > (ii.f.’.. J-_r que 1'on ait -ﬂfl(a). ’f'(b) ;!D,"-
a4, Y B .

s i
6° Si am=0, que 1'on ait ou bien 0.<bg (%r'f off bien
- 5

o ol
e 4 ; ! )
b.> ( - et dans les deux cas FQ-(b) #0 .

1. 1° Si a>0 et Y,(a)<0 , glors O & (0,a) .
(o}

2° 5 a>0 et ©L(a)>0 , %L(b)>0 , glors O, &(a,b) .
3° 51 830 et @ (b)<O, glors ,>b :

4° 85 a=0 g_;(déb)((} , alors 6,>hb .

52 5i 4=0 et (r;}m(b)>0 , alors Gne(o,b) o

III. L'sxistence des nombres @, , Ag» ,\, et A, de la for-

male (7) igplique leur unicité . Par conséquent, 1la formule (7),

ouznd elle existe, est unigue

IV. yes racines bg(a) et b7(3) gsont des fonctions crois-

sentes de 1z variable a Jdans les intervalles respectifs

o
(0’(‘*:’)"?) = (0;(1‘”—"-)"") dlexistence * .

444,
Démonstraticn, FPar hypothése
() 0% agb: etiDLpdactos

Lec conditio.s R(f) =0 pour £ =1, ., x2, ** s'écrivent
au cas de la formwle (7)
Ne + 2, + 2, =1

__ A
2 GF+ 2 BF 42 bP= —

(%) ‘rp
, 4 4 A 1ol
Mol ¥ HEXNBY N bY= —
J 4
)\nar“' M er""' "1br= 440
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~On 'suppcséra. d'-abbrd‘reﬁ ¢B) a»0 . Les trois dernilres rela-

tions (9) donnent

. ol SO T il 14p  ler - 1+q 14D

1 a%% aBT  aPbT - &P a%P - aPbl ,
¢ ' + +
5 1+p Pt e s I -

b T T q g q p -
).*_..3‘_[( e e e Wi e’]
Ay l+q 1+ - ls+r l+p - l+p l+a

K= 8P - qb"‘)l’+ c::?’#r - &FP)ehe (a_%P - P

'auq-ual cas la pﬁémi&ré relation (9) s'éerit

( 11) , ‘f(ﬂ) = lpir-l- 'Aq_ev + 'Are‘ +4=0

avec -

. r I q q
g a = Db b? =g
5 = nqbr - rbq' + +
1l+qg 1.2
bl R T
A = abP - aPbT 4 +
] a l+2 l1+p
(12) 5 .
g . g% -1p? bP - &P
a b
‘L.:' = aPpl - a%P + +
1+p 1+gq
a™? - a9’ aPbT - 2P aWP - 2Pl
A = 4+ +
l+p T W g 1+
On écrira ' - .
A a® al
(13) e i) = (at i — W -a")b% -—
- : l+q ~ 1+ -~ l+g 1+
1
et on considérera la fonection: ‘fz(x) = o x ( x>0 ) , donc
i : : .d >

e ol PR P vP b .
;\--.:i[(' e S 3« C - )0$+( - )9‘]



= - ¢ x) = log (l+X) = e———— . par . j f B : o
Pox) m avec  5( log (1ex) T -P e : SE.Lpggs(bl ®) ,(b>a) . |
; et i - 3 . ; i . : i 1
. 1- z : 1 : Rl
i P ol T = et « Il est évident gu'en
suite f3(x) === 20, f3(x) > 30) =0, P00, o 2° W E;;I?f— = _
d'ol il résulte 1'inégalité & : : S K : ‘ i (13) ‘p> 0 pl:mx b>a ( dn fait que - '-F.i(b)>0 et Py(a) =0 ).
1) QL+)i<@+q)® (ou £ =) - :
: - 9. eV ey D 5" a> _W(m) - B (5) &e,,_(a);o v Pl >
dont il sers fait usage plusieurs fais, sans mention spéciale. i ‘f i ) __r ; (1 (1-1_-1:)‘!/1') g tab;eau ;
Dans 1'étude du signe des coefficients de 1'&quation (.11) on dis- o (1 JEE +r L#g' =
tinguera pour la commo dité plusieurs cas. i : 5 e Ap>0 Wi b) B s
12 0<a <-———17- . On déduit de (13) le tableau 2 ' ;
(1+q) : :
E & b ] b a os
a(l+q) 1 - aT(l+x) 1 S, : : , inatitipe '

by = . q : j .
- - r(l+z) 1 - a%(leq) - 2 s 'f;_(b) - 0 e

B [ GO YR £ 0 4w

b 0 a . by --
' : Tablean 3.

P10 Fo ol A

L@ 0 2R N 0 ¥ =

En résumé des cas 1 - FAe

81 ‘0<a <m alors sg A.P sg (by - b) avec

Tablean 2. : (16) b, 1la racine différente de a de la fonction P,(b)
i 1 =
Or : y
‘ de (13) , et si  a > alors >0 .
Logf Gt B il 2" Sl Y7 /2’ %
'fq_(a) = a . "Fl(b)l = (x_\-q)a - ' q +* ﬂ
g : |b=a - o 1l+q L+2 On écrira en (12)
' i e o W 1 e
/ 1 % _ A T P =
Lf.q_(a) = r(:.‘-q_)a_r"q-_l(aq - T;T) <0 (L?? Aq = ?5“’3 =( I ap?b +(a T Ebp + s
i s 2 r
a
par hypothdse , done ‘ﬂl-(a) > ‘-?4( _;]7_ ) = qf e 3 1+p
(1+QJ . L+r :

1 5 ; .
0 . On a le tableau 4 ol
1+q)1‘7q' )> 0, de sorte qu'au tableau 2 on a ag<b, et & <ad ““—"17'( 1) T3 y




-
i p(1l+p) 1 - a5(1er) .r %
by = - - -P i
(18)‘ a . o(1+r) 4 1 - &P(1+p) -
b 0 e W b -
Fo(b) e B ok |
Fs() | P50 % 0N Felby) 7 0 A | |

Tableau 4&.
Or
fela) = a*P “f’;(b)l LRI e i el
1 Ab=a . = 1+p 1+
(19) :
‘Pa(a) = r(r-p)a®P~I( e e e
= 1 4 P 2 2
e sorite que a —_"'W = -
: e s (1+p) fas (L4p)™®  Ler

et au tableau 4 , adb, et séhq=sg (b-b5)— £ biwa ) i

a l 1 :
5° __I?—(l-rp) = £ a £ —17—(1“') = + Bn ce cas, (17) dit que
L, < 0 pour b>a . -
1 . o
4 % ()T ° = (193 ‘fé(a2< 0 , Peladc
(1+2)P/® j

" :
<?5(W2 =r ( - -13<o_ » et le tableau 5

4it que Aq(o pour b >gag .

b 0 VbE' & : -

‘f’;(b) + 0 i
?5(1:)_ : *f’s(o? A ‘Fs(baz S0, Ll

'Tableau 5 .

=125 = 5

- En réﬁumé des oa-ﬁﬂ-#"\- ®

"BL..0 < ———y7— 4 alors =g 4, = sz (b - bs) ,
: ' avec b} la racine différente de a de la fonction
fag 3 . V sl ¥ > < lors A_<O
i i ! > — a
. . '_f5(b2 ée (1?2 et a m . a<°
pour b>a .
On 8crira en (12)
i P i . 5
1 a
= : = - be + ——aq')bp+————
(ﬂ?;- A T'?(bz - (EP_ l+p 2 (1+q - 1+p 1l+a
o : L 0 le ‘tableau 6 , od
D La = n a 1
(1+p) -
p(l+p) 1 -a%l+q) TP
b = _ i = e
47 Qe 1 - &PQep) -
b 0 a by, b &

'f’.;,(b) g 0 -

Pp®) | pp(@) 7 0 A Fpd) N O N -

Tableau 6 .
i 1-p !y el b 8Ty
I ‘FB(a). =a T Pol ).1b=a =(g p_a[a = o
i c(:’E‘;(a) = q(q-p)aq"P"l(ap - = ) <0

1+p

1 1 1
de sorte que ‘-Fa(a? > Pl W ) = p( o = (1+Pﬁ'/P)>O

et au tableau 6 , a<b, et sg 4, = sgn (b5-b_) (bxa ) .




1 1
(1ep) /P Sl ()™
En ce eas (21) ait que 4,>0 pouz: b>a .
SR R —-]1.7—- .
(1+q)™/9

1 aq
En (22) , ?85;);0 , done ‘faca) > ‘Pgl LY 2 = iy
Jei s i )> 0, et au tableau 7 , 11.>0 pour b>a o
1+ =
b 0 by i ;e
Palb) = 0 e
B R R R R

Tableau 7 .
In résuné des cas 7° - 9° l i
si 0<ag alors - 8g A, s sg-(h - ®)
: (1+n>’75 ; = i S
; avee !:n5 1z racine di.ftérante ﬂf a ae la . ionctiun
(23) (b) de (21) et si a. alura
: b PG
%)0 pou.r b}a . _*.- 3 :

on éecr rira en fin en (12)

ol 0 e

23 — & | — br-p — bq-p . .' :
gy P o A (1+q 1+p2 ..'.(1+p‘ '.‘ut-:|:J *
g Dpckal R
g e s

p BT B e B i_r_;:-_."f :

et on prendra ent(.i#).', écz-ita étms la .Iomg';'-r il

{0 '(1" gl e— . Plp e——
(1+q')1/‘1 <(1+r-)1fr' : ( .-“1- : 7) ., e s T r.1+'pj'f_ Z'

anguel cas la relation Gi-dessus s'écmit
‘ ,

a‘tagl_sg(b h;) (h)a).
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(Lep) | /(a2 '1 1/(r-p)
(25) ( i ) - (_"E’.) i
- (1+q) B 1+r

relation qui peu‘h s'écride

4

)!*Hﬂ&-r) (1+%) ¥r

C = (1+

£D=——F— , de sorte gue
(d-ﬂ"‘) =
T () e 0T ()
(r+1) - v (wr) "-r A+
ce gui avec (25) d.onne ;
1
= "P Aeg Y°F
(262 ;:% ( +r ( A+ )
o 1+P 1/(9.-1’?
10 ada . .
; l+g
En (24)
( P T I I e P B ;
(@ Fule)= a Yy (W] = T 4+v“ =

‘ﬂ:[‘) '(r'fj("?) ‘{r_ri( atq "~ 4+1r ) *0 5

Culn) < ?,.((‘-1'?- “:") ()| L (= 77 L] <o,

(f.'.:f. (26) ), ce gui dit qu'au tableau 8 on a a(b6 , avec

(vq) (1), (p)a’ ~(vee)a }
@.ﬂ_-) (r-f) [ﬂ+r)a‘°-(1 +4) av

'h‘ f Y <O a _'55 b? oo

‘f'g(b) - 0 +

) G 's. 0V 09 70 A o

!ableau 8.




T8

(1‘*1) ) II(Q'PJ{ ] (1+p ) l/(r—p_)_ :
11° o £ AWl Al i
1l+q 141

Zn 2z cas 4 en (24) A<O pour b>a .

=" fl-i-p
o TS B e 1/(2-p)
1 i
€l et 5 "LEE s ((ﬁ%) ) = (el
1 1+p (z-2)x -2) 1
[ e -

1 +4g lsp - 1+r

)l/(r-p)

] < 0 5, (ef, (26)), de sorte qu'au

teblsau 9, b.<a et A<L6 (b>a ) .

b ’ 0 b6 a =0
bty 5 -
‘1"9(:)% +
|
| 950 R 78500 N 0 N -
Tableau 9 .
Zn résumé des cas 10° - 12°
1/(a-p) :
g8i ‘s < Eﬁ) , alors =g 4= B3 (b - b?) =
1+q -
i i de la fonction
avec ‘n.? la racine mfférent§+ge 4(:7) eal e
(23 g — or]
(22 Lf’g(b_) de (24) et si a2 e 4
pour b>a

(16), (20), (23) et (28) donnent le tableau 10 , qui fournit

ies sizpes des coefficients de 1'équation (11).
Tableau 10,

: : : A e £ a¥
R R e .ﬂf[ P e ::"‘/—*“J

{ 5 - : (1) o
F P (e 7r (heg) 5.

4 | sz(by-b) sg(by~b) + +

A sz(b-b }? - &)

iy | s8(bg-b) + > 4

4 | ss(o-by) sg(b-by) s5(b~bg) *

w12

On indiquera 4 présent la position mutuelle des nombres By»
?:;3 § b5 et b? de ce tableaw qui sont, comme sus-mentiopné ,
respectivement les racines des fonctions "‘f’l(‘o) de (13) , l{-’;j(b)
de (17) , ‘Pp(b) de (21) et Fy(b) de. (24) .

On remplacera dans 1'expression de b]"_' s

T
1+q,

donnée par la relation (13) f-fl(bl), = 0 , dans l'expression (17)
de LF5(bl) , done ; )

4 - r
—_— = A
?Scbl) e e ,a*’ ﬁ(h') s avec Po(by) de (21) ,
Aol J-qﬂ_qf i
auquel cas les tableaux 6 et 4 donnernt
(30) 38 cb3 e bl? = sg (bs = blg .
On remplacera l'expression de b;" :
4 z af dP
T _ Fee il gl B L
b3_—_"___'_,ar[( 1+ a')L3+ 1+p 4+rj

oty
donnée par la relation (17) ¥s5(bz) = 0, dans l'expression (13)
de ‘fl(bs) , done

D gt
P1(bs) - - L :;_P___g&(;,d) , avec (f?<b3). de (21) ,
n+|:

auquel cas les tableau;x:_ & et 2. donnent

L) % (b - by) = ag (b - by) .

: On remplacera en fin l'expression (29) de bY dans 1l'expres-
sion (24) de ‘fy(by) , dome _

s
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B .
(52) ‘"F',,Cb)— __'—-—-ﬂi’——-P p, (be)
| b D L S

de sorte qu'en tenaznt compte que

1 4 144,
g &
Gepy”  (req) (ﬂ"

les tableaux 8 et 6 donnent

(33) sg (b - by) = sg (bg = biz

Des & positions mutuelles possibles des nombres by , by et -

5 présentées dans la fig.l , la relation (30) exclut les positi-

ons 3 et 5 et la relation (31) les pusitions 2 et 4 .

. > b »h - b
by, by bs bs  bg by by * by by
A 2 : 50 7,
—> b b g by,
by  bg by bs b%_ by by by by
) : &
Fig.1l

/
Restent par consequent les positions 1 et 6 et le cas

by ‘s bji = b5 (parceque les relations (30) et (31) , au l'iden-

H_ap)gei(b) + (___ -cw)ues (o) + (u——a ) ‘%, (=0

l-(—P

dlsent que sl deux des racines by , by , be sont égales , alors

la troisidae 2 la mme valeur ). On considédh Tes racines comme des

4
fonctio : i i rcourt 1! 1
fonctions de la variable .a qui parcourt l'intervalle (0, “‘P)”) 5

on les désiznera respectivement par by(a), b5(a) et bs(a) et

o foriva en (13), (17) et (21)  <oy(b) = py(a,b) , Ps(b) =

o

= @5(a,b) et Ef’?(b) = (ﬁ?(a,b)_ (<¢. n-otn-F\.Bhs] . Ew ce cas, (3) donae

L; (“‘:b}

NACH

 Or, si 1'on remplace dans 1'expression de & ICT)

-~ 131 -

7 da baby bl Jqur
son expression (29) , (34) s'derit

e R S Y
©3) t,:(...):.= «* T 2 i ‘&’(a) e
‘ : e R,/ (1)

avee ?4(3.) de (15) . Or , on a vu (page ) que ‘fq_(abno g

Dt_autrg part, (13) donne ?"W@) ( s "j(‘ = ("’1’) /})gauquel
cas le tableau 2 dit que b > 1/(l+q) et que "f"(bl) < 0, de
sorte qu'en (35) bl(q)>0 (a& (0, 1/(LYY) .

On déduit de méme de (17) : ey

2P (2, 8) f
da b=bjy .
e (bs)

4.
bBCaJ. = -

En y remplacant bg par son expression donnde par la relation (17)

P5(b3) =0, on a

Y g
—r b ] ‘P‘(a) L5

(36) by(a) =
35 Eomat k)

avec  P.(a) de (19). Or , on a wvu ( page ) que Pela) <o .,
D'autre part , (17) donne

.....!._,_ ) o ( 4 r) Bh o, —4_)
* ™)~ Ga™ % /(p C#r')‘“' i
auquel cas le tableau 4 dit que 3 > 1/(l+r) et ‘1’5(‘05))0 y de

sorte quten {36) 3(a))O (ae (0, 1/(l+p)1/p) )
On dedu:.t encore de (21)

; ?%(a,b)l
blb—(a) == " by

2 (b5)

En y remplacant bg bar son expression domnnée par la relation (91_)

Pylos) =0, on a



= T30 o

A

~.iby . ~cpcfn)
" s e ""1’ il >0
SRR L i v s e

4+

avee  Pya) de (22) . Or, ona va ( page ) que  Fgla)>0 .

D'autre part , (21) donne

i ((«_a:)*f«f) < (- ) (- *a) >0

: =
augucl cas le tableau 6 dit que b% > l/(l+q) et ‘f-"7(b5?<,0 ’

/
de sorte qufen (37) b5(a)>0 .
On ddduit enfin de (24)

LA T

2a
P (bs)

par son expression donnée par la relation

bl.?(a.)_ = =

q-p
En y remplacant b.?

(24) r‘f’q(b?) =0, ona

Ll-f
Ao (T Po (a).
S BT 4+p §Eee >0
R . M L T T e )
q-r 44—‘5

avee f1q(a) de (27) 4 Or , onavu ( pase ) que ‘f’lg(a?<°-

D'autre part, (24) donne
Vo) ar(ot -7 2o (22)F) <o
s <(4+r = af thr  Atp _ 1cq | 7or
( ef. (26) ), auguel cas le tableau 8 dit que (Tj) “'P.,»_ L;_ et
- 5
LF;(b:;))O , d= sorte gu'en (38)— b,?(a{)O A

4

(13), (17) et (26) donnent \
) ‘ o
= g (Al T
(39) b, (0) = ( :::’) > b,(0) = (H‘;

Le tableau 4 et (18) disent que b3(a)f>=a lorsque a —»

et (33) domne by(a) < bi( l/(l+p)1/P)<°° s ainsi qu'on le

é

' constate au tablean 2 gu cas g

. ce gui a lieu, par exemple, dans un intervalle [e 5
'

A
(+p) 7
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L]

/()P . bi(a) et by(a)
%t&nt des fonctions continues de a dans 1'intervalle (0, F’*%J"f—f’)
il s'ensuit qu'il existe dans cet intervalle des valeurs de a
pour lesguelles bl(a.) >b (a) ( ce qui a lieu, par sxemple ,dans
un intervalle (0,£) avec £ > 0 assez petit ), ainsi que le
dit (39) , et des valeurs de a pour lesquelles bl(a) 4h5(a)

e {|+P) 'fP]

.w.;E > 0 assez petit ). Par cons&quent

(40) { T1 existe dans 1'intervalle (0, 1/(1+p)™/P) au motns

une valeur de a pour laguelle blfa) = bs(a) .

et donc, ginsi quton 1l'a vu page . bl(a)_ = b5(a) = bs(a) =F 3
auguel cas (33) donne b?(a) =ﬂ A

Les cas 1° et 6° de 1a fig.l (les seuls possibles ainsi
gu'on 1'a vu page ) et (33) disent que si by (a) > bi(a) "
alors b5(a) L bz(a) < bl(a) & b?(a) tandis que si by(a)<bs(e) ,
alors 'bn?(a) < bl(a) Lb (a) Ve b5(a) e On en déduit & 1'aide du
‘tablean 10 que les signes des coefficients de 1'équation (11)

sont donnés par le tableau ci-dessous

I. 0<ag 1/(Lp)t/P

I, bs(ag & bj(a? < bl(a)- £ b?(aa

N.cert. AP Aq .Ar A
i a {bg b5 + = + -
0 - &
2 b-bs + = 0
0
3 b5<b<b5 + - - -
o = ¢ -
4 b.ﬁ'b3 + 0 = '
0
5 by LD LDy + + ® &
6° b=bl 0 7% . -
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o : : 1/(q-p)
¥ : : 1/q 1+p -
._crt. X Ap Aq» 4, e i IIT. 1/(l+gq) £ a < :—L—-——
; : > = A g
70 bl £ b < b? - + - s : R d
: e N.crt. Y
80 b = b7 - + - 0 y Lp * AT '
e a7 .. ; 27° a'<b< by + = + -
9 b > by = + - + .
o o : : ! 28 b= b? + - + 0
B by a_ = 3(6'2 = b5(a.? = b?(az = P B 29° b >b7 + - + +
N.crt, : :
¥ ; A, Ay A, A 14p \ 1/(a-P)
10 alhbs {5 + - + = Iv. a (—— g
0 : l+q
11 be= (5 0 -l 0 0
12° b > P =~ & % " N.crt. Ap JLq .Lr A
30° b->a + - + =
1.3, b?(ag < bl(a?_ < b;(az < bg(a) : : Tableau 12.
N.crt. : | 2 \F =
i o T ey A W
15 8 <{b< b? T = * xa Dans 1'enssmble de cas II 1la position mutuelle des racines
0 3 : :
14 b 5 b? o i + .0 by st by a &té dbauite en tenant compte que dans l'hypothdse de
D “ - il e . - y
& b? <{b< hl o* Ca "' "‘ cet ensemble (23) domne ‘f’?(bl))O ( ¢f. tableau 2 ) , auquel cas
16° W, Al - + + ; ‘ ; 1 14q \ I/ (720
o : ! i - “ en (32) (by) >0 ( du fait gue < —")
17 BpL4bLby - - + o+ 45 Pgkead (1178 ez ’
b - e v ; 5 =
o4 b L =z o * e donc  a%/(l+r) - e.?fl—a-g) S0 ), de sorte que le tableau 8 (qui
o - z : il g e : :
19 by LB (—bs > Tk +. * est valable, parcegue 1/(1+q)"/q ¢ N (1+p)/(1+Q))1/(q_P) )
o o : = o .
& W b5 BT . Fod = donne by > by . Nous &tudions l'existence et la distribution des
(4] = T . - I
- - b b £ T = - - racines de 1'équation  (11) , on peut donc changer les signes de
. 7'1 ot R 1 ses coefficients au cas obi 11,<0 ou A, =0 et .&q(o . Apr3s ¥
II. -Vi(‘.l.-rp)!zs ek (1_+q):7q_— avoir procédé on distingue dans le tableau ci-dessous plusieurs czs.
Nfart. LI, o ) 4 A 4 N.crt. N. courant des cas Ay A, S
22° aLbL By 3 B s e : Qe tablean 12 4 19, z
25° b« dy b - *. 0 o P r .090 ! %00 "%20"120 + +
4% by gDl + e T g g it s S g v AR : :
257 4 hie By g e + Liw 2R i e B S 19° - - 4o +
: el e gy S 305, oL et - - - +

26° b>1_;1.‘-'.' ”
]
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A T A b B R R
40 70 3 15D L] 240 ) 299 + - + +
50 2 ¥ 20° - + 0 +
6° 4° . 18° - 0 + +
70 el . g . o9 0 - + +
8° 8> 1% . 25° . 28° + = % 0
Tablean 13 ,
On a en (11)
(41) "f’(a) = 9(b) =0 .
Si 1'on écrit
¢'(8) - - -
BE L i R Tl il i,
P (8)

alors la fonetion e a(q - pqu + (e - pz.&'-ﬂr'?

admet an plus une racine 'j s de sorte gu'en (11)

‘?(0) admet an plus 3 racines distinctes et “P (0)
(#2)
admet au plus 2 racines distinctes

1 1';ide de (41) et (42) on peut indiguer facilement dans le
tableau ci-dessous les racines de la fonction “P(6) de (11) dans
les différents cas du tablean 13 . : % .

H.courant des cas Hypothéses Racines de la
du tableau 13 fonction tP(GJ
1o ‘P (a)<0 8,€(0,a) , a et b
t? (a)-P'(b) = B et D
‘:P,,(b)<0 : €>b,a et b
wh (a)>0 t?(b))O g, e (ab) , aeth.

*7] dans ce qui suit on entendrs par "racine™ une racine positive
de la fonction respective.

S o L
N. courant des cas Hypothéses Racines de la_
du tableau 13 fonction ({'(0)
201 30; 40’ 50' 60) 70 _.a et b
89 0,a et b

Tableau 14.

Les expressions (10) supposent évidemment 0> 0 , mais si
6 =0, en ¢Timinant ?\b et A, entre les trois dernidres dgua-
tions (9) on obtient en (1) A = 0, de sorte qu'au tableau 14,
la mention du cas 8% sst justifife. '
Ainsi, qu'on la mentionné page , on a supposé en (3)
a>0 . 51 a =0, en &liminant ), et A, entre les trois derni-

dres équations (9), il vient

efe (8)=
(43) r - ¥
¢ (¢} = (L" L )e" i(-b— ——E)e"" A i
a2 P A4+P +p _A+q, i+4  i+r

S5i 1l'on écrit pour abréger en (43)
bF b" b & B L% b"’

By, = e axp B = P heq ) T g aee

done ?12(0_) = Bqﬁ"‘f + B, "7 + B , alors les signes de ces

coefficients sont donnés par le tableau ci-dessous (dressé 2 ll'azide

de (26) ). '

M. ert : Bq B, 5
1%, LK (Lp)/(L+)) A 3 SeTE
2° b= ((Lp)/(la)) kg . . -

1/¢ ) 1/(r-p)
B0 ((1+p)/(1+q)) " p S i g . "
- ‘ l+r
1/¢z- - ;
49 b = ((L+p)/(1+r)) oy : o & =
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W.crt. Bq_ T
i fiap 1/(z-p) Taq 1fr-q) .
50 —_— < b= = * =
L+1 L4z
1/(r-qJ
50 s E:E) - - + 0
l+r
1/(r-q)
70 b > E:E d - + +
l+r

Tableau 15.

Si l'on tient compte qu'en (43) ‘flz(b) =0 , le tableaw

ci-dessous fournit les racines de la fonction

dans las différents cas du tableau 15.

W.courant des cas
du tableau 15

Hypoth&ses

LP;’]_E(b) <0

Prp(®) =0

©1(0) de (43)

Racines de la
fonction ¢ 12(9-)

b et 00‘>'b

b

/ ;
('Po,lztb?>o b et ooe(o,b)
20’ 30"‘ 40' 50 b
g0 0 et D

Tableau 16.

Les tableaux 14 et 16 démontrent les points I et II,_ (10)
le point III e% (37) et (38) le point IV du théordme u

Remargue 1. (10) exige évidemment N # 0. Or , N = N(e) =
- ¢P.u(e) , avee M(B) = aTbd - a%T + (aPbT - aTHP) 0P 4 (a%P -
- Ppd) oTP | de sorte que M'(0) = Oq-"P'A‘]_' Y_ (g-p)(aPb® - 2TbP) +
+ (r-p)(a%P - 2Po?) gr—qJ . Dans les conditions (8) ( avec a.}d):
cn a en (10) a"b% - a%F¢0 , &PbF - aTbP>0 , a%P-aPbic0 , ce

qui domne le tableau 17, lequel en benant compte qu'en (102
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H(a) = N(b) =0 , dit que N £0 pour © différent de a =t de
b , comme s'pe':::'_f.fj.é dans 1'énonce da théordme.

.07"-0 . °1 ‘ -
00 LT3 M F——
u(e) |aite¥eo A ucoy) \ -

_ - Tableau 17.
Remarque 2, Btant domnd que pour a =0 , b =1 , en (43)

e ey e gt 04 )
"F“tlzfl?_ ‘chl)_ v (H-r)(i +4) (145)
théordme de Golomb et Olech présenté au § 2. remtre dans le cas 6°

> 0y le cas traité au

du point I et dans le cas 5° du point IT du théordme 1 .

Remgrque 3. On pourralt déterminer é&ventuellement la position
du noeud @, par rapport 4 la limite d'intégration 1 , en Studiant
le signe des expressions

P = yop (a%F - 2D - g (PF - TP 4 pop(aPt
(r=q)(P - aP)

; Er—p}{bq-aqz -p)(bT - 2T
_'a'qbpz S G T S EED) DL 6 F T R §I+p;II+q)
i T - r - i - T
?12(1)_ e (I+q5{§+r)'bp . II+pIiE+r)'b (TepJ(l+q) b

donnfes par (11) et (12), respectivement (43) , dans les conditions

et

(8) et aux cas ol le noeud ©; existe.

§ 4, On présentera pour conclure un résultat relatif & une

formule de quad.r‘ature de la forme

Tt ‘
(44) if(x) dx = A £(a) + p£(b) + R(£)-

dans le

THEOREME -2. Il existe au moins une formule de quadrature de .

1a forme (44) , dazns laguelle les c_oefi’icieﬁts A et et les

noeuds a et b dfpendent des nombres domnds p, g et r (avec

D

0<pgaer ) gui soit exacte pour £ =1, x, x%, x* . Les nosuds

a et b globtiennernt comme suit : a prend 1'une (guelcongue )

¥




e TR0 -

des valeurs ( 5'il y en a plusieurs ) pour lesquelles by(a) = bs(a)
(ef. (15) et_(EO)) < 81 a, est une felle valsur , D? prend

*)

b= bD = bl(af)) gl :p r 4
4 —_
(45 g om = po = e BEE
45 = r————— . - 2 )
5 aar = bbr 4 aﬁ’. W b‘

Les relations (1) s'écrivent en ce cas
E A % v. 4 S i L
Apo=4 , Aafrpbi= o Aa b ) Aafrpb=

TLa nreailre eb la quatridme &quation donnent les expression (45)

Dénongbration.

(avec b & la place de b, ), auquel cas la seconde et la troisiémer

gquation s'éerivent respectivement
(46) (fs(b)= 0 et “{’1('0) =a 0=
avee P.(b) =t (b)) donndes respectivement par 17 et (13) .
Or , cas ralotions (46) sont Squivalentes aux relations ~ b =
= bl(a) = bﬁia) et on a vu (ef. (40)) qu'il existe au moins une
valeur de =& dans l'intervalle (0, 1/(1+p)1/P) qui satisfait &
cetbe rzlation, ce qui avec (45) démontre le théordme .

Remarque 4. Stent donnéd qu'en (16) et (20) by(a) # a,
bi{a) £ a , il s'ensuit qu'en (45)

T T b hs i 7
= g, = by(a,) - 8 bs(ﬂo) £0

Renarone 5. On pourrait éventuellement &tudier 1'unicité

dz la formule (44) , c'est-i-dire, ainsi que le dit 1la démonstra-

tion du théoréme 2 , ds la racine de la fonction de la variable a

(47) LF13(a) = bl(a) - b;(a) #

Toutefois , le £-it que bl(a) st ba(a) sont des fonctions crois-

santes de a  dans 1'intervalle (O, 1/(l+p)1/p) ( ef. (35) et

il n'y a pas de danger de confusion de cette valeur de b
avee la rocing deyq:(b) du tableau 2.

—3
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et i d
(36) ), semble rendre la recherche du siszns de 1a fonction

st la(a) de (47) assez difficile .

Remarque 6. 4u tableau 13 on a omis le cas 117 du t-nlean
12 , parcequ'en ce cas la premidpe relation (9) est s’ <. ite
automatiquement (cf. (11)) , de sorte que O, peut Etre to.

bre positif, difrérent d= a et de b .(situé bien entendu a:

1l'intervalle d'ezistence de la fonction fF(x) ) (cX. remargue 1 ),
aprés guoi les trois dernidres relations (9) donnent Ao, A€t Dy
En ce cas, il eriste une infinitd de fornules (7) & 1la propriétéd
requise dans 1'énoncé du théordme 1 , dans lesquelles les noends
a et b ne sont cependant plus domnés » mals dépendent des rombreg

donnés p , q et x.

Remarque 7. En (21) et (24)

‘ bd Ry . FTP i
lin  Pr(b) = -— y lim $ib4 47 A
a-30 S I R I a-»0 aP l+r 1#gqg
i =
de sorte gu'en ﬁ23) lim bS(aJ = ((L+p) /(1)) 0 et
a-»0 5

/(2=q)

‘ 1
en (28) iigb b?(az = ((1+q)/(l+r)? - « Les tableaux 6 et

8 avec les expressions de b, et be dcrites auprés d'eux et
avec (26) disent qu'en (23) et (28) '

lim b(a) = 1lim b (a) = eo
i S 7
a—=y 4 P,

(+p)"P i 2 .
ce gul avec le point IV du théordme 1 dit qu'alors gue a parcourt
en croissant 1'intervalle (0, 1/(1+p)1/?) s be(a) parcourt en
croissant 1'intervalle ( ((1+p)/(1+q))1/(q'P) s ©© ) et lorsgue
a parcourt en croissant 1'intervalle (0, ((1+p)/(1+é)1/(q_PJ) ;

bp(a) parcourt en eroissant 1'intervalle ( ((1:q)/(ler))L/(2-a)
L)
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_ 8. TLes tableaux 2 , 4, 6, 8 disent respective—-

Remarcue
ment que
D a, b) [ {
—i)%'f;—"’ ]5=L1 =% (Ba)<0;P°ur “’“_-t '“"(OJ (i+1,}‘!ﬁf>
3¢;(G,“ . { 5 <0
3%£a.e)/_ oo = o] e
=53
‘3‘? (G,‘-) e tout
4 A I g = @ >0 pouk
pour tout G.E(OJ (‘TF)T/') 4 2k L»-L,,ﬂ W )

: b
)i%;-) , de sorte que les racines by 4 by s Pg s By

{ o Tl g
QE’\OJ ( e conti-

1+ ;
:z;ions continues et & dérivées du premier ordr
ot

sont des To .
a dane les intervalles respectifs d'existence

nues par rapport &
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ON STRONGLY FROXIMINAL SETS
IN BANACH SPACES

Ioan §erb

0. Introduction. We have investigated in the recent papers

[12] and [13] the existence of strongly proximinal or other similar
sets in normed or other spaces . There were obtained also some cha—
racteristics of the unit balls in normed Spaces which contain boun-
ded respectively compact strongly proximinal sets,

The aim of the present note is to give new results in this di-
rection. We begin with a result concerning the existence of weakly
compact convex strongly proximinal sets in normed spaces. Next one
obtains as generalization of a result in [12] , that the unit balls
of normed spaces containing weakly compact strongly proximinal sets
cannot contain exposed points, k - exposed points or vertices. It
is also showed that thére exists a wide class of Banach Spaces
which does not contain closed convex and bounded strongly pr.siminzl

sets with the Radon-Nikodjm property.

1. Definitions, notations, prelimninery results. Let Y be a

- normed vector space and K a non-empty subset of X. The metric

- Projectlion with respect to the set M is the (generally multivalued)

application Py Xl o+ defined by




