123
Lucrérile Seminarului

DIDACTICA MATEMATICII
V¥ol.8, pp.l23-128, 1992

ASUPRA UNEL PROBLEME DE CONCURS
de ,
COSTICA MUSTATA

la feza jrudet,ea.ni & Concursului .de hatematica ai ele;rii-o;
din judetul Cluj, din data de 9.02. 1991, la clasa a XI-a a
fost propusid urmstoarea p.roblemé $

Probleme 1. Fie f: R— R o.funcyie continuZ astfel ci
existd doud progresii aritmetice + 8, Bor G gl ;-2 py q, T
incit f(a) + £(b) + £(c)<0 si £(p) + £(q) + £(r) >0 .

S& se arate ciZ existi o progresie aritmeticé = o s b s estfel
ineit f£(«x) + £(p) + £(y) =0 . :

Aceestd problems reprezintid o formd particulari a Problemei
12 , pag. 12 din [4] , care are urmitorul enuny :

-EEQEAQEE 12[4] « Fie £ : R—>»R o funciie conitinud care
schimbd de gserm pe R (edici existd u,veR astfel c&
flu).f(v)< 0 ). Atunci -existé o progresie eritmetici -:-'u{,F &
sstfel of f£(«) + T(B) + I({) = O . '

0 formulare mei generslid a problemelor enuntete mai sus o
constituie urmétoarea pi'opozi't;ie g

PRCPCZITIA 1. Fie f: R—»R o functie-continuﬁ care schimbi
de semn pe R , Atunci pentru orice numir ha.tural ny3 existd
o progresie aritmeticd -~ Tyy Epseiees Ky estfel incit

f{xl) 4+ f(xE) + ooe + :E'(xn) =0,

Demonstratie. Deocarece f schimbd de semn pe R , existZ
od,pe R , o« #p astfel incit (de exemplu) fi(*)¢ 0 gi

£(p)> 0 .
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Decarece I ‘este continud pe R , exist¥ o vecinZtate V

a lui & astfel ci pentru orice xe&V s# avem f(x)<0 ; prin
urmere existd &,>0 estfel ci (o - E¢s X+ &) €V si luind
un £»0 estifel ci 0 CE& <& , pentru orice xe (u~¢, o+ £ ]
avem i‘(x)-<0 « Fie acum

2(k-1)g

n-1

8 = «-£ +

Atunei numerele By Bny seey a, formeezi o progresie aritmetich
cu ratia ry = 2 £/(n-1) gi decerece a, € (s - E, «+£) rezults
cd  fla;) + flag) + «.o + (a,) < 0.

Procedind esnelog, decarece f(P))O gi T este continus
existé "> 0 astfel ci pentru orice =x E—[P -Ys P +"l] s&
avem - f(x) )O . Iuind

- p-" + -——-E(k"l):t Rk, WS

obtinem progresia aritmetic¥ 'bl, boy ceny b, cu retia T, =
= 2-1/(n-1) pentru cere £(by) + £(b,) ¥y (b,) >0 .

Pie acum functia F : [0,1) —R definitf prin

: n

F(t) = kZI £((1 - t).ay + toby)

Evident, F este functie continui pe [0,1) si in plus verifick
PO)CO g FL) >0 ;

prin urmare existi t,€(0,1) astfel ci t) =0 .
Luind ecum
o G IR to).ak -+ to'bk S NI Sy
objinem progresis eritmetics = Xys Xpy seey X, cu ratia

r={l= tc).rl + t,.r, pentru care avem

£(x)) + £(x) + oo ¥ £xy) =0 . qeend .

Observatii.

1° Anglizina demonstrefia Propozitiei 1 consteiim o inter—
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vin in modr esentiel notiunile de continuitete gi cnvexitete.
Fie progrsiile aritmetice = 813 &gy eee g By il -‘_—bl, '02,..
sesy b, o Seriem a = (al,aa,...,an) s (bl’b?.""’bn) :
in felul acesta a,beffl gi 1le ;om nuri "puncte progresie arite
meticd" din R™® . Deoarece pentru orice te.EG,l] punctul
x =(1l-%t).a + t.b este tot un punct progresie aritmefici ,
n

At
e3ve

rezultd cZ mulyimes punctelor progresie aritmeticd din R

o rmultime convexi din BE

2%  Se pune in mod natural urmitosrea problem : deci
h = (hy,hy,.ee0,b ) , 8 = (gl.gg,...,gn) sint dou# puncte
progres-ie geometricd din R"™ , adicd evem = hy, Byy 2oy B
gi It 81y 85y -esy 8, , In ce condigii (1 - t)h + t.g ,
t(:'[o,l] este punct progresie geometricd 7 O condifie suficient:z
este evident, ca h si g =4 aibi aceeasi ratie q . In acest
cez (1 - t)h + tg , t¢[0,1) are componentele (termenii)
(Liw )l + kg = LU0 = $)E % e gt 27y ko= 118, cos, 0%
prin urmere (1 - t).h + t.g este punct progresie geometricZ
din <R%. .

PROPOZITIA 2. TFie f: R—>R o funcfie continuid care Igi
schimbi semnul pe punctele o, € o}, o(a;‘-]a ysen(«.p) =
=1 ., Atunci pentru orice numir natural n=>2 existZ o pro-
gresie geometricgd - Yis Yo3 see 3 ¥y estfel ci

£(yq) + £(¥yp) + eoe + 2(yy) = 0

Demonstretie. Fie (de exemplu) , f(«)¢ 0 si f([z.))O A
Atunci existi pleN* astfel ci pentru orice x din interve-
lul (L = f«f/py 5 o+ I«l/p; ) 88 avem’ £(x)<0 ; si
exista Po€ N* astfel c# pentru orice z din interwvalul
( P=Ipl/py P+ IBl/py ) s3 avem £(2)>0 . Fie acum
P = max (pl, p2) « Atunci pentru orice x din intervalul

{of = Wl/(p+1) , o+ Ixl/(p+l)] avem £(x)<O0 gi pentru
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orloe z € CP-1p/(p1) , B+ Ipi/(p+1)] avem 2(2)>0 .

Considerdm urmiioarele doui progresii geometrice 3

ﬁ 9\' s K(, a(qe, see g qq_n_l ,‘ q = Ej_ +M’f’(d(p+l))11/(n'l)

il !’5 > pr,' prego_.. ; i‘-}r?"l e {l -+lP/(ﬁ(p+l))Jl/(nn1)
Deoarece sgn( of ) =1 rezulty ci Sgn K = sgnp prin
urrare q = r ; In plus avem

DA s e
2 pa") <oEeEyD 0, B oyl el

Considerind functia continui G (0,1 & definit¥ prin
=i

L SRGE1 R op tqu) -
=D

G(%)

=4

2. 20 -te + 48] o)

K=g

gieim ¢ G(0) <0 , G(1)>0 , prin urmare exists toe(o,l)
agtfel ciz G’(’aO) =0 , Iuind

gy = (1= 500" + toqu R
giaim cd :
f(yl) = f(ya} t soa + H(y) =0 . qe€.d,

Din Propozifiile 1 gi 2 resultd urmitorul corolsr :

COROLARUL 1 ., Fie T 3 R®—=3 'R %o func{ionald continuy .

a) Daci F schimbi de semn pe mul{imea punctelor progresie
aritmetici din R® » atunci existi cel putin un punct progresie
ariimetici pe care F ge anuleazd .

b) Deci F schimbi de semn pe doud puncte progresie geomee—'
tric#, avind fiecare prima component# ﬁegativé seu pozitivi
simultan, atunci existy cel putin un punct nrogresie geometricd

pe care F ge anuleazi.
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0 formulare :-mult mai generali este ‘cuprinsﬁ in 3
PROPOZITIA 3. Fie X un spatiu normat real si f : X-—=R
o funcgionald continui care schimbd de semn pe £ . Atunci
pentru orice numir natural n ‘existd punctele Z)s Bogeees Iy
in X asgtfel ci

f(zl) + f(zz) + ows + i‘(zn') =

Demongtratie. Conform ipotezei existd Xy Xy € X, X, # Z,
astfel c§ (%) >0 si f(x,) <0 .

Pentru r>0 gi =xeX notim

£ B(x,r) ={zexi ff x = zuc.,r} ;
bile deschisi cu centrul x gi raza T .
Decarece f este continui rezultd ef exisgts bilele
B(xl,r]_) gi B(x29r2) %
unde Oérlcﬂxz—xlufj gi O<r2<§g:‘2—xlu/3 estfel Tneit
pentru orice xeB(xl,rl) gl orice ye B(xz,rz) si avem
Blx) >0, 81 afly)d.0 iz
Fie
d(xl, xz) = { xeX l J terR , x= (l--‘l:)x1 + txe}
dreap'ta ce trece prin punclele Xq si X5 .
Intersectia acestei drepte cu bilele B(xlgrl) si B(xa,rg)'

reprezintd cite un segment deschis

Ul = (u19 U.i) gi U2 = (G.? 9 ué) ]

unde
u; = (1 # T M X=Xy i) o xq =try /lix, - X ) 0%y
u = (1 = ryfllxp=xqiidexy + (ry Aizp=xyil)ex,
uy = { =r, fj xzmxin’) oxy + (1 4+ r, Al 3:2-:.}:1“)0:(2

uf = { r, /ﬂxznxlu)nxl + AT =75 il Kp=Fq 1) Xy
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Observém c& 1|ul - uin =2r; si !]u2 - ul i = 2r, . Fle acum
:11,12,...,111& Ul gl ylnyen--'syneug gi fie Vst (l‘)\)xk i

+ AV » Ae0,1) , k=1,2,...,n .
Considerim func{ionals F :{0,1]—>R definiti astfel

b}

. n .
F(A) = Z f(vk) = z f((l-'})xk-i- )\yk) ~ Ae[o,l] g

K=14 K=
Deoarece -F(0) = z\ f(’xk))o g () = Z f(yk)-(o rezultid
K= =y
cd existd }\06(0,1) astfel ineit T( _’AO) =0 . Notind
2y = (l-}o).xk+ Ao ¥k » kE=1,2,0004n

avem f(zl) + f(zz) * e b f(zn) 20 Ge€ol e
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