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METODA VARIATIONALA RITZ PENTRU O PROBLEMA
A CONDUCTIEI CALDURII IN PLACI PLANE. APLICATIE CU
FUNCTII DE PROBA SUB FORMA DE MONOAME XY/

de P. BRADEANU", MIOARA BONCUT ™ si DOINA BRADEANU ™~

A

Se precizeazd cadrul functional al metodei variationale pentru o problemd de trans-
fer stationar de cdldura, (1.1.)—(1.4) si se determind: solutia aproximativa Ritz (u ),
norma sa energetica (”u"“A s1 o formuld pentru valoarea minima (F(u )) a
functionalei variationale. Se dau formule pentru delimitarea erorii. Se face o aplicatie
numericd in care se utilizeaza functii de proba de tip monom §i se justificd, in contextul
problemei. proprietitile lor. Cu metoda Ritz programatd in intregime in limbajul
Turbo-Pascal se obtin aproximatii pand la ordinul 28 (pentru u , ""”A’ F(u)).

INTRODUCERE

Rezolvarea exacta sau aproximativa a problemei de transfer de caldurd (1.1)
— (1.4) prezinti dificultdti din cauza conditiilor la limitd mixte neomogene §i a
faptului cd conditia Neumann este diferitd de doud segmente ale frontierei 6Q2 (de
tip Lipschitz). Ca urmare, nu se poate asocia in mod direct la (1.1)—(1.4) o ecuatie
operatoriala si sd se foloseasca teoria operatorilor, ca §i in metodele functionale
standard de aproximatie variational. In lucrarea [2] se reugeste si se omogenizeze
problema (in acord cu teoria R—functiilor), si se scrie ecuatia operatoriala
corespunzatoare 4u = f, §i s se construiasca funcfionala variafionald care, insd, nu
poate fi folosita practic, din cauza complicatiei functiei f,. Problema se poate rezolva
si prin metode abstacte folosind lema Lax-Milgram [11], [1], [10]. Aici utilizdm o
metodd directd mai simpld bazatd pe procedeul Galerkin pentru construirea
functionalei variationale relativ la solufia clasica gi continudm cu un procedeu de
extensie la spatiul energetic (soluia generalizatd). In acest cadru functional se aplica
algoritmul lu Ritz care, pentru o aplicatie numericd — alegdnd monoame pentru
functiile de probad — se programeazai in intregime la un calculator pentru a obtine
aproximatii de ordin inalt.
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1. PROBLEMA DIFERENTIALA LA LIMITA $I PROBLEME VARIATIONALE

a) Problema la limita mixtd. Se considera o placa omogena dreptunghiulara,
situatd 1n planul raportat la reperul Oxy, care ocupda domeniul
Q= {(,\ y)|0<x<a,0<y< b} mirginit de frontiera Q. Se presupune ci in placa

are loc un transfer de caldura, in regim stationar, care se reprezinté prin urmatorul
model matematic, fig. 1:

i Bia,b AUE‘V'(4VU):f(""y) Bl LA
ain ot U=V pedQ, (1.2)
Y o |ize 3
apat) (Q) =0 U _ of yahh ] 0 peoQ, (1.3)
1, oN - g(y) ped; (1.4

o ' A@.) x
Fig. 1

unde U este repartitia temperaturii pe placa Q; 4, V si n sunt matricele

ﬁl=[7\(‘)‘ }?J’ V:{g;g'y‘}, ﬁ:{,’;‘},yﬁbzl; (1.5)

A, sunt coeficientii constanti pozitivi ai conductivitatii termice in placa Q, i este
normala exterioara unitara la 6Q iar f este functia sursa interioara de caldura; T’
indica transpusa.

Se cauta solutia clasica: U= U (x, y) din clasa M= C*(Q) ) C' (Q )care sd
verifice (in sens clasic) ecuatia eliptica (de tip divergentd) (1.1) si conditiile la
limitd mixte (Dirichlet — Neumann) (1.2) — (1.4) pentru U™, f, g functiile date.
Pentru simplitate se va alege UV = const., U(x,y) = UV + u(x,y) (= u=0pe Q).

b) Problema variationala pentru solufia clasica. Se presupune ca problema
(1.1)—(1.4) are solutia clasicd u = u,. Atunci, aplicind procedeul Galerkin i for-
mula lui Gauss (in C*(Q2)) se construieste functionala de stationaritate (cu
proprietatea: variatia 6F, (u,) = 0; T indica transpusa):

E(u)z J‘I(%Vru-éVu—fu)dQ+ _[gudy sau F(u):ZF;(u) (1.6)
s < D.(0) = fu ML) - (14) (16)

Reciproc. Si admitem ci, In F(u), u verifica conditiile u € C* (Q), u
= 0 pe 0Q, §i si presupunem ca F are valoarea extrema in u = u . Atunci,
folosind diferentialele Gateaux F (u; h, ... , k) [in punctul u, si directia

heC(Q) N C(Q)cuh=0pedQ,] rezultd formulele
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1r ( ( vl 3 )

2 u /1 H h- AV, ~ fh)dQ+ J.gh dy =0, (Vh)
a,

1@ . Ly Ty (m(. . x

5 FO(usnm)= ([ V7 4Vhd, FO(ush,.. h)=0m>3

din care se deduce imediat, aplicind §i formula lui Gauss, ¢4 u, =, (solutia clasica),

F(u,) = min F' (1) — minim global si cd (1.3.)-(1.4) sunt condltn la limitd naturale

(u, este punct unic de minim).
Problema (1.1)—(1.4) este echivalentd cu problema variationald

W

(1.6")

[ X
Si se giiseascd functia u, € D(F) astfel cd
(Pv) F(uo) =inf F(u), u ED(F)
unde D(F) = {u e C*(Q)NC(@)u =0 pe, |
Se observd cd D(F) este un spafiu liniar (dens peste tot in spatiul Hilbert
H=L,(Q)) sicd problema (1.1)—(1.4) se poate rezolva (in sens generalizat) chiar

dacd nu are solutie (analiticd) daca considerdm.
¢) Problema variationala in spafiul energetic H,. Se introduce operatorul

A=-V. (Avu) definit pe subspafiul liniar D;(4 )_{ueD(F |4u e L,(Q)} (4 este
liniar, simetric §i pozm» definit [2]), spatiul Hilbert si spatiul Sobolev H(Q) (cu
normele obignuite) si se considerd cd f e L (Q). Problema (Pv) se poate prelungi la

un spatiu Hilbert energetic /, [completarea lui D, () in norma energetici H - ” LAY,
[2], [5]] care contine functii cu gard de derivabilitate mai mic decat G e
vedea F(u); functiile din A, nu respectd, in mod obligatoriu, conditiile naturale
(1.3)~(1.4) (ca si functiile din D,(4). Problema (1.1)—(1.4) este echivalenti (in
sens generalizat), conform teoremei minimului functionalei energiei pe H L B
problema variationala [8], 4]

(F ) Sa se gaseasca functia weH  astfel ca

")\ F(@)=int F(u)ueH,

unde functionala F are expresia

F(u)z(u,u)A —2( ’")zq(o) +2(g,u)12(m;), ueH,; (1.8)
produsul scalar energetic (.,.), si norma energetica ”” ,(pe D, (4) si, extins, pe H,)
se definesc cu egalitatile (conform cu teoria din [8])

(u,v)A =_UQVTu~£1Vv dQ;”u"Z =HQVTu-4Vu dQQ;uveH,

iar spafiul energetic A al problemei (1.1)(1.4) se alege astfel (justificarea se poate
face cu teoria din [8]):

H,=HyQ= {u ed'(Q)

(1.7)

(1.9)

u=0 pe aQl5”“”m.(0) :"“”,4} R
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Observatii. Problema (PV) are Intodeauna solutie (solutia generalizati i

pentru (1. 1)—(1 4); In general u # 1) §i are sens chiar daci (1.1)—(1. 4) nu are solutie
(clasica). Insid; daci (1.1 |.4) are solutia clasicd u, atunci uy =1, [7], [8] §i, in
consecinta, aproxunapa lui # coincide cu aprox1ma§1a lui u,. Deci, chiar dacd nu
se cunoagte , in forma analitic3 (ceea ce se mtampla in general) se poate determina
0 aproxmlape asau calculand, de exemplu, prin metoda hui Ritz ( global sau pe

elemente finite) o aprox1matle u, asolufiei generalizate % ; atunci u, = u,, §imai
raméne sa se estimeze eroarea, metoda lui Ritz fiind convergentd in H, (in
norma “ “ din H ).

2. METODA LUI RITZ PENTRU PROBLEMA ( Bv)

a) Algoritmul Iui Ritz. Se dezvolti in urmitoarele etape: (1°) se alege un
sistem de functii (de probd, bazi) {(p,} CH, care sd fie liniar independent si
complet in A, (in norma ” ” din H ), (2°) se introduce subspatiul » (finit) —
dimensional H(") =He (Q) span {(pl,...,(p,,} cu norma din A, in care se alege
funcfia (combinatie liniard — solutia Ritz pentru u):

u,(x,y) = Z":c,(t") (%), o (necunoscute) eR' 2.1
=
cu proprietatea (F(u) datd in (1.8)):
F F
()= min #(u)

Se introduc matricele (T - indic3 transpusa)

K=[K;] ,b=(b....,), " = (cl("),...,c,(,"))r, 2.2)

r=(.r)"

in care .
I A
b,- :( ’(Pi)g(aﬂ;) 3 J-g(p, dy (23)
o,
r=|[ o, dxdy
§i se poate scrie cd (n = 1,2,3, ...):
F| (un) =g ) +2( ) T ) [ ( (n )) Ir}gn:, (2.4)
:la*(ﬁ):[{c(")+(b—r)=0 sau iKijc(" =r-b,i= (2.5)
2 gl j=1
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Rezolvénd sistemul algebric liniar §i neomogen (2.5) (de tip. Cramer; K — pozitiv
definitd) — denumit sistemul lui Ritz — se obfine solutia c,((") :Ek(") s apoi solutia
aproximativa Ritz u_cu(2.1).

Atunci, dupd cum se demonstreazi ugor, se obfin urmitoarele rezultate:

ol = 3 (50 = 3, met 06
i, j=1 i=1
)=l ~2rm) ) Aoy = b, @
[(ﬁ )= [f: e cp,-) =yey, eth
: = | 1=l
”un - vllm 24 = ”u"“‘z4 - “um”i, n>m; (”ﬁ ~ 24 = ”1731 = |, i) (2.8)
o, =u — “0”4 = O%”Aun = f”% @)° u €D (A), a = const. 2.9)

(uo — solufia exacti: Au, = f)

Observatii. Daci {w,-} este un sistem ortonormal §i complet in energié (obfinut
prin ortonormalizarea Schmidt din {¢,}) avem u, = 2w, (e =1, - b), adici
u, este suma parfiald S, a seriei Fourier u = ) “¢w;. Scriem u, — u,, = D G
s1 aplicind teorema lui Pitagora se obfine (2.8). Marginea erorii in norma energetici,
(2.9), este evaluati in [2]; o = 1/ Cr unde C, este constanta din inegalitatea lui
Friedrichs generalizati [11], [8], vezi si [9].

3. APLICATIE NUMERICA

Se considera problema particulardi cu

) (122, b:]’ xlz)\,Z:L U(])zl’ f=07 g:—l
Deci, laturile OC §i CB sunt izolate termic $i existd transfer de cdlduri prin latura
AB (din exterior spre interior) si prin latura OA (spre exterior). Problema (1.1) —
(1.4) se reduce la (U= U +u=1+u :

du | du =" 0y Ou G.D
Au=——+—|=0,u=0pe 6Q,, Z2=0pe OC, = 0 pe CB
[ax__ ayz) P 1 ax P ay P

31 %:1 pe AB

Pentru functiile de probi @,(x, y), (x, y) € Q care trebuie'sd verifice conditia
@(x, 0) = 0 se aleg monoamele
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(pk(x,y)zy s,((_r,y) ;[:> u, EDI(A) (c HA) ca si uo] (3.2)

unde i | P 7 el ) vl
sk(x,y):x T k:7(1+])(1+]+1)+]+1 ) (1_,]:0,],2,...) (3.3)
(_~_ s painl e S il me ot ook i e e el '
1=L5 =X, 5=, 8 =X ,5=X),5% =Y ,5;=X ,5 =X ),5 =XV 585107V 5

Construirea gi rezolvarea sistemului Ritz (2.5) s-a programat in limbajul
Turbo-Pascal 6.0 pentru calculatorul compatibil IBM PC AT 286 (implici evaluiri
de integrale, metoda lui Gauss de eliminare etc). Yot

S-au obfinut pentru sistemul (2.5) solutiile c,((") = Elf") R —8 1 n-
Eé") calcualte cu 11 zecimale) consemnate in Tabelul 1 cu patru zecimale.
Aproximatia Ritz u, se determind cu (2.1). Pentru estimarea erorii lui u fatd de
solutia clasicd exactd (necunoscuta) u, se aplicd inegalitatea (2.9), care in acest

Tabelul 1

Coeficientii (") ="

Ja 4 8 13 20 28 ], n2e 28
1 | 03333 0,196 01711 0,1051  0,0983 | 15 | -0,0639 0,088 |
2 | -0,2500 -0,2680 -0,0853  0,1436  0,0022 | 16 | 0,0129 0,1528
3 | 02500 -0,1514 02334 —0,0585  0,0617 | 17 |-0,2850 -0,4975
4 | 03125 02207 -0,1021 -0,0078  0,4163 | 18 | 0,7381 —0,6578
5 0,4468  0,7069 -0,2927 -0,4893 | 19 |-0,4872 18354
6 0,0000  0,1488  0,1292 0,049 | 20 | 0,0639 -0,6995
7 0,1386  0,1885 -0,2355 —0,2657 | 21 0,0555
8 -0,4091 -0,0252  1,1306 -0,3053 | 22 0,0032
9 -0,7517 -0,5065  1,1309 | 23 -0,2096
10 0,0000 -0,0520 -0,1707 | 24 0,9083
11 0,042 0,2075 -0,1461 | 25 -1,1465
12 . -0,3450 -0,2472  1,6472 | 26 0,4632
13 0,4522 -0,8242 -2,0043 | 27 -0,0555
14 0,7016  0,0164 | 28 0,0000

caz devine (aici A-Iaplgsian) oy ¢
8, = — 1w, Sa*z"A”n"h(n) -
2. (o) AN
= "( As, 2—")J dxd
ol b 4222ty

De exemplu, 1n aproximatia de ordinul patru (n = 4), folosind Tabelul 1, se obtine
pentru u,(x, y) urmétoarea margine superioard a erorii:

ey = w4], < 0.368,[C deoarece [4u,], , =4ff. (63(“) +2 y)zdxdy = 0,1354
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Proprietifi ale sistemului {x’, y}. Functiile @; = x*, (k = 0,71) sunt liniar
independente deoarece » ' cix* = 0, Vx e[o, a] = ¢ =0, k = 0,n (conform
unei teoreme din algebri). Sistemul {x*} este liniar independent §i in spatiul

L,(0, a).
Dupa teorema lui Weierstrass dacd u €C [0, a], atunci oricare ar fi
g > 0 existd un polinom P" Z G x*  (adici se pot determina n si c,)

astfel ca lu .r) - B, x)‘ <g Vxe [O_, a] sau “u - P,,“cc <& (norma maximi

“v,L2 = maxiv(x)’,x € [0, a]). Atunci, dupd definifie, multimea Z; gx* (nsi G
arbitrare) este densd in C [0, a]. Deoarece C [0, a] este 0 multime densi in L,[0, a]
(in norma lui L, [0, a]), rezultd ci {x"}: este complet in L,[0, a].

Propozifia 1. Sistemul functiilor de proba {x', - '}este neminimal in spatiul

energetic H, = H : ( ) y
Demonstra;ze. Fie sistemul § = {u,,}::] in spatiul Hilbert H si subspatiul H

generatde u,, oW Uy oo, Uy, ... Sistemul S este minimal in H daci u; e H;

§1 neminimal daca u, € H, [6]. Necesar §i suficient ca S si fie neminimal este
existenta numarului j cu propnetatea V & >0 (dat), existd numirul N §i constantele

a , a, astfel cid

a L 1> Do -

IR

uj —Z,]j:](lkuk <8. (35)

k=j

H

Fie subspatiul Hg") (cH,), H("') = span {x”'y,x”'yz, } e UH('"), functia
m=1

Y( y) = e Zk Na y" (e HéI(Q)) $1 sd calculdm norma energetic:
nz

e =Sarw| =pro,

j [ [ (Yx )+, x"’)Az]dxdy (=20, +2,1,)
o)

Sistemul u,=jy",j=1,2, ... este neminimal in spafiul L, (0,1) (dupi teorema lui
Munitz): ‘v’ eF0, 3 N (ndtural) si constantele a, astfel ci are loc (3.5) cu U=y

Rezultd cd avem ”Y ”11( ) ? Deoarece Yo)= 0 cuinegalitatea Cauchy—Scthrtz

22m+]
(1= 220 o = o

se poate scrie
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2

<[afv (s v (y)ay

2

) =|[ 7 (0)a 2

=1, oy = O, <P ()
Atunci, pentru m dat, se oBtin inegalitﬁ;ile

x"‘Y(y)“z < 22’"(%)»1 22{1 +A, 2,:11 J g’ <Ce? (C = const.)

2
<E

L,(0,1)

Aceasta inseamnd ci {x’" yk}:_l este neminimal in Hf;") s1 apoi cd {x" yk} este
neminimal in H, = H;,(Q) (evident, si pentru 4 = -A, A, =X, =1). Propozitia |
Jjustifica aproximarea neuniformd, in raport cu », prin u .

Observatii. 1°) Pentru a verifica (2.7) cu n=4, determinim u_cu (2.1) (si
Tab.1): si apoi aplicim (1.8), (2.6). Se obfine (comparatie §i cu Tab. 2):

4

AN~ f1 1 F U5 Ay

Lq(x,})—gck P = g—zy—zy'f‘ﬁx

F(u4) :HQ]Vm (x,y)lzdtdy—ZJ’Olu‘, (2,y)dy= —;—i;nm ['1 = é——%-%-ﬁ-% = %z 0,45833

2°) Din (2.8) gasim [us—uy]],=0,2012; g 10|, =0.1305; [l ~us ,=0,0331.

4. CONCLUZII

Problema (1.1)<(1.4), cu conditii Neumann diferite pe doud parti ale frontierei,
se poate formula variational (clasic §i generalizat) si rezolva cu algoritmul Ritz
global prin care se determini solutia analitici Ritz u_s1 valoarea minima Fi (u ). Un
rol hotérétor in aceste metode 1l are alegerea funciilor de probi (bazi intr-un
subspatiu al spafiului solutiei exacte). In [2] se aleg functiile trigonometrice si
polinoame Cebigev. Functiile de tip monom, alese aici, verifici cerinfele principale
ale metodei Ritz, conduc la calcule simple, dau rezultate numerice (Tabelul 2) in
acord cu cele din [2], valori F(u,) care descresc cu n si valori u_care Cresc cu x
(Tabelul 2) — conform teoriei — dar, in acelasi timp provoacd o dispersie a

Tabelul 2
: 2 c_wa ( l) ( l) ( 1) i
n Flu, )=-|lu P n uy( 0, wt L Uyl 2,—
( ”) ” "”A (29) 2 2 ,
4 —0,45833 0,3680 0,1042 0,1354 0,4792 |
8 -0,52792 0,5548 0,0605 0,1155 0,6024 |
13 -0,53687 0,6435 0,0458 0,1202 0,6201
20 —0,54054 0,6793 0,0488 0,1270 0,6201
28 - 0,54229 0,6805 0,0511 0,1268 0,6164
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coeficientilor Ritz " (Tabelul 1) si dau o aproximare neuniforma in raport cu» a
! M 5 p

solutiei u, (Tabelul 2). Desi nu este de dorit, aceastd neuniformitate (sau instabilitate
micd), ce se datoreste neminimalitdfii sistemului {¢,} de tip monom, nu este un
dezavantaj prea mare gi solutia obtinutd poate fi folositd practic (chiar pentru n
relativ mic, de exemplu, 7 = 8 sau n = 13). Evaluarea erorii dati in (2.9) poate fi
imbunatafitd de exemplu prin aplicarea metodei variationale duale, solufia exacti
nefiind cunoscut. 3

Primit in redactie la 7 iunie
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