
METODA ITERATIVĂ DE REZOLVARE A JOCURILOR 
NORMALE, FINITE, DE n PERSOANE 

DE 

A. B. NÉMETH 
(Cluj) 

Sc generalizează metoda jocului fictiv propus de G. W. Brown pentru rezolvarea 
jocurilor matriciale la cazul general al jocurilor normale, finite de n persoane. 

Notăm (N. N. Vorobiev [4]) cu 

r = <N ; {Xt}ies ; {f,}<e« >> N = & ' " 

un joc normal, finit, cu sumă nulă, de n persoane. 
Fie 

T =<N-, » UiT}<6* > 

if* pa tuturor măsurilor 
extinderea jocului I \ unde X ; . , - ^ » «*« J J f f l^pe X ; măsura degene-
de probabilitate din cîmpul de probabilitate f ^ j P ^ ^ i i t a t e a 1, iar 
rată care face să corespundă unui element®, e J e £ e n t u l însuşi. Func-
la toate celelalte probabilitatea 0 , se ^ e n t i t i c a ou 
ţiile/*, n, i = l, ..,n se definesc în următorul fel. 

i 9 !Tn ^ m, m, mn 1 2 rtn f ÎO?î.i »•*•' 
= S S • • • • " i n J ' 

i,-if t-i - a;' e X In a><*; avem deci 
^ d e «j. este probabilitatea cu care figurea» ®„ 

A. • £ «î , 
i i®! 

<**C. MA.T. TOM. 21. NK. 8. P. «« . -«60. BÜCÜ*BST,. » • » 



440 A. B. NfiMETH 4 

Teorema lui von îfeumann — Nash afirmă că în mulţimea X* == 
= ^ X* există un punct de echilibru al jocului T, adică un punct x* 

pentru care avem pentru orice y* e X* 

/.(«£-, lyD i=l,...,», 
unde 

/ , « - < \vî)=/,(«;,..<_a,3/x+1, •••> o -

Noţiunea de punct de echilibru este noţiunea centrală a teoriei mo-
derne a jocurilor. Prezintă interes deosebit metodele de aflare a punctelor 
de echilibru. Din punctul de vedere al metodelor de rezolvare, cea mai 
completă parte din teoria jocurilor o. constituie jocurile matriciale. O im-
portantă metodă de rezolvare a acestor jocuri este metoda interativă 
Brown-Robinson-Shapiro. 

în 1951 G. W. Brown [1] a propus o metodă iterativă pentru 
aflarea punctului şea a jocurilor matriciale, metodă avînd la bază un joc 
fictiv în care, după repetarea de t ori a jocului, jucătorul presupune că 
în al i+l-lea joc adversarul său va aplicato strategie ce corespunde s trateg ie i 
mixte formate din ponderile cu care a ales diferitele strategii pure în cele 
t jocuri anterioare, şi efectuează în a i i + 1-lea joc alegerea în aşa fel că 
alege cea mai avantajoasă strategie pură în această ipoteză. C o n v e r g e n ţ a 
acestei metode a fost demonstrată de J . Robinson [2] în anul 1953, iar 
J±. jn. bnapiro [3] a evaluat viteza de convergenţă a metodei. 

• c e l e . c e urmează vom demonstra convergenţa metodei analoge 
, î jocuri normale finite de « persoane cu sumă nulă. Remarcăm ca 
t l S Î ^ c a j o c t l 1 s ă f i e c u S1"nă nulă, nu este esenţială. Orice 
finit e i d e n Pers<>ane poate fi transformat într-un joc normal, 
f S i v f*r8+ 1 Peroane cu sumă nulă prin introducerea u n u i jucător pasiv 
m S , v f tn ! m u l ţ u i î e a s t r a t egiilor optime a celor n jucători activi sa se 
Scrăru "[2] S t l > a ţ i e * l i m i t a Posibilităţilor vom aplica limbajul 

f " p a r e l e două leme evidente : 
L MA Pentru orice w*eX* şi ie N avem : 

S g / ' / . ( « * ) • 
LEMA 2 . Pentru orice a>*eX* avem : 

n 

toare^Jeoreml^ f u n d i i m e n t a l în scopul care-1 urmărim îl constituie urmâ' 
TEOREMA 1 0 ,T 

?ea e8te «« să avemnecesarâ & suficientă pentru ca x* să fie f^n6t 

Ti 
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Demonstraţie. Demonstrarea necesităţii este imediată. Pentru a 
demonstra suficienţa condiţiei trebuie arătat că 

/ . ( ^ - « l y D g / . W , ; = n , 

pentru orice y* g Z*. Putem scrie pe baza lemei 1 : 
n 

0 = £ max ft(x*_t \Xl) = 
iZi J» 

n 

= max fl(a>lf_l \xt) + V max/,(a£_, \xt) ^ 

•De aici urmează că 

0 ^ max /, |a?f) - /, (x*)9 

adică pentru orice y? e Ml-M^f>(*•)-Cum Z a fost ales arbitrar, suficienţa este demonstrată. Considerăm acum jocul T şi formăm următorul proces iterativ: 
t = 0 Alegem e X = x X4 în mod arbitrar. 
• = 1 Se alege x] e astfel ca să avem 

(tfîL, | a?,1) = max te) t = 1, - . n --Vi 
. 4 + 1. Se presupune că s-au efectuat primii i paşi şi se face pasul 

alegîndu-1 pe astfel ca 

j = o • i = o 

t e r n e i c o n v e r g e n î e i Procesului se face cu ajutorul următoarei 

T E O R E M A 2 . Avem 

lim - V max I®«) = 0 

' - 00 < îtîGA",-

h f t n t m o n s t ™ ^ - Presupunem că mulţimea X, 
^ Vom CU a i u t o ™l acestor elemente un vector m, dimensional pe 

m n°ta tot cu X< : 
i», - T , = ®ia» • • X i m i ) ' 

* corespondenţă fiecărei mul^mi X, vectorul cu elemente reale 

r , = (y, 1 , y<2> • ••>!'*«)•' 
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Sistemul de vectori Tn i = 1 , . . se va numi sistem iniţial de vectori 
dacă este îndeplinită următoarea condiţie : 

n 
£ max Y ,=0 , 
t = i 

unde 
max Y, = max yik 

FUM dat un sistem iniţial de vectori Y,, i = 1 , . . şi elementul a?° e X, 
formăm şirurile de vectoA m{ dimensionali 

în următorul fel 

1. Y} = Y; + (/, » = 1 , . . . , » 
unde 

( / , (*&- . !* , ) ) = ( / i • • ftitit-ilM* » • 

unde elementele a?) (i = 1 , . . .yn) se află în următorul fel 

y î + / , K - i l * î ) = max Y{, 
şi y\ fiind elemente cu aceiaşi indici ai lui Y?, respectiv Xt. 

3. r i + 1 = Y { - J - ( / f ( ^ l ^ ^ + i i / , M-M), * 
3=0 

unde elementele i = 1, ...,n se află în următorul fe l : 

Vi + S / « ( » î r - . l » J ) = m a x r j . 
3=0 

v o m a r ă t a c ă 

lim inf — y m a x y< ;>o. 
t Mi ~ t a 

Î n t r - a d e v ă r , p u t e m s c r i e 

n 

r j = £ m a x m + [ f f t ( a * , . , „ , ) > ] ^ £ m i n y o + i : « g 

t-1 

S ^ ^ i ' ^ t m l n l î j t = l 

î a - T i — r . i J a l j - t a î î - « . 
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Introducem notaţiile 

a, = max \f( (x) |, a = max {at}. 

Ziceam că elementul x\ e i { este esenţial în intervalul (s, *.+ t) al 
procesului, dacă există V e (s, s + /) astfel ca 

r-1 
max Y1- = yi- + S /< 

i—o 

Dacă toate elementele sînt esenţiale în inter-
valul + t) al procesului, atunci are loc inegalitatea 

(1) £ max r ; + t 

Vom arăta că dacă toate elementele lui X} sînt esenţiale în intervalul 
al procesului, atunci 

(1') max - min ^ 2a,i. 

Cum toate elementele lui X< sînt esenţiale în intervalul (*,* + 0, se poate 
alege V e (s, s + t) astfel ca să avem 

r-t 
. . . , + i r x . , i v . ^ n — / » / « ' a mm 

+ ' S ' 7 . « - . w « * - + ' i v . » r " - 0 , < ' 

de altă parte, 

max 7 . « + T ' + 

J=c 
B e c i avem inegalităţile 

m i n r ; + < T * ' - ~ a t t 

M e s t e d o u & i n e g f t l W l o * » » ( 1 , , : D i n " " 
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demonstrată şi din presupunerea că toate elementele « , g 2 „ i = 1 , . . 
sînt esenţiale în intervalul (s, s + 0 al procesului, urmeaza inegalitatea 

V max r : + t - £ min ş i 2 nat. 
<=i <=i 

Vom arăta că — £ min Y '+ '^O. Sînt evidente următoarele relaţii 
i = l 

- min r j + ' = max ( - Y | + ' ) = max X? + - I®')]]^ 

^ m i n ( - Y ? ) + m a x ^ ^ 1 - / . («J , - . | ® , ) j = - m a x Y?+ 

s + t - l 
+ max 5] —/,(»!,., 

Folosind lema 2 şi presupunerea că sistemul de vectori Yn i = 1> • • > 
este sistem iniţial, putem scrie 

n « n s + i - 1 
• • - £ min T ' r ' ^ - £ m a x + S m a f S - t t * * " ' l ® ' ^ 0 . 

Folosind această ultimă inegalitate, urmează inegalitatea (1). 
Vom demonstra că pentru orice e > 0 există i0> astfel ca 

(2) ^ max Y\ < si 
>=i 

ori de cîte ori t > t0. Demonstraţia o vom face prin inducţie 
elementele din mulţimile Xt, i = 1 , . . ,,n. Afirmaţia este e v i d e n t a , 
toate mulţimile X, conţin cîte un singur element. Presupunem că atn»» 
ţia de mai sus este adevărată pentru toate subjocurile lui T. Pres i ip^ . . l o u.o mai sus este aaevarata pentru toate subjocurile iui i - -»-
că subjocul T's-a obţinut din T suprimînd elementul x\ e X,. F u n ; £ i u i 
Î " , = h : ' v o r i'ămîne aceleaşi şi pentru P , numai că în 

* 1 ^maxY;* < — ei, 

oxi de cîte ori t*. 1 1 (s s 

Vom aTăta că dacă x, e X, nu eate esenţial în intervalul v ' 
+ t*) al procesului, atunci se poate scrie 

£ max < y max Y'{ + — et*, 
i - i i ± i 2 
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Punem 
Y = r ; 1 ' - (max Y\). 

Observăm că 

j max r;° = 0. 
- i 

Rezultă că sistemul de vectori Y]°, j = 1,. • n , este sistem ini-
ţial. Deci Y\° poate fi vector iniţial în formarea unui proces iterativ. Din 
definiţia lui Y't urmează că componenta maximă a acestui vector va avea 
acelaşi indice ca şi componenta maximă a vectorului YJ+I. Cum x\eXt 
nu este esenţial în intervalul (s, $+<*), înseamnă că x ^ ^ x , pentru 
0 £ t < t \ Aceasta înseamnă că x\ nu va figura ca element esenţial 
în primii <* paşi ai procesului iterativ ce porneşte cu Y{. Ur-
mează că elementul x\ poate fi suprimat în primii t* paşi, deci 
aceşti paşi pot f i consideraţi ca paşi referitori la procesul relativ la sub-
jocul P , şi aplicînd ipoteza de inducţie avem 

£ max 
adică 

n \ 
(3) £ max Y ' S " - £ max T ' . ^ j ^ * -

i = l .i-f 

Demonstrăm că dacă l are loc relaţia (2). Presupunem 

Fie 0 ^ 6 < 1 şi 2 număr intreg, astfel ca să avem 

. f Presupunem că există numărul întreg P ^ 5 ^ " - ^ Î u î 
Jte elementele < = cu această 

« H t - i ) t*, ( e + s ) i * ) . presupunem că * este numărul ina^m u _ 
Proprietate. Deoarece în fiecare dintre intervalele «8 + J 
i pentru r ^ + l , . . . , ? / e x i s t ă elemente 4 . Zlf 1, > > 
neeaenţiale, putem aplica formula (3) şi obţinem • 

* - altă parte, pe ba,a a i u r i i lui * putem Scrie aplicînd formula (1) 

j j m a x T + } 
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B. Dacă nu există s cu proprietatea de la punctul A, atunci în fiecare 
din intervalele (6 + s - 1) (6 + «*), * = 1, • există elemente-
x, e i = 1 , . . n e e s e n ţ i a l e , deci putem scrie 

V max Y| < £ max Y?<* + ^ e2f* ̂  £ max Y? + 

w 0t* 1 1 
+ y max V |®4) + - egt* + 1) + - < 2nat* + 

+ — £gí*. 
2 

Deci în toate cazurile avem 
n 1 

5] max Y| < 2nai* H zqt*. 
i = i 2 

4 9? (tt^ 1 Avem gt*^t şi ^ t, adică 2nat* < — ei şi prin urmare 
£ 2 

n 
£ max Y; < ei. 
i = 1 

Această inegalitate, împreună cu inegalitatea 

1 11 

lim inf — V max Y î ^ O , 
t tl 

demonstrează că 
1 11 

lim — y max Y\ = O, 
t i t i 

de unde urmează teorema. 
TEOEEMA 3. ARE îoc următoarea evaluare 

7 S m a x ^ / i K - . l « J ^ o n - r ^ t t i - i ^ J T i j t o 

m = £ m < . 
i *• 1 

2, p1iueer°n8traiie- A ^ l i c î n d s t a ţ i i l e introduse la demonstrarea teor<*>eJ 

« £ max YJ 
i - i 

o n 

= y m a x ( - r n 

fi.(i) = max r ; + max ( - T i ) . 
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Avem relaţiile 

«i(0 + S2(t) = £ 8iW> 
i = 1 

St(l) ^ 0, i = l,...,n 

( i ) ^ 0 . 

Ca şi în cazul teoremei 2, pentru a putea aplica metoda inducţiei, 
demonstrăm ceva mai mult decît cele afirmate de teorema 3 : 

n 
Dacă Yi m a x y? ^ a r e *oc evaluarea 

(4) ^ < a n m t ~ ^ , 

unde m = £ mt. 

• îl vom considera pe » fixat şi vom face demonstraţia prin inducţie 
relativ la m. înainte de toate observăm că din punctul de vedere al teorie! 
jocurilor au importanţă numai cazurile cînd » 2. Dacă m = n, punem 

= o. Pentru acest caz inegalitatea (4) a r e l o c î n m o d evident Ea este 
de asemenea îndeplinită pentru cazul m = n + l. Cons.deram joc^ l 
Pentru care + 2, presupunem îndelpinita 
toate subjocurile lui T si o demonstrăm pentru T. Putem prebuyu 

Pentru i < 3 inegalitatea (4) se verifică direct^ ^ ^ 
^ vom arăta că pentru orice f*, 0 < * < h <*1C r 

Următoarele două inegalităţi 
(5) (t) < 2nat* 

1 

(6) s1(t)-s1(t't*)^m-lt*'m"n~1' 

Presupunem că (5) nu are loc, adică 
. Bi (t) > 2 nat*' 
deoarece 

m ^ E S<{t)' t -1 

^ v l 4- max (— x '/ 
2a<* < $ ( « ) = m a * + 

m a x 

-i/U/l/ \ vI v -l 

M f T ' + Î T - W ^ - ' 1 ^ ' 



448 
A. B. NEMETH 10 

yV + E/K-.K) = naaxir? + f 

_ yo» + £ _ / , ( «* , - , k ) = m a x [ - Y? + ( £ - / , (« i r - , I *,) )] . 
i=o 3 

Relaţia de mai sus se mai poate scrie în forma 

yV + y /, o*-. M--yr' + S |a° > 2ai*' 

de unde urmează că 

j i o i=0 
pentru 

o = 0 , 1 , . . 

Din ultima inegalitate urmează că a?;' nu poate f i esenţial în in 
valul (t — t* —• 1, t + 1) al procedeului. «untului e 

Formam, sub jocul P al jocului V prin omiterea elemenuuu 
e Xv Pentru noul joc formăm şirurile de vectori 

Y't-t* xt'î—i*+i V"1 i — 1 * mm1fl. 

nnde 
^ - « - ( m a x Y i " " ) , i = l , . . y n > i = f = l , 

Y ; * - » = r i — (mx - 1 ) - ( m a x r r 4 * ) 

Y'r" — 1) este vectorul obţinut din Y'r03 prin omiterea c o m p o t 0 

corespunzătoare elementului x[\ ' • i t e ra^ 
Observăm că în intervalul (t - t* - 1, t + 1) al procesului^ . & 

pentru jocul P vor fi la fiecare pas aceleaşi elemente esenţiale 
cazul procesului pentru jocul T. 

n - inducţie 

Totodată £ max = 0, deci putem aplica ipoteza ae 

la jocul P şi obţinem pentru o = 0 

£ m a x Y i ' ^ a t t ™ - 1 ^ * ) 1 - m ^ I -
Cum însă 1 

n 

£ max T; '= £ max Yi - £ max Y{—, 
ornează inegalitatea (6). ^ ^ ^ 
t n d e p S r m d i c U * c a r e ^ ^ r e c p e f , i n e g a l i t a t e a ( 5 ) e s t e 
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Presupunem că t > t* şi punem g = j-^-j« între numerele % t—t*,. v 

t-qt* există numere pentru care este îndeplinită inegalitatea (5). 
Fie i — tt* cel mai mare număr cu această proprietate. Putem scrie 

81 (t) = s [ ^ ( « - ( f c - D f j - i S x i i - f t n i + S i i i - T i * ) ^ ; 

de unde 

Î » 

Vom arăta că poate fi ales un t% 0 < t* < t, în aşa fel ca 

i . 2nt* jHTL- < Wm f ""w--"-* * i ( f ) - — t 

i o « > 2, are loc 
i e i 

Pentru aceasta vom arăta , că to caz a 
inegalitatea , ̂  . 

/ o , -i-( n f 2 \ H 1 : m - f l • 
1 < [ 7 " w i J 

Este suficient de văzut că . 

j r U ^ f 

4
 c u l i a r p e n t r u ^ ^ 

W d e » = 2 , m = 4 , a r e l o c e g a l i t a t e a c u ^ ^ 
gresia este crescătoare, deci are loc w * 

Urmează că _ — 
1 t1' <*-* 

f poate fi ales astfel ca 

( 7 ) 4 ' 

1 

^ a p u t e a î n d e p l i n i ş i c o n d i ţ i a f < I o b s e r v ă m c ă î n c a z d e * > 2 

- » - l 1 
-A 

* < " (i) 



Din prima parte a inegalităţii (7) avem 
1 1 1 n»-1 (t*)-ir^ï < nmt~ ro — » 

2 

iar din a dona parte 

t 2 

Cu aceasta g-a demonstrat inegalitatea (4), de unde urmează teorema 3. 
Primită la redacţie la 22 februarie 1968 

Institutul de Calcul al Acadcmiei Republicii 
Socialiste România Fil iala Cluj. 

ITERATIVE METHOD OP SOLVING THE F I N I T E , NORMAL, 
n PERSON GAMES 

(ABSTRACT) 

In the note an iterative method is generalized for the solving of a game by 
which has been proposed for the matrix games by G. "W. Brown [1]. J. Robinson 12] p r ° cnCC. 
convergence of this method and H.N. Shapiro [3 J estimated the rapidity of its ^ t1lC 

This method is not dependent on particularities of two-person games and is genera 1 

note for the solving of finite, normal n-person games with zero sum. In Theorem 3 it is 
the rapidity of convergence which is of order 

where t is the step in the iterative process, n is the number of players, and m the num 
all pure strategies. 
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