METODA ITERATIVA DE REZOLVARE A JOCURILOR
NORMALE, FINITE, DE n PERSOANE

DE

A. B. NEMETH
(Cluj)

Se generalizeazi metoda jocului fictiv propus de G. W. Brown pentru rezolvarea
jocurilor matriciale la cazul gencral al jocurilor normale, finite de n persoane,

Notim (N. N. Vorobiev [4]) cu
I'=<N;{X}er ; {fliex > N = {1,.., n},

un jOOF normal, finit, cu sumi nuli, de » persoane.
ie
T =<N; {X'her ; {f ey > ‘

i ; ilor
extinderea jocului I', unde X; ;... €St€ mulfimea tuturor misuri
de probabilitate din cimpul de probabilitate definit pe X, ; misura degene-

2 g
rath care face 83 corespundd unui element @, € X, probabilitatea 1, ia

» toate celelalte probabilitatea 0, se idenvtificé. cu elementul insugi. Func-
fidle f7 y %, t=1,...,,m se definesc in urmitorul fel :

f* = f (a*) = f(2}, @2y xs) =

M o 2 n 1 g2 ., T
= E ° s e Z a}l a", P d,”f‘ (wfl’ m}g ] ) lﬂ)’
Jie15,=1 in=1

. 5 o fn z*; avem deci
Unde o este probabilitatea cu care figureaza e X, Ina;

m;
“;igo; 2 a§¢=1°

$i=1

9
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Teorema lui von Neumann — Nash afirmi ¢4 in mulfimea X* —

- X X} existd un punct de echilibru al jocului f, adicd un punct g*
= &
ieN

i * *
pentru care avem pentru orice y*e X

Sflxs_, lye) g‘f,(m*), t=1,..., n,
unde

*
flon-clys) = f(al, .. "”:—1,?/:“"317 seey )

Notiunea de punct de echilibru este notiunea centr?lla, a teo;;leétlgllgr
derne a jocurilor. Prezint3 interes deosebit metodele de & vai‘e a:rep e
de echilibru. Din punctul de vedere al metodelor de rezo va o
completd parte din teoria jocurilor o constituie jocurile néagl ;,Clintérativﬁ»
portantd metodd de rezolvare a acestor jocuri este meto
Brown-Robinson-Shapiro. : - L

In 1951 G. W. Brown [1] a propus o metodd 1tfl‘a1‘§;‘;§ 11)1?21(;1(1:
aflarea punctului yea a jocurilor matricia,lfa, met_od.@ a,}rmd la esupune o
fictiv in care, dupi repetarea de ¢ ori a ]oculm', jucdtoru pld strategiei
inal 1+1-lea joc adversarul siu va aplica o strategle ce coresl?}l-n ere in cele
Imixte formate din ponderile cu care a ales diferitele stratggll *Ix)luasa fol ci
¢ jocuri anteripare, si efectueazi in al ¢ + 1-lea joc alegerea é vergonid
alege cea mai avantajoasd strategie purd in aceasts ipoteza. 01 055, iar
acestei metode a fost demonstraty de J. Robinsog- [2] in anu ’ |
H. N. Shapiro (3] a evaluat viteza de convergentd a metodei. . alogo

In cele ce urmeazs vom demonstrg convergenta IjletOdelaraé sm o3
pentru jocuri normale finite de 7 _persoane cu sumi nuli. ReH_la’lé‘ Orice
ultima conditie, adica ca jocul s4 fie cu sums nuli, nu este esenti & mal,
joc normal, firiit, de % persoane poate fi transformat intr-un JO% or pasiv
finit, de » + 1 persoane cu sums nuld prin introducerea unui J}lca,t o B% se
fictiv, fird ca multimes Strategiilor optime a celor n jucitori ac iimbé»ju
modifice.. In demonstratie in limita posibilititilor vom aplica
luerdrii [2]. .

Dim urmitoarele dou# leme evidente :

LEMA 1. Pentru orice T¥*e X* 5i ie N avem :

Inea’\x fl (m;—ll.xt) gft(m*)‘

LEMA 2, Pentru orice z* < X* avem :

n

Y, max f(ay_, |z,)= 0.

- i=1%€X; : |
Un rezultag fu . ) _ - titnie urmd”
. ndame - p nstitul
toarea teoremy » ntal in scopul care-1 urmirim il co
TEOREMA 1,

: , ¢l
Gondi ] P-4 g L v * a“ ze p’u’n
sea este ca 84 qpey, . e necesard gi suficientd pentru ca x* sd f

n ]
, . "
i§1glea'é Sy, lz) = 0.
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Demonstrafie. Demonstrarea necesititii- este -imediata. Pentru- 4
demonstra suficien{a condifiei trebuie aritat c3

fn(x;-t l?/l.) é.fc(w*)’ ¢ = 1) ST (%)

pentru orice y* € X*. Putem scrie pe baza lemei 1 :

n
0 =% max f(a}_,lz) =
.g -’Z[Ecxi fl( N l' ()

n

= max f(ay_:|%) + Y, max f(2_, |o) =
nEX] i=1 WEX;
il

n
= max f(z5.| @) + Y, f(2¥) -
ey i=1
. » i¢‘
De aici urmeazd ci
0 = max fx a/';_z ]xl) - fl (.Z‘*),
EX]
adicd pentru orice y; e X7,

fl(;r—x]?/z‘)gfn(m‘)-

Cum o qut ales arbitrar, suficienta este demonstraté. _ -
Considersm acum jocul I' si formim urméitorul proces iterativ :

t=0 Alegem r,e X = x X, in mod arbitrar.

ieEN
t=1 Se alege x} e X, astfel ca si avem

Jo(zo_| @}) = ma"f._z fgh i lm) 6 =1,...5 %
2iEA] ]
‘o t4 1. Se presupune ci s-au efectuat primii ¢ pasi si se face pasul
T 1 alegindu-l pe #i*!e X, astfel ca

d ¢
5

Y fil@h o |witt) =max ), S @heil@)

D i=0 . #eXi jZo .

oreStrar i cu ajutorul urmitoarei

teoreme area convergentei procesului se face ajutor

TEOREMA 2. Avem

. 1 8 t-1 _
. lim =y max ¥ fi(@h-%) =0
T -0 t i___oﬂ‘iEX" i—0 ) -
in i nte.
Por Demonstragse, Presupunem ci mulfimes X, coptmes?zha(lalex;lecare
Vom = CU ajutorul acestor elemente un vector u, dimensional pe ca
! Dota tot oy X, - :

u X, = (2, Bigy «+ v @imi )-
lem 3 . ‘ R 11 eu
"I i corespondents fiecirei multimi X, y_e_ctorul cu e

Yi = (?/uy Yizgy «+ yd'm)"

B lemente reale
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T ——
Sistemul de veetori ¥,, i = 1,...,m, 8¢ va numi sistem inifial de vectori
daci este indeplinité urmatoarea conditie :
n
Yy, max ¥, =0,
t=1
unde
max Y, = maxX Y
1<hgmy

Fiidd dat un sistem initial de vectori Y,, ¢ = 1,...,n, §i elementul 2°e X,
formim sirurile de vectori m, dimensionali

Y =7,7,.., :,..Z, i=1,..40
in urmitorul fel
1. Y= X: + (f (@] 3)), i=1,...,0
unde
(fo (@3- dl2)) = (F (22 1@)y [ (@ |Big)y « + oy [o( @i @im, ))-
2.

Yi = Y (S, (whi|2), i=1,. .0 M

unde elementele @ (i = 1,...,m) se afld in urmitorul fel

Y + fl@_(|2}) =max Y},
i $i y; fiind elemente cu aceiasi indici ai Ini ¥?, respectiv X,.

B YOSV @ o)=Y (S, £ Ghiled), =™
J==0

unde elementele ,i=1, .. ., » se afli in urméitorul fel:

-1

¥+ Y, fo (@ ]ol)=max Y.
)

Vom arita ci ’

NP S
lim meZ max Y;=0.

5o =1

Intr- -adevir, putem scrie

2 max Y . (2 " o maX
B, 0% 70+ (54, (o o) 2 Y, min ¢+ % 755
t—1 -

! - -
Z‘d e o)z E‘l min ¥?,

i
‘_1’11: mt~ 2 max y! 2lxm~ 2 min Y%=0.

\=1
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Introducem notatiile

a, = max If; ()|, a = max {a‘}.
zeX 1<isn

Zicem 3 elementul z; € X, este esential in intervalul (s, 8.4- ¢) al
procesului, dacé existi t’ € (s, 8 4 t) astfel ca

t'—1
max Yy = y¢ + ¥, fi (2h-(177)-
i=o

Dacs toate elementele x, € X,, ¢ =1,...,n, sin esentiale in inter-
valul (3,8 + t) al procesului, atunci are loc megahtatea

1) max Y+ <2nat.

it

Vom arita ¢ dacd toate elementele lui X, sint esenfiale in intervalul
(8,5+1) al procesului, atunci

(1') max Y+ — min Yi* < 2at.
Cum toate elementele lui X, sint esentiale in intervalul (s,s + t), se poate
alege 1 € (s, s 4 ) astfel ca si avem

s+i—1

r'—1
min ¥i+ =g+ V] §, (2 |w)=9"+ zof‘ (wh-if@)) +
§=0 )=

s+i—1

i fo@h_Ja))=y> + g £, (2hil@) —at=max Y —ad-
P de alta parte,

-1 B
24t " s+t Y= ?“ fl(w"v"‘]w; ) +
max Yi+' =y’ + "g! T (@i ]2 )=y :‘go

a4t~

+ 2 .ﬁ(% ;Im, )<max Y +al.

Dec
' avem inegalitigile
max ¥+ ssmax ¥i + ab
min ¥+ Zmax ¥¢ —ab-

in i litatea
Waing aceste dous inegalithti, optine™ inegalitatea (1’)..Dm inegall
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demonstratd i din presupunerea ca toate elementele z, X, yi=1...m
sint esentiale in intervalul (s, s + t) al procgsulul, urmeaz inegalitatea

n ol '
Y, max Yitt — Y, min Yt = 2 nat.
i=1 =1

” - » - '.C
Vom arita cd — 2 min Y:*>=0. Sint evidente urmitoarele relatii

i=1

s+i-1
— min Yi* = max (—Y;")=max [— Y? + ( Y, — f((93§r~1|“”1))]2
’ i

oy,

s+1-1

=min (—Y?) + max( PN —f,(mL_,]m,))=_mznx Y4
iZ0

1

s+1-1 ’
<+ max E - ft(wf\l—llwl)‘
- znEeXiy ;oo
,
. . [ V. Y R
Folosind lema 2 gi presupunerea ci sistemul de vectori Y, ¢ = 1,..9M
este sistem initial, putem scrie

n . , n n s+i-1 ) O

© = Ymin¥iM = — Ymax¥Y! + Y max Y, —f( @l |2)Z0-

i=1 is1 i=1 #EXD ;20

Folosind aceastd ultimi inegalitate, urmeazd inegalitatea (1).
Vom demonstra ed pentru orice € > 0 existd ¢, astfél ca

(2) max V¢ < et
i=1

ori de cite ori ¢ >¢,. Demonstratia o vom face prin inductie 1’91?‘33;,3
elementele din mulfimile X,, ¢ = 1,...,n. Afirmatia este evidentd a-
toate multimile X, contin cite un singur element. Presupunem c& a;fu’ném
tia de mai sus este adevaratd pentru toate subjocurile lui T Presupt?
¢& subjocul T s-a obfinut din I suprimind elementul z; € X, Funo iu
foi=1,...m vor rimine aceleasi §i pentrn IV, numai ¢d in deen
de definitie a lor nu va mai figura @, € X,. Pe baza presupunerii de. u
?u_ctl,e il putem alege pet*astfel ca 54 avem pentru toate snbjocurile de fflIéiv
ui 17, cu orice sistem initial de vectori Y., i =1,..,n, inprocesul iterd

Y, max ¥y < 1 et,
- Y i=1 2
ori de cite ori L= 1*,

A" .
%) ol peerata, o dack g

: e X i ; . 1 (s, 8 +
al procesului, atunci g , Du este esential in intervalul (5

€ poate scrie

max .y '+ r . 1
cg'x I < "_21 max ¥; 4 Y et*.,
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Punem
Y{ =YY" — (max XJ).

Observim c#

i:ma,x Y =o0.
-]

Rezultd ci sistemul de vectori Y, ¢ =1,..., n, este sistem ini-
fial. Deci Y? poate fi vector initial in formarea unui proces iterativ. Din
definitia lui ¥ urmeazi cid componenta maximi a acestui vector va avea
acelagi indice ca §i componenta maximi a vectorului ¥;*. Cum ze X,
nu este ésential in intervalul (s, s+t*), inseamnd c& =;*'sk2; pentru
0<t<t*. Aceasta imseamni ci ; nu va figura ca element esenjial
In primii ¢* pagi ai procesului iterativ ce pornegte cu Yo Ur-‘
meazi ci elementul =z poate fi suprimat in primii t* pasi, deci
acesti pasi pot fi considerafi ca pagi referitori la procesul relativ la sub-
Jocul IV, si aplicind ipoteza de inductie avem

z N |
Zmax Y“ s '—2_‘ Et*,
i=1

adicd

n n 1
@) 2 max Y;**— } max Y:ga— et¥.

i=1 A=1

* L , :
Demonstrim ci dacid t>_4nat are loc relatia (2) Presugunem

% ¢ > Fie 0<0<1sig pumir intreg, astfel ca sd avem
1O+ g) e, = o , el tneit
A, Presupunem c3 existd numirul intreg pozitly $ = gastie

toate : : iale in intervalul
ele ; .. m, sint esenfi . 3
Contele a,eX, ©=1..0 % te numérul maxim cu aceastd

(8451 :
~1) t*, (64s)t*). Presupunem ca § €8 , e
Dloprietate, %eﬁazec{e in fiIe)acare dintre intervalele (6 + 7 — 1%

+7) %) pentru r=s 4+ 1,.. ¢ "existd qlemente x, €

1 . A S
®¢sentiale, putem aplica formula (3) §i obyinem :

X, i=1,..9%

1 *
c < o+as . — g(q—S)t%
max Y= ¥ max Yi ‘
igl ¢ . "-Zl 2

- o apli Ia (1
Pe dq alth parte, pe baza alegerii lui 8 putem scrie aplicind formuia (1)

é max Y! 52nat"‘ +

=1

1 *
5 (g
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B. Daci nu existd s cu proprietatea de la punctul A, atunci in fiecare
din intervalele (0 4 s — 1) t*, (6 -+ ) t*), s =1,. A existd elemente.
z,e X, i=1,..,m neesent,lale, deci putem scne

Z max ¥ < 2 max Y +—§eqt*g2 max ¥ +
i=1

=1 t=1

+ 2 maxz flzioddo) + — aqt* =na(0t* + 1) + — aqt* < 2nat* +

i= 1£1EX| 3=0

1
4+ - eqt¥*,
> q

Deci in toate cazurile avem

n . 1

max Y!< 2nat* 4 — eqt*.
§1 2 1
4nat*

[ A

“Avem gt* <t g =t, adicd 2nat* < —;—vst_si prin urmare

n
E max Y < &t.

i=1

Aceastd inegalitate, impreuns cu inegalitatea

lim mf 2 max Y:=0,

lyx =

demonstreazi ci

. 1 »n .
lim — }, max ¥Y{=0,
o § (5
de unde urmeazi teoremas.
TEOREMA 3. Are loc urmdtoarea ‘evaluare
t—1 l

1
—Z ma.x'(‘f'(a;lu ‘va)ga/nmt m-ne

i=1 -C{EX(J =0
d !
unde m = Z m,.
t=}

Demg - L oo
2, punem netrafie. Aplicind notatiile introduse la demonstrarea t€0r

8i(1) = Eu, max ¥!

im]
8y(t) = Y, max (— 1)
=

B(t) =max Y: + max(—Y:).
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Avem relatiile

Si(0) + 8:0) = ¥, 8,0),

S‘(t)go, 'I:=1,...,’n

8, (1) = 0.
Ca si in cazul teoremei 2, pentru a putea aplica metoda inductiei,
demonstrim ceva mai mult decit cele afirmate de teorema 3 :

®
Dacd ¥, max Y? = 0, are loc evaluarea
i

) 80 gy~ e

n
unde m = Y, m,.
i=1

.11 vom considera pe n fixat gi vom face demonstratia prin inducfie
relativ 1a m. Inainte de toate observim cé din punctul de vedere al teoriel
]ocurlilor au importantd numai cazurile cind n = 2. Dacd m = %, punem

" m=» = 0. Pentru acest caz inegalitatea (4) arelocin mod.evidvent. .Ea este
de asemenes, indeplinity pentru cazul m = 7 + 1. Considerim jocul T’
Pentru care m = n + 2, presupunem indelpinitd evaluarea (4) pentr;
toate subjocurilelui I'si 0 demonstrim pentru I'. Putem presupune ¢
'=3. Pentru ¢ < 3 inegalitatea (4) se verificd direct. _ i

_Vom arita ci pentru orice t*, 0 < ¢* <1, are loc cel pufin una Git
Wnitoarele dous inegalitdti

(8)
(6)

8, (1) < 2nat*

1

By(l) — 8, (1—t*¥) Sanmttr "

Presllpunem ¢i (5) nu are loc, adicd
8. (1) > 2 nat*
DeOa,rece . 1 ()
AOEDY 8,(t)
fe=1

: i litatea
Ave . a care are loc 1nega
M cel putin un indice §, 1 == pentr

‘j;"—f_.(wz,'..m))]’-

j=0

2at* < S,(1) = MaX Y: +

S fiahs >)] + max |

j=0

0
Smax "Y‘+(

17.°+(
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Fie
.ot-1 t-1 ,
o + 5 flahalah) = max [0+ (F et |
=0 : i=0
-1 . : t—1 .
— 3+ Y — f{a_|%)") = max [~ T} +( Y, — i@ @) )].
i=0 j=o
Relatia de mai sus se mai poate scrie in forma
’ t-1 'y -t ‘ Iy *
y?,‘*‘ Zfz(wi‘-xlwt’)—y? +’ 2 —fx(wzv—llml )>2at !
i=0 i=0
de unde urmeazd ¢i
Y fe@-1 z—w-1 . .,
yr + 2 filah z)—y? + E ’ —ft(‘D’N—zlwl )>0,
§ =0 =0
pentru ’ ’
o =0,1,...t*

Din ultima inegalitate urmeazi cf 2, nu poate fi esenfial in 1
valul (¢ — t* — 1, t + 1) al procedeului. s e
Formim subjocul I al jocului T' prin omiterea elementului & ©
e X,. Pentru noul joec formiim girurile de vectori '

f—tk f—ew . .
Y, ) Y, + gor -,Y¢'1 =1, ..M,

nter-

unde o
Yie= Yo (max ¥i*), i =1,...0, i %

jY';.t—(n — Ytl—m (ml . 1) — (ma’x"y'i_") s

) ei

Y. (m, — 1) este vectorul obtinut din Yi~® prin omiterea componente

corespunzitoare elementului z;". S iV
Observim ¢4 in intervalul (f — t* — 1, ¢t 4 1) al procesulul'lter?’

pentru jocul I vor fi la fiecare pas aceleasi elemente esentiale €2 #
cazul procesului pentru jocul I.

: .o . 16 .
Totodats ;1 max ¥;™* = 0, deci putem aplica ipoteza de induck

1a jocul I" i obtinem pentru =0

Y, max Y '<San™ 1 (fF)- moasi-
Cum ing} =1

n
n
T m A .
x ax Y= ig'lma.x Y — Y, max ¥,
urmeazs inegalitates, (6). -

entru indje; . 1opb
tndeplinity, dicii ¢ care nu-1 fngrec pe *, inegalitatea (5) este ovide®
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i

Presupunem cit >t* sl punem q= [t%] ¢ Intre numerele t, t_t*, -

..., b—qt* existd numere pentru care este indeplinitd inegalitatea (5).
Fiet — <t* cel mai mare numar cu aceastd proprietate. Putem scrie

[, (= (k—1)t*) — 8, (t— k1) ] -8, (—t*) <

1

8, (1) =

it a

1 1
< van™ ! (1*)' woet1 4 2nat* S tan™ "t (tY) T won-i + 2nat?,

de unde

8;(¢) < a (1 () T_;n_-I+ 2nt ),

t 14

Vom arita ci poate fi ales un¢,0 < <t in asa fel ca

. 1
nm—l(tt)— Tn_:-l“;l?l +£'ftl.t_ <"t Tm-n s

Pentru aceasta, vom arita ci in caz de t >1, m > n + 2, n > 2, are loc
Regalitatea ‘

m-1 2 m-n—1 a 1
1 < (_—2 - (——) )tl ‘ " .
4 n )

Bsto suficient de vizut ci
nm? (_2_)"—-"'—‘1 >1.
4

n
t '. . in crescitori
egpcaz den = 2 m = 4, are loc egalitatea cu 1, 1aT pentrum §L% © ’
Te81a este cresciitoare, deci are loc inegalitatea.
Imeazy, cf, '
2 m-n-—1 1 1 """lt"“'—m_f-“n__
— e S
n 4

gi t‘ po :
ate fi gleg astfel ca
: 1
. o SR TIPS S vy
§ (B e T

Pent,

s o4 in caz de ¢t >2
a"emm % Putea indeplini §i condifia #* <1 observim- ¢&

2 »on-l tl"' min
t—|—
1<t—(2)

[ . b2y
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]

12
Din prima parte a inegalitétii (7) avem

1 1 1
nr-! (t‘)—’-—-_u?f <'—2— At Tmon

iar din a doua parte

. 1
2 Ly ws
t .

Cu aceasta s-a demonstrat inegalitatea (4), de unde urmeazi teorema 3.
PrimitlX la redactie la 22 Icbruarie 1968

Institutul de Calcul al Academiel Re.publicii
Socialiste Romania Filiala Cluj.

ITERATIVE METHOD OF SOLVING THE FINITE, NORMAL;
n-PERSON GAMES

(ABSTRACT)

In the note an iterative method is ge neralized for the solving of a game by fictitious Pl:l:::
which has been proposed for the matrix games by G. W. Brown [1}]. J. Robinson [2] p,-oved cCe
convergence of this method and H.N. Shapiro [3] estimated the rapidity of its convcr‘ge"mc
This method is not dependent on particularities of {wo-person games and is geﬂem‘ized i

; ! . ated
note for the solving of finite, normal n-person games with zero sum. In Theorem 3 it1S evalu
the rapidity of convergence which is of order

0 (r m’-»).

. o o of
where ¢ is the step in the iterative process, n is the number of players, and m the numb
all pure strategies.
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