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automorphismes de m;(S;). D’une maniére générale, ap(li)c-
i 3 mum des
ivlicité d’une classe d’homotopie de S, le nombre minimu
D rtenant a cette classe. Ce nombre reste
oints doubles d’une courbe apparten e T e
'p\'ariant pour tous les automorphismes de Sp. Cect no o -+ a
igcherche des invariants que nous appelons ,,mvanantst.c} tau O'lzleoré)u 1:3111151]
¢ invariants peut étre éten
du groupe m(S,). lLe prolblemeede ces inva p
3 ue.
oupe dénombrable quelconq o '
o4 IIioin d’épuiser le sujet, nous essayons, dans ce qui su_lt, de signaler
"exi | opriétés fondamentales des invariants en ques-
o Eiide G oes mvenian $ja fait 'objet d’ émoire antérieur
tion. L’idée de ces invariants a déja _Ia1t 'objet d'un mémo .
[6] de lauteur. Avant d’arriver aux 111\,ranants d aut_c-)morphlsme, il nous
sera nécessaire d’étudier les propriétés d’autres form‘qtmns_ que nous appe-
lons invariants de contraction, de conjugaison et d'insertion.

par rapport aux

I. INVARIANTS DE CONTRACTION DANS LES GROUPES LIBRIS

Soit F un groupe libre aux générateurs &1 82 -- -, & ctm un mot for-
mé avec ces géncrateurs. Un ordre de succession des géncrateurs étaut fixé
une fois pour toutes, nous conviendrons d’éerire le mot m ,,par tranches”
2) M= gin g g:‘“gfu & .. gi"" BI% s s g':“' gzz” . g:" o
les exposants x; étant des entiers rositifls, négatils ou nuls (dans le cas
ol F cst un dumi-groupe rourvu d’un élément neutre, les enticrs Xij scront
positifs ou nuls). Le mot m est alors défini si I'on connait la suite ordonnde
des exposants x;. Un élément de F7 ¢st une classe de mots équivalents par
Tapport aux contractions triviales 8r 8P =g, g" =1 (1 = mot vide).
On voit alors que les expressions

(3) A o) == ok g Foow o Ky =1, 2, Lk

g:rdetn,t'leurs valeurs pour tous les\mots équivalents A m. Ces constantes
c rac en,seu'fC (sans le définir complétement) un élément de Jr dont m est
n représentant. <pressions X0, ' i
= conltracti al"l’td Les ed\l)l(ESSI'O.l‘lS"7\’.(')(?11;),'qu0 nous appelons | invariants
5, oty 01{T ans F, ont déja été utilisés dans certaines démonstrations
ini'alr'ia ) ].dz ous 1ous proposons de former une suite compléte de tels
e 1:1 §, _oluc une suite cxXpressions dépendant deg eXposants x;;, et
que, s1 leurs valeurs umerques sont connues, ] t m *dui
dem) ) ! » ‘¢ mot 7 (mot réduit
buisse étre complétement déterming, ces ex i i
It)'flr_ rapport aux contractions triviales de . Cette suite d’invari
enslera donc’ I'élément de F dont 7 est un représentant
1. Cas d’un groupe lihre de rang 2 i :

désignons les g
. CuX générateurs par 4
de maniére que P .

aunts carac-

(4) M= anbnognpn | e bn,

I

b
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Une fonctio_n Xz, Yu %o Yo %3, ..., X, ¥,) est un invariant de con-
traction de F si elle vérifie le systéme

X(xln O; ery‘.!J = BNy xnl yn) == X(xl + x21 y2’ ey xn»‘ yn' OJ O)
X(xll yl.' OJ y:!’ %A . xn’ yn) = X(xl’ yl. +.y2' xS’ " Ay x,,,y,,, O! O)

(5)
X(xl;_ylv xg, %8 "yu"‘ll Ol.yu) = X(xl! yl’ xZ' A L3 xn—li J’,,_1 +ym Or O)

Il est naturel d’exiger encore que X vérifie

(5')  X(0,0, x4 34, ..., %, 9,) = X (%o Vo onuy 5, Y 0,0)
X8y, 0,0, Mo o5 s X, Vol = X2y, 9y 4. ., Zpr Y 0, 0), etc.

car, si les exposants x,, v, de la premiére tranche de m sont nuls, la valeur
de l'invariant devra pouvoir étre calculée en commengant par la seconde
tranche, en considérant celle-ci comme premiére tranche, sans quoi la
définition de Pinvariant serait incohérente. De méme, si deux exposants
consceutifs de m sont nuls, une tranche peut étre suprimée, ce qui justifie
la scconde condition (5°). En acceptant (5°), les conditions (5) peavent étre
alfaiblies en les remplagant par

f\y(xl’ O’ xz' .yﬂ' L ] xn' yn) = (‘DU(xl + x2! J’z: ¥ Wiy xnl yﬂ)
(5”) X(x, 31, 0, y,, ..., Ny X,) = O(2y, ¥y + 35, %y, ..., X V)

X(x1, 51, Xa vvos Yp1, 0, y,) = Dy, 1 (x4, Yo Xy ooy Xy 1y Vpr + ¥,)

saus rien préciser sur les fonctions @, ce qui revient A exprimer que, pour
x; =0, le premier membre dépend de y;_, et y, par I'intermédiaire de Yio1 T+
+ ¥; sculement (ou est indépendent de y,_, et ), et, pour y,= 0, il dépend
de x; et x,4, par I'intermédiaire de ¥; + %;41 sculement (ou est indépendent

de x; et x,4,). En acceptant (5) et (5”), on en déduit (5), car, en posant
% = 0 dans la premiére équation de (5), puis en appliquant (5’), on a

X(Or Ol x‘.ll y2! sl & | xn! yn) == (Dﬂ(xm .y2l il A xn! .yn) =X(xll yﬂl 8y yn! Ol O)

ce qui détermine @, conformément A la premitre équation de (5), etc.

Le systéme (5) reste valable dans le cas d’un demi-groupe pourvu d’un
élément neutre.

Ayant en vue des applications effectives, nous nous contenterons des
plus simples solutions de ce systéme : des polyndmes homogénes par rapport
aux %, y;. Les solutions polynomiales du systéme (5) sont assez nombreuses
et peuvent étre déterminées complétement, mais pour avoir un systéme
complet d'invariants de contraction de F il suffit de considérer le plus
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i est donué par
i de ces systémes, qu '
simple AT SR Yim)=m+ya+ . .-+
Xy(m) =%t % ' = E x‘
4 Y A Vi Yu(m),= Vi %]
Xo(m) = alcn T tmi T
1< "n " _ .
Xy(m) = _Zd‘ X ¥i Y Ya(m) 1<i<jl<i<ny‘ i Vx
1€: <) n . !
Bl e mownw bb B W o % 8
( ) X (”L)-——-— x'.‘ yjl - g xip yjp,
o l"‘l‘jl':'.l‘jl(il‘jj "“<‘P‘jp<”

Pis B -+ Fig iy

m) = .
sz( ) 1€h<iSh Shi<hs.. Sty <jp<u
* . . . . . x.
X, 1(m*) = L E ] o X, Vi - x‘P yJP fp41
pt 1<i,<j‘<n,<;.<-.<...<sp<;P n
Y?'P-]-l(’n) = E yil xfl ] y‘.p xfp yl'p_'_]

1€, </ <h<hs.-- iip<;'p < ‘p+1"’

..............

On voit que l'indice de X ou Y est égal au degré du polynéme homo-
gene au second membre. Le terme général d'une telle somme est un produit
contenant alternativement un % suivi d'un y, les indices des x ’et y formant
une suite non-décroissante (attention aux signes < ou <), et I'on commen-
ce par un x pour les sommes X,, par un y pour les sommes Y,. On peut
écrire encore
XE('m) = xl(yl +J’z + ® i, +yu) + x2(y2 _f'“ £aE ‘1"3’”) + e +

+ Zp—1(Pn-1 +yn) + Xy Vn
Yom) =y 4+ 2+ oo+ %) +2(xs + ..o + %) + .0 T
+yn—2(xrs—1 + xn) + Vn—1 Xy
et l'on vérifie la relation Xo(m) + Yy(m) = X (m)Y,(m).

Utilisons la notation X(m)],,y, ... », pour la fonction X(m) dans laguelle
on pose yy =¥, = ... =¥, = 0. On vérifie alors les égalités

Xolm) = mYo(m) + 2Y1(m)ly, + %Y1 (m) ]y, + ... +

+ xu-1Y1(m).|y,y,...y”_' + X, YI(M)iyly'.__y"_l

Yolm) = 3 Xy(m)ls, + 52X30m) lse, + .« + yu_2Xy(m)

+y"-1X"(m)|"""""n—x'

D’une maniére générale on trouve, pour =1, 2, ...
Xy(m) = %Y s-1(m) + xzyh-l(m)ly; s anh—l(”")]r.y. + ...+
(8) + x,,Y;,_,(m)
Ylu(m) == le’l—-l(m)lt‘ == szh—l(m)lz,x, + ... + y,,_th_l(fﬂ)'x Fyoo ol +
+ y"—lxh-'l(m“x,x....x "~

n—-1"

()

lx,z,...x”_'

I}'l}'l- TS A
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en convenant d’écrire X,(m) = Yo(m) = 1. Remarquons encore que l’on
a X,(m) = Y,(m) =0 pour h>2n et Y,,(m) =0, tandis que X,,(m) =
= %1y1x2y2x3 S R xﬂyn‘ . . .

Pour démontrer que les expressions (6) sont des invariants de contrac-
tion, nous procéderons par induction sur le degré. Admettons donc que les
X, (m), Y,(m) sont de tels invariants si 2 < H. Cela signifie que X #(17) 1y,
dépend de %, et %,4: par l'intermédiaire de leur somme %, 4 x4, car les
conditions (5') sont vérifiées. Pour s =1, la propriété est vérifiée. On a
alors

Xys(m)h.s = xlylf—l(m)lys = xzyH—l(m)Iy.ys sl B2 xS—IYH—I(m)IM.---ys_,ys .
+ stH—l(m)lyxy.---ys_lys + %Y u_1(m) lyly----ys_lys +
+ Xs -E-ZYH—I(‘m)I;-,y....ysyﬁl T miw o 5‘:.;Y’1'-I—1('m)I:v,:y....y”_l .

Les termes de la premiére ligne ne contiennent que des x;, ¢ < s, tandis
que Yy_i{m), par 'hypothese d’induction, dépend de x, et x4 par l'in-
termédiaire de x, + %41 Les deux premiers termes de la seconde ligne
donnent

(%, + Zo41)Yir-1(m) | yiae v, 3

ott Yy _1(m)lyy,...y,_y, n¢ dépend que des x;, + > s + 1. Enfin, les termes
suivants sont indépendents de x; et %;4;. Montrons maintenant que Xy(m)l.,,
dépend de y,_; et y, par l'intermédiaire de y,-1 + . On a

Xp(m)l,, = %Y r_a(m),, + 2Yua(m)lye, + oo+ ZecrYua (M) . _pxe +
< x5+1YH—1(?n’)|}’|yl---J’5£5 4 win P xu}'fﬂ—l(nz)IJ’:Y:---J‘"_";;-

Or, Yu_1(m)lyy...ype, = Yr-1(m)|sly,. .5 et, par I'hypothese d'induc-
tion, Yy _i(m)|,, dépend de y,_: et y, par I'intermédiaire de ys—1 + ¥
Les termes de la premiére ligne ci-dessus jouissent de cette proprié-
té, tandis que ceux de la seconde ligne sont indépendents de y,. et y,.
Une démonstration analogue pour Y, (m) en partant de la seconde formule
(8).

THLOREME 1. Le systéme (6) est complet.

Désignons par 7 le mot réduit de m; c’est le mot qui résulte de m
aprés application compléte des contractions triviales. Nous montrerons
que si les valeurs des X,(m), Y,(m) sont connues pour h =1, 2, ..., les
exposants %;, ¥;, ¢ = 1, 2, ... du mot réduit 7 peuvent étre calculés par
des opérations rationnelles.

On a X,(m)=X,(m), Y,(m)=Y,m), h=1,2,...; nous pouvons
donc admettre que m est un mot réduit: m = m. Alors, tous les exposants
de m sont # 0, sauf x, ou ¥, qui peuvent étre nuls. Si m est le mot vide,
on a X,(m) =Y, (m) =0, tous les exposants de m étant nuls. Réciproque-
ment, si X,(m)=Y,m) =0, h=1,2, ..., on a m=1 En effet, en
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x, = 0, contrairement &

tomo#£ 1, on a You_o(M) = 1%, ... . '
?g?;ggg:e. ﬁi:si, pour que m sott le mot vide, il faut el il suffit que X, (m)

=Y,m=0 k=12 ...
Retenons que, si m # 1, on a Yy, 5(m) = 0.
Désignons par , la premiére section finale de m

my = asbnat .. .. @*nhys,

Tous les exposants %s, %, ..., %, ¢étant # 0, on a X,,_3 (m,) # 0. Les
formules (8) permettent d’écrire

Xi(m) = z, + Xy(my),
Xy(m) = 2,Y,(m) + X,y(m,)

.
X, (m)=2,Y ) _1(m)+ X, (m,),

Yi(m) =y, + ¥Yy(m,y)
Yo(m) = 3, [Xy(m) — 2,] + Y, (my)

V)= 3, [ X (m) — 2, Yi_o(m)] Y, (m,)

Désignons par ls(m} = 2n la longueur syllabique de m. Alors on a
Is(m) =2n — 2, donc Xg_y(m,) =0 et
Xow_i1(m) = %,Y3,_o(m), Youi(m) = yi2,9,. .. 1,9,
Youa(m) = 9%y, ... yu_1%,, Xou(m) = xyy1 20, . .. Ko
On en déduit, puisque You_o(m) # 0,
Youoalm) Xy, (m)

X2:r—1(”’) _ in(m)
o= =

== )
Y2"_2(m) Yz"“‘l(m) Y2n—2(’") ‘YZ;I—](m)

1 =

Ensuite

Kan-s(m) = Y 20—4(m) + Xon—s(m,), Xon—g(m,) = XoVo oo X, = _u*_qu_z(m)
M

d’olt, puisque Xan_a(m,) # 0,

Y g _g(m) _ Yon_o(m) [¥Yy, _,(m)]2

2u—g(M) Yy, o(m) — Xou_1 )Yy, (m)

=

X, _glm,) Xy _glm) — Yy, _.m) X

o -
Y.im )n ;Loz;ns}t nﬁ eit y21. Les formules ,(9) permettent alors de calculer X amy) &
Yyl 1]e o ml—ce’qﬁi'éc;ﬁa L::t z'lclxl ou1 peutdreprendre les mém-s caflculs' -
. ; . valeurs de x, ete., 1 1
%;, ¥; étant obtenyes rati ' s, Ce qui démonten moess
tl;éOI"éme. par des opérations rationnelles, ce qut démontre notre
On voit que les valeur,
) s des X, (m), Y.(m
t?aérement, %; et y; devant étre (fes entig:(rs )(
Ci-dessus a une double expression

€ peuvent étre choisies arbj- |

. aussi, la valeur de X, calculée ’:

qui offre une relation entre X, |, X
bt ¥

2n
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Yon—2, You—1 pour ls(m) = 2x). Les invariants sont liés par certaines rela-
tions identiques analogues aux syzygies que I'on rencontre dans la théo-
rie des invariants projectifs, affines, etc. des formes homogeénes.

2. Syzygies, Afin de trouver toutes ces relations entre les invariants
(6), remarquons que les invariants Y, sont indépendents de %, (en écrivant
Y, pour Y,(m), etc.) donc, en tenant compte de (8), (9), on a

d
—Y, =0, £ X, =Y, L4 Y,=Xi0—2Y,,,
%, %y oy
(10 )
37 Xy = %,(Xs_p — %Y 5—3)

qui seront appliquées dans ce qui suit.

Lemme. Uninvariant de contraction indépendent de %, et ¥y, se réduit
a wune constante.

Soit X une solution du systéme (5), indépendente de %, et y;,. On peut
alors poser x; = y; = 0 sans que X change de valeur. La premiére équa-
tion (5) donne

X0, 0, 2, W, «s

Or, X étant une fonction indépendente de ses deux premiéres variables,
le second membre est indépendent de %, ¥a, doncle premier membre aussi.
On peut poser %, = y, = 0 dans la troisidme équation (5), d’ot

X(0,0,0,0, x,, y,, ..

b xmyn) == X(xz: J’z: o 4 ey xm ym O, O)-

L xﬁ’ yn) = ‘X(O' O' xaﬁ ya: sy ynl O: O) —_—
= X(%3, Y3, -+, %, ¥, 0, 0, 0, 0).

Il en résulte que X est indépendente de z,, ¥, et l'on voit que le procédd
peut étre répété, donc finalement X = X(0,0, ...,0,0) = const.

Si X est un polynéme homogéne de degré # > 0, on a donc X = 0.
Conséquence : X élant un invariant de contraction polynowmial, homogéne,
il faut et il suffit, pour que X soit identiquement nul, que

83X _ ax

ox, ay,

La condition est évidemment nécessaire. Or, si elle est vérifide, X est

indépendent de x, et y,, done X = 0. _ ' _
Considérons maintenant une relation identique entre les invariants (6)

FlEy Vo B vy K, Vsl o= 10,

Le premier membre étant un invariant de contraction, il faut el il
suffit, pour que la relation existe, que

2 — Mathematica 1/1975 — Tome 17 (40)
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On trouve alors les conditions

LNk R RN b, NPy |
-a;l + 0X, 1t X, : aa);zn 5
LA IR L A ~2,(Xy — %) + 2 (X, — 2,Yy) +
-a?;+3.;,x1+3yz( 1 1)"‘3,3 Xy 1 v, ¢ 1
oF —
+ ... + 3?:;,, x1(X2n—2 = x1Y2n—3) - oo (X2n-—l == x1Y2u—2’) = 0.
La variable x, étant indépendente de X, Y, ..., Xz. Y32, si la lon-

gueur de m reste arbitraire, la seconde équation se décompose en trois autres,
et 'on a le systéme

Ly + EY, 4 o+ Ve =0

80X, 8xX, ax, X,y
oF
aF+:7FX1+a—aYEX2+---+aY Xoy—1=0
aY,_ 2 a 2n
(1) ! " _
A AT i PR, i, S
X, oY, + Pr i 0%, &Y
OF | OF F OF v
—_— Y —_— Y + v e + 2n-3
oX, * T + ox, ° Exy,

En complétant ce systéme & l'aide des parenthéses de Poisson, on ob-
tient encore
oF

oF oF dF X =0
R — X — X + s + 2n-3
Y, + gy, * + oy, * 3Y,, .
OF oF -a—FX ---a—F—Y cee oF Xopy—4 — Yoma=0
mwm T Tt T e T
o o m W s e W mw .F . § oA ow b e -
OF +£X1+ 2 Xo+ ...+ - Xow—2¢41 =0
Y g Yy Y g1 Z) 4 - -
F - 2 _
i == = . X1 — Yl F oot }lZn—Zq“aY Y’-’"—2-1_"0
0X g Yy  O0Xyg4, Y501 X,y 0
: F oF .
e + o Y, + ‘? Hyt st . You2p-1=0
(11') 0Xyn X syt X yq4a Xy
oF i oF Xl L d X, + X, =0
Y3y 2) SN Y 3p—1 Y 4n - -
oF —
oF  &F L oF X, — Y, + Xﬁ—ax Y,=0
ain-z ayzn—i ain-l. ayzn-l ayin 2n
oF + oF Y,_ =)
Wi | B2y
doF dF
fr——y &=
Wipy Y,
oF __9F 0

0X,, 3Y,,

SUR CERTAINS INVARIANTS ATTACHES AUX GROUPES 19

La derniére équation montre que X,, et Y,, figurent dans F par leur

somme %, = X,, + Y,,. L'intégration des avant-derniéres équations (11’)
conduit au changement de variable v, = Uy — X3 Yon_1 — Y, Xsuy, puis,
en remontant dans (11’), au changement %, _; = X,, , + Yon—2, vy =0, +
+X You—2+ Y, X5,_2 et d’une maniére geénérale v, = X5, + Yy, — X, V5, _; —
— Y1 Xoy + XYoo+ Y, X0, o— ... + (—1)" X, Y, et 'on a F = (v,
Uy ..., ), O étant une fonction arbitraire.

On a donc les seules syzygies existant entre les invariants (6)

(12) Xy + Yoo — Xi¥oyo1 — VaXagos + ..o + (—1F[X,Yopos + Y, Xop_i]
+ e+ (-1 X, Y, =0

avec ¢=1,2, ..., 2n. L'identité (12) s’écrit encore
‘Xl .X2 Xs LY sz_[ sz Y]. Ya Ys DRI Yzh_l Y2h
1 Y1 Yz g ng_g sz—] 1 X]_ XB PR sz_z Xz_y_l

0 1 X, ... XpssXn2[=Ym |0 1 Yy s Yopu Yo u|=Xg

0 0 0 ... 1 Y, 0 00 ... 1 X
Pour ¢ = 2% on retrouve Y,, = 0, et pourg=2n—1 on a X,, ,¥Y, +
+ You_2 Xow — Xoyo1 You1 = 0 et, comme Y, = 0, on retrouve la rela-

tion Xo, 1fYap_p = X2,/Y2,—1, obtenue précédemment en calculant %5
Pour g > 2, tous les termes de (12) sont nuls. On a donc le

THEORBME I Afin que X, Y, ..., Xy, Y, représentent les valeurs des
tnvariants de contraction d'um mot de longueur syllabigue 2u, il faut el il
suffit que ces valeurs vérifient les relations (12), pour g = 1,2, ..., 2n.

D'ailleurs, la relation (12) peut étre vérifice directement en caleulant
d[dx, et 9/dy, pour le premier membre de (12) 4 l'aide des formules (10)
et en constatant que ces dérivées sont nulles identiquement.

Ce théoréme permet de ramener la résolution d'une équation (ou
d’'un systéme d’équations) dans le groupe libre F 4 un systéme algébrique
diophantien. Une telle équation s'écrit

AlELAz‘Ez Ak Ek =1

oi les A; sont des mots donnés et les €; sont des mots inconnus, 1
représentant le mot vide. Or, cette équation est équivalente A

Xuld Badoy ... AE) =0, Y (A:E A%y ... AE) =0, h=1,2 ...

Nous verrons que les invariants d’un produit de mots s’expriment
sous forme rationnelle entiére A l'aide des invariants des facteurs. On
obtiendra donc toujours un systéme d’équations algébriques pour les inva-
riants des inconnues &;, qui donnera toutes les solutions, si elles existent.
Voici un exemple :

# et v étant des mots dans F, montrons que #vu = v entraine # = 1.
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On a
X, (uvn) = 2X, (1) + Xalv) = X,(v),
done X,(n) = Yi(u) = 0. On vérifie facilement, en appliqu
<M

v
X(uwwn) = 2Xs(w) + Xslo) + X ()Y, () + Xa@)Ya(#) + X, ()Y, () =

_ 2X,(n) + Xalv) = Xafv), done X,(u) = 0.

[=1 o ) n

i i dmettant que tous
par induction en adil q F fo) 90X (1) + ¥ ] A e les

S e X
sont nuls et en remarquant qu ) ;  mam
ints de suspension indiquant des termes qui sont des produits d’iny ariants

de u et v de degrés <1, chaque produit contenant au moins un inva-
riant de u, termes qui sout nuls conformément a I'hypothese d mdulctloné
Il en résulte X, (1) = Y,(u) = 0 n=1,2 ... doncu= 1 conformémen

au théoréeme I. . ] ) )

3. Seconde méthode de détermination des syzygies. Unc autre 'mcm(l)-
de, moins laborieuse, pour la détermination des syzygies, est appliquable
aussi au cas d’un groupe F de rang > 2. Elle est basée sur le

Lemme 2. Un invariant de contraction j)olynomial, homog cne, qii

se comporie additivement par rapport a la mulliplication des mols, douc

X(wy) = X(u) + X0, Vv e F
se réduit @ aX, + BY,, o « ¢ B sont des constanies numé
arbitraires.
En effet, si m =a%b" ..
X(m) = X(@) + X(07) + - -

Or, X étant un polynéme homogéne par rapport aux exposants de
m, on a X(a=) = «,x}, k entier positif, donc

X(m) = a4 Bt b ... +ort + Bb o Famt B.Yn-

Mzis, pour y; =0, X(m) dépend de x; ct x4, par oc,-xf—‘—{— i i 4
et cette expression est une fonction de x; 4 Xiy; pour k=1ct o; = i1
seulement. Proposons nous de retrouver (12) pour ¢ = 2.

Considérons alors les égalités (faciles a établir)

Xfe) = Xl + KoY + el Xolo) + X0 Ya) + X
Yilaw) = Yy(p) + Ya(@)Xalv) + Ya(@)Valv) + V() Xs() + Yilv)
Xy ()Y o(pv) = Xy (0)Y50) 4 Ya(w) X1 (v) + X (w)Yo()Yo(v) +

+ Xa(#)Ya(p) Xolv) + X(w)Ya(v) 4 Yalw) Xi()Yolv) +
+ Y (@) X1 () Xo(v) + X, (v)Y4(v)

Y, (uwon) = oY, (u) + Y1(0) = Y,(v),
ant (6)

riques culiércs,

. ambrm, la relation de I’énoncé entraine

X(a-"n) + X(bl'u)_

Dt
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¥ () Xo(y) = Ya(w)Xo() + Xa(@Vs() + Yalw) Xo(@)Xab) +
+ Vi) Xy (@)Y 0) + Vi) Xa0) + Xo(w X ()Y20) +
+ Xu()Y2 () Ya(0) + Yi(3) Xa(v)
Xoun)Y () = Xalw)Vale) + Xel@) Vo) Xa(0) + Xalw)Val) +
F X (W)Y (@Y0) + XYW X0)Y50) + Xa@)Va()Ya0) +
1Y (@) X0) + Vi@ Xa()Xal) + Xo()Y o).

En changeant de signe les 3me et 4me équations, puis en ajoutant,
on obtient .

Xo(wv) + Ya(uy) — Xa(wv)Vo(p) — Yiluwv) Xo(wv) + Xo(w)Ye(wv) =
= X () + Yi(p) — X2(w)Ya(p) — Vi) Xo(w) + Xo(w)Valp) +
F X, () + Vi) — Xa()Ya(v) — Vi) Xy(v) + Xa(v)Ya(v)

les termes restants se réduisant par application de X, + ¥, = XY, En
posant

E(m) = Xm) + Yym) — X, (m)Yg(m) — Y (m)Xg(m) + Xa(m)Yo(m)
on obtient
E(w) = E(w) + E(v),

ce qui entraine K(m) = aX,(m) + BY (m). Mais, E étant homogene de
degré 4, il en résulte @ = B = 0, donc E(in) = 0, ce qui redonne la syzygie
de degré 4. On voit que, par cette méthode, les syzygies seront obtenues
récursivement, en employant dans le cas des invariants de degré n les
syzygics de degré <u. D’'une maniére générale, pour obtenir une syzygie
de degré u, on Cerira tous les invariants de degré » appliqués au produit
wy, avec leurs développements suivant les invariants de p et v, puis, en
multipliant chaque équation avec une constante indéterminde et en ajou-
tant, on déterminera ces constantes de maniére a réduire les termes qui
dépendent 2 la fois de p ct v. Si le systéme linéaire ainsi obtenu posséde
une solution, on obticndra un invariant additif, qui est nul suivant le
lemme 2. Ce procédé évite l'emploi des systemes différentiels jaco-
biens, qui se compliquent encore dans le cas d’'un groupe F de rang
k> 2. ;

4. Invariants d’un produit de mots. Considerons deux mots m, et
m, formés avec les mémes générateurs a, b. On trouve facilement 1'ex-
pression de X,(mm,) et Y, (mym,) en fonction des invariants de m, et

de m,. En tenant compte de la définition de X,, chaque terme de X J(mams)
est un produit alterné d’exposants x; et y; choisis dans la suite des expo-
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sants de mym,, en commengant avec un x; et en continuant de gauche
vers la droite. On a donc

Xop(mym,) = Xop(m,) + Xop_1(m)Y,(my) + Kopo(m) Xo(m,) + ... +
+ Xop_ogi1 (1) Yog_1(ms) + Xopog (1) Xoy(my) + ... + Xop(m,)
Yop(maims) = Yop(my) + Yop_1(my) Xy (my) + Yop_a(m)Yy(my) + . ..
+ Yopongs1(mm) Xog_1(m;) + Yop_ag(my)Yog(ms) + ... + Yap(my)

(13) Xapyr(mymy) = (Xopt1(my) + Xop(my) X (ms) + Xop1(m))Y y(m,) + ... +
+ X2ﬁ-—2q+l(ml)y2q(mz) + Xopo2g(1m1) Xogya(ms) + ... + Xopt1(my)
Yopia(mymy) = Yopyi(my) + Yop(m)Y1(mg) 4+ Yopos(my) Xo(ms) + ... +
+ Yop_ogq1 (my) Xop(my) + Yopog(m1)Yopi1(mmy) + ... + Yopy1(m,).

Posons m; = m, m, = m-1. On a
X(mm=1) = X,(1) = 0, Y,(mm=1) =Y, (1) =0, h> 0.
On voit directement que X,(m-1) = —Xy(m), Y (m=1) = —Y,(m). Donc
Xo(m) + X, (m)Y (m=1) + X,(m~1) = 0, Yom) 4+ Y (m)X (m-1) +
+ Yym1) =0
Xo(m=1) = Xy(m)Y(m) — Xy(m) = Y,(m), (syzygic), Ya(m-1) =
= X,(m).
Xg(m) — Xo(m)X,(m) + X (m)Yy(m=1) + Xy(m=1) = 0,
Xy(m=1t) = —X,y(m).
D’une maniére générale on trouve
(14) Xopi1(m=1) = —Xopi1(m), Yopri(m=1) = —Y,p, (),
Kop(m=1) = Yyp(m), Yop(m=1) = Xop(m).
Les formules (13) peuvent étre présentées sous la [orme
Kalmmd =32 |3y, S
Yz;.:(m;mz) =2 ._52:57:1(1,)7;1))(2;% ;((::2))

i+7=p

(
)

i

(15)
Xoig (my), X21'+1 (1)
—Xai(my), Yoj(m,)
Yoig1 (my), Yajpr (my)

sz+1(m1m2) == E —Yzi(ml)r ng('”l'e)

f+i=p

Xapia(mymy) = E ’

itj=p

Oy L TS

Sis-S) gt X RO
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Remarquons que dans (13) ou (15), chaque seconde formule résulte
de la premiere en permutant les majuscules X et Y. En partant de ces
formules, on déduit par récurrence des formules qui donnent les inva-
riants d'un produit de plusieurs mots. On trouve ainsi, #, v, w étant
des mots quelconques

—-Xzi(u).
Xoirr1(n), Xoj(v),
0, Yor_ 1(20), —sz(w

)

—Xoip1(4), Xoja(v),  Xai(v)

Xopy1(uvw) =¢'+'+Zk=ﬁ ng(u), Yoi(v), Yz,-_l(v) .
’ 0, XZk--l(w); _YZk(w)

Les formules analogues pour Yy, (wvw) et Y, i(uvw) résultent des
précédentes en permutant X et Y. On peut donner des formules générales
pour les invariants d'un produit de » mots, & I'aide de déterminants
d’ordre #, mais leur emploi est malaisé; pour le calcul effectif, il est donc
préferable d’utiliser les formules de récurrence. »

5. Remarque sur le probléme du mot (Wordproblem). Désignons par
Ry, R, ..., R, des mots quelconques du groupe libre F = |a, b:| et par
G=1la, b: Ry, Ry, ..., Ry le groupe aux relations R, =1, i =1, 2, ...
..., ¢. On sait que, m d¢tant un mot formé avec a et b, m représente
I'édlément unité du groupe G si et sculement si I'on a

Yoir(v),  Yg(v)

Xop(uvw) = Xair1(v) |,

i+jTh=p

(16)

-1 -1 =1 ;
(17)  m=wu; Rijwuus Riuy...u;' Ritu, ¢, = +1,1<34, <gq,
h=1,2 ..., n

pour un choix convenable de #, des mots u, = F, des g, et des 1.
Or, (17) est une équation dans le groupe libre F, les données étant :
m, Ry, Ry, ..., R, On s’attend donc & un aspect du probléme faisant
intervenir les invariants de contraction, comme nous l’avons indiqué pré-
cédemment. Sans nous arréter ici sur ces questions, indiquons que Il'on
est ainsi conduit 4 un systéme diophantien de degré supérieur par rapport
aux invariants des inconnues u,.

6. Invariants de conjugaison. Cherchons maintenant les invariants de
contraction X(m) qui ne changent pas de valeur quand on remplace m
par un quelconque de ses conjugués

(18) X(m) = X(u='mu), Yu  F.
Il faut et il suffit, pour que (18) ait lieu, que
(19) X(a<ma’) = X(m), X@b*mb¥)=2ZX@m), Vs te2Z.

On voit immédiatement que X, et Y, vérifient (18) ; ce sont les
plus simples invariants de conjugaison. Afin d’obtenir tous les autres,
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remarquons que l'on a, en posant m’ = g-s ma®, m'’
pliquant les formules de multiplication des mots

Xy =X,m) = Xy(m) — sY;(m)
y: =

=b='m¥, et en ap-

Y. (m = Yu(m) + sY,(m) Vs € Z
Xy =Xgm') = Xq(m) + [Xao(m)— YVo(m)]s — s2Y, (m)
Y3 =Yy(m') = Yy(m)

X3 Xog(m') = Xoy(m) — sY5,_(m)
Yo, =Yyum') = Yy(m) + SY 99—1(m)
Xéq+1 = qu.*.](?ﬂ’) = X2q+1(?1’l) + [qu('ﬂi) e }.,2,7(771) ]S — 32Y2,1_](Hl)

!

Yioer1 = Yopua(m') = Yyyu4(m)

9
I

(20) . Ty
X; =X,m") = Xy(m) 4 ¢X,(1m) YieZ
2 =Yym") =Y,m) — tX,(m)
Xy =Xym") = Xy(m)

Ya(m) — [Xy(m) — Yy(m) )t — 12X, (m)

Xz = Xo(m") = X,(m) + tX o5 _1(m)
= You(m) — tXp_1(m)
X2gr1= Xag11(m") = Xy 41(m)
qu.}.] = Yzq+1(77'l’,) = Y2q+1(72‘l) — [Xg,l()‘}l) — Y’gq(‘i}l) ]/ — t'-’Xg.,_l(m)

Soit F(X,, Y,,
un polynéme. On a

FX, ¥y,

vy Xy, Yo,) un invariant de conjugaison, F étant

sy N Yo =FX, Y5, .00 Kb Vo) ==
== Bl X1, vuny Hbu Y5
Ces relations doivent étre vérifides pour s, € Z; mais, I° ¢tant un

polynéme, elles auront lieu aussi pour s,/ € R. En dérivant par rapport
a4 s et i puis en posant s ={¢ = (0, on trouve

8F  oF or 8F  &F
ol 0 e s 0E Y[———— )—
’ (ax, oY, (Xe 2) X, T ¥ ax, ov,
oF oF oF
—(X,—Y . b — =
( 4 4) ox, + + 2n—1 {ain BYE,,) 0
OF  OF 2K BF  F
X—_-__)—X—Y_ 1 - )—
. (ax, Y, (Xs 2) 3y, T 3‘3X¢ av,

oF oF oF
— (X, —-Y,) = o — = 0.
(X—Y) 2t + X l(aXm aYm) 0
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En complétant ce systéme a l'aide des parenthéses de Poisson, on
y ajoute .

oF JF oF éF oF
Xy— —¥j— X, — ¥V, = . KXan_ —
1%, 1oy, o x, v, + + X2u_s

s
.
-

Yo o) — e T - )

TH V) Ve (-2 0
o o) — K O 2 -

21)

i a;?:_, = ¥ axif_a + X a)f::_, — Y aya:_l =8
Y‘(a,j::_a - aj:_,) %y aj:_, + Y“Iaii,, - aiin) =P
o (a.j:_, - aj:_,) =k =7 ax'a:_, +X (aif:,, - aayi, =l

v ( ar ar |
l '
Xy OV,

_L'a dernicre ¢quation montre que I dépend de X,, et Y, par linter-
médiaire de u, = X,, 4 Y,,, ct I'intégration successive des équations en
partant de la derniére conduit A la solution générale

F(Xu Yu -Xz “‘ Y-z. -’Ya + Y,,, wor e X'm ‘f‘ YZn):

dont les solutions fondamentales sont Xo Yy, Xoi 4+ Yo, i=12 ..., n

Ce sont la les seuls invariants (polynomiaux) de conjugaison, indépendents,
que nous désignerons par

€i(m) = Xos(m) + Yoi(m), i=1,2 .. . M.

On doit y ajouter X,(m) et Y (m).

Pendant l'intégration du systéme (21), (21') on rencontre aussi les
SOIL.ltl.OHS Vg .="- X1Y2i-—l + }IIXQ,'..], = X2Y2|‘_2 = YrQXg;_g-,— o + (—1)'X,Y'
?ilg;s on doit remarquer que l'on a v; = X»; + Y, en vertu des syzygies

La suite X,(m), Y,(m), @,(m) n’est pas complete ; elle ne détermine
pas m a4 un automorphisme intérieur de F pres. En effet, considérons

m = ax b a* byl, m' = a* b)"l a* bn,






