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Introduction. I,’origine de cette recherche est lide & un probléme sur
les courbes simples tracées sur les surfaces fermées orientables. Les classes
d’homotopic d'une telle surface Sy, de genre p > 1, peuvent étre partagées
en deux ensembles : les classes qui contiennent des courbes simples et celles
qui n’en contienncnt pas. Le groupe fondamental w,(S,) étant présenté
par le systéme des géndrateurs canoniques gy, g, ..., 8o, li€s par la relation
Bi e 87 885 5o s 8318285, 1 &3, = 1, une classe d’homotopic de S, est
représentce par un mot que 'on peut éerire sous la forme (par tranches)

(1) &M ... g;f,f’-‘ Eingim ... g:'fzf:'l g ... g':'”‘ g;” A ib gzgf""
les entiers x;; étant positifs, négatifs ou nuls.

Si une classe d’homotopie contient des courbes simples de S,, nous
'appellerons classe simple de ™(Sp), et l'on s'est proposé [l, 2, 3, 4]
de déterminer les classes simples d'une surface Sy ; le probléme a été étendn
au cas des surfaces non-orientables. -

Or, I'éeriture ,,par tranches” (1) d’un élément de m,(Sp) montre qu'un
tel élément est déterminé par la suite numeérique ordonnée des exposants x;;.
Les conditions pour qu’un mot (1) représente une classe simple s’exprimeront
donc par certaines relations que ces exposants devront satisfaire. Quant a
la forme de ces relations, on doit remarquer que si C(C .S, est une courbe
simple, chaque automorphisme de Sy (application homéomorphe surjec-
tive S, — S,) applique C sur une autre courbe simple de S,. Il en résulte
que chaque automorphisme de n,(Sp) applique toute classe simple sur une
autre classe simple. Les conditions nécessaires ot suffisantes pour qu’'une
suite x; corresponde 4 une classe simple devront donc étre invariantes
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automorphismes de m;(S;). D’une maniére générale, ap(li)c-
i 3 mum des
ivlicité d’une classe d’homotopie de S, le nombre minimu
D rtenant a cette classe. Ce nombre reste
oints doubles d’une courbe apparten e T e
'p\'ariant pour tous les automorphismes de Sp. Cect no o -+ a
igcherche des invariants que nous appelons ,,mvanantst.c} tau O'lzleoré)u 1:3111151]
¢ invariants peut étre éten
du groupe m(S,). lLe prolblemeede ces inva p
3 ue.
oupe dénombrable quelconq o '
o4 IIioin d’épuiser le sujet, nous essayons, dans ce qui su_lt, de signaler
"exi | opriétés fondamentales des invariants en ques-
o Eiide G oes mvenian $ja fait 'objet d’ émoire antérieur
tion. L’idée de ces invariants a déja _Ia1t 'objet d'un mémo .
[6] de lauteur. Avant d’arriver aux 111\,ranants d aut_c-)morphlsme, il nous
sera nécessaire d’étudier les propriétés d’autres form‘qtmns_ que nous appe-
lons invariants de contraction, de conjugaison et d'insertion.

par rapport aux

I. INVARIANTS DE CONTRACTION DANS LES GROUPES LIBRIS

Soit F un groupe libre aux générateurs &1 82 -- -, & ctm un mot for-
mé avec ces géncrateurs. Un ordre de succession des géncrateurs étaut fixé
une fois pour toutes, nous conviendrons d’éerire le mot m ,,par tranches”
2) M= gin g g:‘“gfu & .. gi"" BI% s s g':“' gzz” . g:" o
les exposants x; étant des entiers rositifls, négatils ou nuls (dans le cas
ol F cst un dumi-groupe rourvu d’un élément neutre, les enticrs Xij scront
positifs ou nuls). Le mot m est alors défini si I'on connait la suite ordonnde
des exposants x;. Un élément de F7 ¢st une classe de mots équivalents par
Tapport aux contractions triviales 8r 8P =g, g" =1 (1 = mot vide).
On voit alors que les expressions

(3) A o) == ok g Foow o Ky =1, 2, Lk

g:rdetn,t'leurs valeurs pour tous les\mots équivalents A m. Ces constantes
c rac en,seu'fC (sans le définir complétement) un élément de Jr dont m est
n représentant. <pressions X0, ' i
= conltracti al"l’td Les ed\l)l(ESSI'O.l‘lS"7\’.(')(?11;),'qu0 nous appelons | invariants
5, oty 01{T ans F, ont déja été utilisés dans certaines démonstrations
ini'alr'ia ) ].dz ous 1ous proposons de former une suite compléte de tels
e 1:1 §, _oluc une suite cxXpressions dépendant deg eXposants x;;, et
que, s1 leurs valeurs umerques sont connues, ] t m *dui
dem) ) ! » ‘¢ mot 7 (mot réduit
buisse étre complétement déterming, ces ex i i
It)'flr_ rapport aux contractions triviales de . Cette suite d’invari
enslera donc’ I'élément de F dont 7 est un représentant
1. Cas d’un groupe lihre de rang 2 i :

désignons les g
. CuX générateurs par 4
de maniére que P .

aunts carac-

(4) M= anbnognpn | e bn,

I

b
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Une fonctio_n Xz, Yu %o Yo %3, ..., X, ¥,) est un invariant de con-
traction de F si elle vérifie le systéme

X(xln O; ery‘.!J = BNy xnl yn) == X(xl + x21 y2’ ey xn»‘ yn' OJ O)
X(xll yl.' OJ y:!’ %A . xn’ yn) = X(xl’ yl. +.y2' xS’ " Ay x,,,y,,, O! O)

(5)
X(xl;_ylv xg, %8 "yu"‘ll Ol.yu) = X(xl! yl’ xZ' A L3 xn—li J’,,_1 +ym Or O)

Il est naturel d’exiger encore que X vérifie

(5')  X(0,0, x4 34, ..., %, 9,) = X (%o Vo onuy 5, Y 0,0)
X8y, 0,0, Mo o5 s X, Vol = X2y, 9y 4. ., Zpr Y 0, 0), etc.

car, si les exposants x,, v, de la premiére tranche de m sont nuls, la valeur
de l'invariant devra pouvoir étre calculée en commengant par la seconde
tranche, en considérant celle-ci comme premiére tranche, sans quoi la
définition de Pinvariant serait incohérente. De méme, si deux exposants
consceutifs de m sont nuls, une tranche peut étre suprimée, ce qui justifie
la scconde condition (5°). En acceptant (5°), les conditions (5) peavent étre
alfaiblies en les remplagant par

f\y(xl’ O’ xz' .yﬂ' L ] xn' yn) = (‘DU(xl + x2! J’z: ¥ Wiy xnl yﬂ)
(5”) X(x, 31, 0, y,, ..., Ny X,) = O(2y, ¥y + 35, %y, ..., X V)

X(x1, 51, Xa vvos Yp1, 0, y,) = Dy, 1 (x4, Yo Xy ooy Xy 1y Vpr + ¥,)

saus rien préciser sur les fonctions @, ce qui revient A exprimer que, pour
x; =0, le premier membre dépend de y;_, et y, par I'intermédiaire de Yio1 T+
+ ¥; sculement (ou est indépendent de y,_, et ), et, pour y,= 0, il dépend
de x; et x,4, par I'intermédiaire de ¥; + %;41 sculement (ou est indépendent

de x; et x,4,). En acceptant (5) et (5”), on en déduit (5), car, en posant
% = 0 dans la premiére équation de (5), puis en appliquant (5’), on a

X(Or Ol x‘.ll y2! sl & | xn! yn) == (Dﬂ(xm .y2l il A xn! .yn) =X(xll yﬂl 8y yn! Ol O)

ce qui détermine @, conformément A la premitre équation de (5), etc.

Le systéme (5) reste valable dans le cas d’un demi-groupe pourvu d’un
élément neutre.

Ayant en vue des applications effectives, nous nous contenterons des
plus simples solutions de ce systéme : des polyndmes homogénes par rapport
aux %, y;. Les solutions polynomiales du systéme (5) sont assez nombreuses
et peuvent étre déterminées complétement, mais pour avoir un systéme
complet d'invariants de contraction de F il suffit de considérer le plus
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i est donué par
i de ces systémes, qu '
simple AT SR Yim)=m+ya+ . .-+
Xy(m) =%t % ' = E x‘
4 Y A Vi Yu(m),= Vi %]
Xo(m) = alcn T tmi T
1< "n " _ .
Xy(m) = _Zd‘ X ¥i Y Ya(m) 1<i<jl<i<ny‘ i Vx
1€: <) n . !
Bl e mownw bb B W o % 8
( ) X (”L)-——-— x'.‘ yjl - g xip yjp,
o l"‘l‘jl':'.l‘jl(il‘jj "“<‘P‘jp<”

Pis B -+ Fig iy

m) = .
sz( ) 1€h<iSh Shi<hs.. Sty <jp<u
* . . . . . x.
X, 1(m*) = L E ] o X, Vi - x‘P yJP fp41
pt 1<i,<j‘<n,<;.<-.<...<sp<;P n
Y?'P-]-l(’n) = E yil xfl ] y‘.p xfp yl'p_'_]

1€, </ <h<hs.-- iip<;'p < ‘p+1"’

..............

On voit que l'indice de X ou Y est égal au degré du polynéme homo-
gene au second membre. Le terme général d'une telle somme est un produit
contenant alternativement un % suivi d'un y, les indices des x ’et y formant
une suite non-décroissante (attention aux signes < ou <), et I'on commen-
ce par un x pour les sommes X,, par un y pour les sommes Y,. On peut
écrire encore
XE('m) = xl(yl +J’z + ® i, +yu) + x2(y2 _f'“ £aE ‘1"3’”) + e +

+ Zp—1(Pn-1 +yn) + Xy Vn
Yom) =y 4+ 2+ oo+ %) +2(xs + ..o + %) + .0 T
+yn—2(xrs—1 + xn) + Vn—1 Xy
et l'on vérifie la relation Xo(m) + Yy(m) = X (m)Y,(m).

Utilisons la notation X(m)],,y, ... », pour la fonction X(m) dans laguelle
on pose yy =¥, = ... =¥, = 0. On vérifie alors les égalités

Xolm) = mYo(m) + 2Y1(m)ly, + %Y1 (m) ]y, + ... +

+ xu-1Y1(m).|y,y,...y”_' + X, YI(M)iyly'.__y"_l

Yolm) = 3 Xy(m)ls, + 52X30m) lse, + .« + yu_2Xy(m)

+y"-1X"(m)|"""""n—x'

D’une maniére générale on trouve, pour =1, 2, ...
Xy(m) = %Y s-1(m) + xzyh-l(m)ly; s anh—l(”")]r.y. + ...+
(8) + x,,Y;,_,(m)
Ylu(m) == le’l—-l(m)lt‘ == szh—l(m)lz,x, + ... + y,,_th_l(fﬂ)'x Fyoo ol +
+ y"—lxh-'l(m“x,x....x "~

n—-1"

()

lx,z,...x”_'

I}'l}'l- TS A
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en convenant d’écrire X,(m) = Yo(m) = 1. Remarquons encore que l’on
a X,(m) = Y,(m) =0 pour h>2n et Y,,(m) =0, tandis que X,,(m) =
= %1y1x2y2x3 S R xﬂyn‘ . . .

Pour démontrer que les expressions (6) sont des invariants de contrac-
tion, nous procéderons par induction sur le degré. Admettons donc que les
X, (m), Y,(m) sont de tels invariants si 2 < H. Cela signifie que X #(17) 1y,
dépend de %, et %,4: par l'intermédiaire de leur somme %, 4 x4, car les
conditions (5') sont vérifiées. Pour s =1, la propriété est vérifiée. On a
alors

Xys(m)h.s = xlylf—l(m)lys = xzyH—l(m)Iy.ys sl B2 xS—IYH—I(m)IM.---ys_,ys .
+ stH—l(m)lyxy.---ys_lys + %Y u_1(m) lyly----ys_lys +
+ Xs -E-ZYH—I(‘m)I;-,y....ysyﬁl T miw o 5‘:.;Y’1'-I—1('m)I:v,:y....y”_l .

Les termes de la premiére ligne ne contiennent que des x;, ¢ < s, tandis
que Yy_i{m), par 'hypothese d’induction, dépend de x, et x4 par l'in-
termédiaire de x, + %41 Les deux premiers termes de la seconde ligne
donnent

(%, + Zo41)Yir-1(m) | yiae v, 3

ott Yy _1(m)lyy,...y,_y, n¢ dépend que des x;, + > s + 1. Enfin, les termes
suivants sont indépendents de x; et %;4;. Montrons maintenant que Xy(m)l.,,
dépend de y,_; et y, par l'intermédiaire de y,-1 + . On a

Xp(m)l,, = %Y r_a(m),, + 2Yua(m)lye, + oo+ ZecrYua (M) . _pxe +
< x5+1YH—1(?n’)|}’|yl---J’5£5 4 win P xu}'fﬂ—l(nz)IJ’:Y:---J‘"_";;-

Or, Yu_1(m)lyy...ype, = Yr-1(m)|sly,. .5 et, par I'hypothese d'induc-
tion, Yy _i(m)|,, dépend de y,_: et y, par I'intermédiaire de ys—1 + ¥
Les termes de la premiére ligne ci-dessus jouissent de cette proprié-
té, tandis que ceux de la seconde ligne sont indépendents de y,. et y,.
Une démonstration analogue pour Y, (m) en partant de la seconde formule
(8).

THLOREME 1. Le systéme (6) est complet.

Désignons par 7 le mot réduit de m; c’est le mot qui résulte de m
aprés application compléte des contractions triviales. Nous montrerons
que si les valeurs des X,(m), Y,(m) sont connues pour h =1, 2, ..., les
exposants %;, ¥;, ¢ = 1, 2, ... du mot réduit 7 peuvent étre calculés par
des opérations rationnelles.

On a X,(m)=X,(m), Y,(m)=Y,m), h=1,2,...; nous pouvons
donc admettre que m est un mot réduit: m = m. Alors, tous les exposants
de m sont # 0, sauf x, ou ¥, qui peuvent étre nuls. Si m est le mot vide,
on a X,(m) =Y, (m) =0, tous les exposants de m étant nuls. Réciproque-
ment, si X,(m)=Y,m) =0, h=1,2, ..., on a m=1 En effet, en
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x, = 0, contrairement &

tomo#£ 1, on a You_o(M) = 1%, ... . '
?g?;ggg:e. ﬁi:si, pour que m sott le mot vide, il faut el il suffit que X, (m)

=Y,m=0 k=12 ...
Retenons que, si m # 1, on a Yy, 5(m) = 0.
Désignons par , la premiére section finale de m

my = asbnat .. .. @*nhys,

Tous les exposants %s, %, ..., %, ¢étant # 0, on a X,,_3 (m,) # 0. Les
formules (8) permettent d’écrire

Xi(m) = z, + Xy(my),
Xy(m) = 2,Y,(m) + X,y(m,)

.
X, (m)=2,Y ) _1(m)+ X, (m,),

Yi(m) =y, + ¥Yy(m,y)
Yo(m) = 3, [Xy(m) — 2,] + Y, (my)

V)= 3, [ X (m) — 2, Yi_o(m)] Y, (m,)

Désignons par ls(m} = 2n la longueur syllabique de m. Alors on a
Is(m) =2n — 2, donc Xg_y(m,) =0 et
Xow_i1(m) = %,Y3,_o(m), Youi(m) = yi2,9,. .. 1,9,
Youa(m) = 9%y, ... yu_1%,, Xou(m) = xyy1 20, . .. Ko
On en déduit, puisque You_o(m) # 0,
Youoalm) Xy, (m)

X2:r—1(”’) _ in(m)
o= =

== )
Y2"_2(m) Yz"“‘l(m) Y2n—2(’") ‘YZ;I—](m)

1 =

Ensuite

Kan-s(m) = Y 20—4(m) + Xon—s(m,), Xon—g(m,) = XoVo oo X, = _u*_qu_z(m)
M

d’olt, puisque Xan_a(m,) # 0,

Y g _g(m) _ Yon_o(m) [¥Yy, _,(m)]2

2u—g(M) Yy, o(m) — Xou_1 )Yy, (m)

=

X, _glm,) Xy _glm) — Yy, _.m) X

o -
Y.im )n ;Loz;ns}t nﬁ eit y21. Les formules ,(9) permettent alors de calculer X amy) &
Yyl 1]e o ml—ce’qﬁi'éc;ﬁa L::t z'lclxl ou1 peutdreprendre les mém-s caflculs' -
. ; . valeurs de x, ete., 1 1
%;, ¥; étant obtenyes rati ' s, Ce qui démonten moess
tl;éOI"éme. par des opérations rationnelles, ce qut démontre notre
On voit que les valeur,
) s des X, (m), Y.(m
t?aérement, %; et y; devant étre (fes entig:(rs )(
Ci-dessus a une double expression

€ peuvent étre choisies arbj- |

. aussi, la valeur de X, calculée ’:

qui offre une relation entre X, |, X
bt ¥

2n
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Yon—2, You—1 pour ls(m) = 2x). Les invariants sont liés par certaines rela-
tions identiques analogues aux syzygies que I'on rencontre dans la théo-
rie des invariants projectifs, affines, etc. des formes homogeénes.

2. Syzygies, Afin de trouver toutes ces relations entre les invariants
(6), remarquons que les invariants Y, sont indépendents de %, (en écrivant
Y, pour Y,(m), etc.) donc, en tenant compte de (8), (9), on a

d
—Y, =0, £ X, =Y, L4 Y,=Xi0—2Y,,,
%, %y oy
(10 )
37 Xy = %,(Xs_p — %Y 5—3)

qui seront appliquées dans ce qui suit.

Lemme. Uninvariant de contraction indépendent de %, et ¥y, se réduit
a wune constante.

Soit X une solution du systéme (5), indépendente de %, et y;,. On peut
alors poser x; = y; = 0 sans que X change de valeur. La premiére équa-
tion (5) donne

X0, 0, 2, W, «s

Or, X étant une fonction indépendente de ses deux premiéres variables,
le second membre est indépendent de %, ¥a, doncle premier membre aussi.
On peut poser %, = y, = 0 dans la troisidme équation (5), d’ot

X(0,0,0,0, x,, y,, ..

b xmyn) == X(xz: J’z: o 4 ey xm ym O, O)-

L xﬁ’ yn) = ‘X(O' O' xaﬁ ya: sy ynl O: O) —_—
= X(%3, Y3, -+, %, ¥, 0, 0, 0, 0).

Il en résulte que X est indépendente de z,, ¥, et l'on voit que le procédd
peut étre répété, donc finalement X = X(0,0, ...,0,0) = const.

Si X est un polynéme homogéne de degré # > 0, on a donc X = 0.
Conséquence : X élant un invariant de contraction polynowmial, homogéne,
il faut et il suffit, pour que X soit identiquement nul, que

83X _ ax

ox, ay,

La condition est évidemment nécessaire. Or, si elle est vérifide, X est

indépendent de x, et y,, done X = 0. _ ' _
Considérons maintenant une relation identique entre les invariants (6)

FlEy Vo B vy K, Vsl o= 10,

Le premier membre étant un invariant de contraction, il faut el il
suffit, pour que la relation existe, que

2 — Mathematica 1/1975 — Tome 17 (40)
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On trouve alors les conditions

LNk R RN b, NPy |
-a;l + 0X, 1t X, : aa);zn 5
LA IR L A ~2,(Xy — %) + 2 (X, — 2,Yy) +
-a?;+3.;,x1+3yz( 1 1)"‘3,3 Xy 1 v, ¢ 1
oF —
+ ... + 3?:;,, x1(X2n—2 = x1Y2n—3) - oo (X2n-—l == x1Y2u—2’) = 0.
La variable x, étant indépendente de X, Y, ..., Xz. Y32, si la lon-

gueur de m reste arbitraire, la seconde équation se décompose en trois autres,
et 'on a le systéme

Ly + EY, 4 o+ Ve =0

80X, 8xX, ax, X,y
oF
aF+:7FX1+a—aYEX2+---+aY Xoy—1=0
aY,_ 2 a 2n
(1) ! " _
A AT i PR, i, S
X, oY, + Pr i 0%, &Y
OF | OF F OF v
—_— Y —_— Y + v e + 2n-3
oX, * T + ox, ° Exy,

En complétant ce systéme & l'aide des parenthéses de Poisson, on ob-
tient encore
oF

oF oF dF X =0
R — X — X + s + 2n-3
Y, + gy, * + oy, * 3Y,, .
OF oF -a—FX ---a—F—Y cee oF Xopy—4 — Yoma=0
mwm T Tt T e T
o o m W s e W mw .F . § oA ow b e -
OF +£X1+ 2 Xo+ ...+ - Xow—2¢41 =0
Y g Yy Y g1 Z) 4 - -
F - 2 _
i == = . X1 — Yl F oot }lZn—Zq“aY Y’-’"—2-1_"0
0X g Yy  O0Xyg4, Y501 X,y 0
: F oF .
e + o Y, + ‘? Hyt st . You2p-1=0
(11') 0Xyn X syt X yq4a Xy
oF i oF Xl L d X, + X, =0
Y3y 2) SN Y 3p—1 Y 4n - -
oF —
oF  &F L oF X, — Y, + Xﬁ—ax Y,=0
ain-z ayzn—i ain-l. ayzn-l ayin 2n
oF + oF Y,_ =)
Wi | B2y
doF dF
fr——y &=
Wipy Y,
oF __9F 0

0X,, 3Y,,
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La derniére équation montre que X,, et Y,, figurent dans F par leur

somme %, = X,, + Y,,. L'intégration des avant-derniéres équations (11’)
conduit au changement de variable v, = Uy — X3 Yon_1 — Y, Xsuy, puis,
en remontant dans (11’), au changement %, _; = X,, , + Yon—2, vy =0, +
+X You—2+ Y, X5,_2 et d’une maniére geénérale v, = X5, + Yy, — X, V5, _; —
— Y1 Xoy + XYoo+ Y, X0, o— ... + (—1)" X, Y, et 'on a F = (v,
Uy ..., ), O étant une fonction arbitraire.

On a donc les seules syzygies existant entre les invariants (6)

(12) Xy + Yoo — Xi¥oyo1 — VaXagos + ..o + (—1F[X,Yopos + Y, Xop_i]
+ e+ (-1 X, Y, =0

avec ¢=1,2, ..., 2n. L'identité (12) s’écrit encore
‘Xl .X2 Xs LY sz_[ sz Y]. Ya Ys DRI Yzh_l Y2h
1 Y1 Yz g ng_g sz—] 1 X]_ XB PR sz_z Xz_y_l

0 1 X, ... XpssXn2[=Ym |0 1 Yy s Yopu Yo u|=Xg

0 0 0 ... 1 Y, 0 00 ... 1 X
Pour ¢ = 2% on retrouve Y,, = 0, et pourg=2n—1 on a X,, ,¥Y, +
+ You_2 Xow — Xoyo1 You1 = 0 et, comme Y, = 0, on retrouve la rela-

tion Xo, 1fYap_p = X2,/Y2,—1, obtenue précédemment en calculant %5
Pour g > 2, tous les termes de (12) sont nuls. On a donc le

THEORBME I Afin que X, Y, ..., Xy, Y, représentent les valeurs des
tnvariants de contraction d'um mot de longueur syllabigue 2u, il faut el il
suffit que ces valeurs vérifient les relations (12), pour g = 1,2, ..., 2n.

D'ailleurs, la relation (12) peut étre vérifice directement en caleulant
d[dx, et 9/dy, pour le premier membre de (12) 4 l'aide des formules (10)
et en constatant que ces dérivées sont nulles identiquement.

Ce théoréme permet de ramener la résolution d'une équation (ou
d’'un systéme d’équations) dans le groupe libre F 4 un systéme algébrique
diophantien. Une telle équation s'écrit

AlELAz‘Ez Ak Ek =1

oi les A; sont des mots donnés et les €; sont des mots inconnus, 1
représentant le mot vide. Or, cette équation est équivalente A

Xuld Badoy ... AE) =0, Y (A:E A%y ... AE) =0, h=1,2 ...

Nous verrons que les invariants d’un produit de mots s’expriment
sous forme rationnelle entiére A l'aide des invariants des facteurs. On
obtiendra donc toujours un systéme d’équations algébriques pour les inva-
riants des inconnues &;, qui donnera toutes les solutions, si elles existent.
Voici un exemple :

# et v étant des mots dans F, montrons que #vu = v entraine # = 1.
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On a
X, (uvn) = 2X, (1) + Xalv) = X,(v),
done X,(n) = Yi(u) = 0. On vérifie facilement, en appliqu
<M

v
X(uwwn) = 2Xs(w) + Xslo) + X ()Y, () + Xa@)Ya(#) + X, ()Y, () =

_ 2X,(n) + Xalv) = Xafv), done X,(u) = 0.

[=1 o ) n

i i dmettant que tous
par induction en adil q F fo) 90X (1) + ¥ ] A e les

S e X
sont nuls et en remarquant qu ) ;  mam
ints de suspension indiquant des termes qui sont des produits d’iny ariants

de u et v de degrés <1, chaque produit contenant au moins un inva-
riant de u, termes qui sout nuls conformément a I'hypothese d mdulctloné
Il en résulte X, (1) = Y,(u) = 0 n=1,2 ... doncu= 1 conformémen

au théoréeme I. . ] ) )

3. Seconde méthode de détermination des syzygies. Unc autre 'mcm(l)-
de, moins laborieuse, pour la détermination des syzygies, est appliquable
aussi au cas d’un groupe F de rang > 2. Elle est basée sur le

Lemme 2. Un invariant de contraction j)olynomial, homog cne, qii

se comporie additivement par rapport a la mulliplication des mols, douc

X(wy) = X(u) + X0, Vv e F
se réduit @ aX, + BY,, o « ¢ B sont des constanies numé
arbitraires.
En effet, si m =a%b" ..
X(m) = X(@) + X(07) + - -

Or, X étant un polynéme homogéne par rapport aux exposants de
m, on a X(a=) = «,x}, k entier positif, donc

X(m) = a4 Bt b ... +ort + Bb o Famt B.Yn-

Mzis, pour y; =0, X(m) dépend de x; ct x4, par oc,-xf—‘—{— i i 4
et cette expression est une fonction de x; 4 Xiy; pour k=1ct o; = i1
seulement. Proposons nous de retrouver (12) pour ¢ = 2.

Considérons alors les égalités (faciles a établir)

Xfe) = Xl + KoY + el Xolo) + X0 Ya) + X
Yilaw) = Yy(p) + Ya(@)Xalv) + Ya(@)Valv) + V() Xs() + Yilv)
Xy ()Y o(pv) = Xy (0)Y50) 4 Ya(w) X1 (v) + X (w)Yo()Yo(v) +

+ Xa(#)Ya(p) Xolv) + X(w)Ya(v) 4 Yalw) Xi()Yolv) +
+ Y (@) X1 () Xo(v) + X, (v)Y4(v)

Y, (uwon) = oY, (u) + Y1(0) = Y,(v),
ant (6)

riques culiércs,

. ambrm, la relation de I’énoncé entraine

X(a-"n) + X(bl'u)_

Dt
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¥ () Xo(y) = Ya(w)Xo() + Xa(@Vs() + Yalw) Xo(@)Xab) +
+ Vi) Xy (@)Y 0) + Vi) Xa0) + Xo(w X ()Y20) +
+ Xu()Y2 () Ya(0) + Yi(3) Xa(v)
Xoun)Y () = Xalw)Vale) + Xel@) Vo) Xa(0) + Xalw)Val) +
F X (W)Y (@Y0) + XYW X0)Y50) + Xa@)Va()Ya0) +
1Y (@) X0) + Vi@ Xa()Xal) + Xo()Y o).

En changeant de signe les 3me et 4me équations, puis en ajoutant,
on obtient .

Xo(wv) + Ya(uy) — Xa(wv)Vo(p) — Yiluwv) Xo(wv) + Xo(w)Ye(wv) =
= X () + Yi(p) — X2(w)Ya(p) — Vi) Xo(w) + Xo(w)Valp) +
F X, () + Vi) — Xa()Ya(v) — Vi) Xy(v) + Xa(v)Ya(v)

les termes restants se réduisant par application de X, + ¥, = XY, En
posant

E(m) = Xm) + Yym) — X, (m)Yg(m) — Y (m)Xg(m) + Xa(m)Yo(m)
on obtient
E(w) = E(w) + E(v),

ce qui entraine K(m) = aX,(m) + BY (m). Mais, E étant homogene de
degré 4, il en résulte @ = B = 0, donc E(in) = 0, ce qui redonne la syzygie
de degré 4. On voit que, par cette méthode, les syzygies seront obtenues
récursivement, en employant dans le cas des invariants de degré n les
syzygics de degré <u. D’'une maniére générale, pour obtenir une syzygie
de degré u, on Cerira tous les invariants de degré » appliqués au produit
wy, avec leurs développements suivant les invariants de p et v, puis, en
multipliant chaque équation avec une constante indéterminde et en ajou-
tant, on déterminera ces constantes de maniére a réduire les termes qui
dépendent 2 la fois de p ct v. Si le systéme linéaire ainsi obtenu posséde
une solution, on obticndra un invariant additif, qui est nul suivant le
lemme 2. Ce procédé évite l'emploi des systemes différentiels jaco-
biens, qui se compliquent encore dans le cas d’'un groupe F de rang
k> 2. ;

4. Invariants d’un produit de mots. Considerons deux mots m, et
m, formés avec les mémes générateurs a, b. On trouve facilement 1'ex-
pression de X,(mm,) et Y, (mym,) en fonction des invariants de m, et

de m,. En tenant compte de la définition de X,, chaque terme de X J(mams)
est un produit alterné d’exposants x; et y; choisis dans la suite des expo-
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sants de mym,, en commengant avec un x; et en continuant de gauche
vers la droite. On a donc

Xop(mym,) = Xop(m,) + Xop_1(m)Y,(my) + Kopo(m) Xo(m,) + ... +
+ Xop_ogi1 (1) Yog_1(ms) + Xopog (1) Xoy(my) + ... + Xop(m,)
Yop(maims) = Yop(my) + Yop_1(my) Xy (my) + Yop_a(m)Yy(my) + . ..
+ Yopongs1(mm) Xog_1(m;) + Yop_ag(my)Yog(ms) + ... + Yap(my)

(13) Xapyr(mymy) = (Xopt1(my) + Xop(my) X (ms) + Xop1(m))Y y(m,) + ... +
+ X2ﬁ-—2q+l(ml)y2q(mz) + Xopo2g(1m1) Xogya(ms) + ... + Xopt1(my)
Yopia(mymy) = Yopyi(my) + Yop(m)Y1(mg) 4+ Yopos(my) Xo(ms) + ... +
+ Yop_ogq1 (my) Xop(my) + Yopog(m1)Yopi1(mmy) + ... + Yopy1(m,).

Posons m; = m, m, = m-1. On a
X(mm=1) = X,(1) = 0, Y,(mm=1) =Y, (1) =0, h> 0.
On voit directement que X,(m-1) = —Xy(m), Y (m=1) = —Y,(m). Donc
Xo(m) + X, (m)Y (m=1) + X,(m~1) = 0, Yom) 4+ Y (m)X (m-1) +
+ Yym1) =0
Xo(m=1) = Xy(m)Y(m) — Xy(m) = Y,(m), (syzygic), Ya(m-1) =
= X,(m).
Xg(m) — Xo(m)X,(m) + X (m)Yy(m=1) + Xy(m=1) = 0,
Xy(m=1t) = —X,y(m).
D’une maniére générale on trouve
(14) Xopi1(m=1) = —Xopi1(m), Yopri(m=1) = —Y,p, (),
Kop(m=1) = Yyp(m), Yop(m=1) = Xop(m).
Les formules (13) peuvent étre présentées sous la [orme
Kalmmd =32 |3y, S
Yz;.:(m;mz) =2 ._52:57:1(1,)7;1))(2;% ;((::2))

i+7=p

(
)

i

(15)
Xoig (my), X21'+1 (1)
—Xai(my), Yoj(m,)
Yoig1 (my), Yajpr (my)

sz+1(m1m2) == E —Yzi(ml)r ng('”l'e)

f+i=p

Xapia(mymy) = E ’

itj=p

Oy L TS

Sis-S) gt X RO
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Remarquons que dans (13) ou (15), chaque seconde formule résulte
de la premiere en permutant les majuscules X et Y. En partant de ces
formules, on déduit par récurrence des formules qui donnent les inva-
riants d'un produit de plusieurs mots. On trouve ainsi, #, v, w étant
des mots quelconques

—-Xzi(u).
Xoirr1(n), Xoj(v),
0, Yor_ 1(20), —sz(w

)

—Xoip1(4), Xoja(v),  Xai(v)

Xopy1(uvw) =¢'+'+Zk=ﬁ ng(u), Yoi(v), Yz,-_l(v) .
’ 0, XZk--l(w); _YZk(w)

Les formules analogues pour Yy, (wvw) et Y, i(uvw) résultent des
précédentes en permutant X et Y. On peut donner des formules générales
pour les invariants d'un produit de » mots, & I'aide de déterminants
d’ordre #, mais leur emploi est malaisé; pour le calcul effectif, il est donc
préferable d’utiliser les formules de récurrence. »

5. Remarque sur le probléme du mot (Wordproblem). Désignons par
Ry, R, ..., R, des mots quelconques du groupe libre F = |a, b:| et par
G=1la, b: Ry, Ry, ..., Ry le groupe aux relations R, =1, i =1, 2, ...
..., ¢. On sait que, m d¢tant un mot formé avec a et b, m représente
I'édlément unité du groupe G si et sculement si I'on a

Yoir(v),  Yg(v)

Xop(uvw) = Xair1(v) |,

i+jTh=p

(16)

-1 -1 =1 ;
(17)  m=wu; Rijwuus Riuy...u;' Ritu, ¢, = +1,1<34, <gq,
h=1,2 ..., n

pour un choix convenable de #, des mots u, = F, des g, et des 1.
Or, (17) est une équation dans le groupe libre F, les données étant :
m, Ry, Ry, ..., R, On s’attend donc & un aspect du probléme faisant
intervenir les invariants de contraction, comme nous l’avons indiqué pré-
cédemment. Sans nous arréter ici sur ces questions, indiquons que Il'on
est ainsi conduit 4 un systéme diophantien de degré supérieur par rapport
aux invariants des inconnues u,.

6. Invariants de conjugaison. Cherchons maintenant les invariants de
contraction X(m) qui ne changent pas de valeur quand on remplace m
par un quelconque de ses conjugués

(18) X(m) = X(u='mu), Yu  F.
Il faut et il suffit, pour que (18) ait lieu, que
(19) X(a<ma’) = X(m), X@b*mb¥)=2ZX@m), Vs te2Z.

On voit immédiatement que X, et Y, vérifient (18) ; ce sont les
plus simples invariants de conjugaison. Afin d’obtenir tous les autres,
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remarquons que l'on a, en posant m’ = g-s ma®, m'’
pliquant les formules de multiplication des mots

Xy =X,m) = Xy(m) — sY;(m)
y: =

=b='m¥, et en ap-

Y. (m = Yu(m) + sY,(m) Vs € Z
Xy =Xgm') = Xq(m) + [Xao(m)— YVo(m)]s — s2Y, (m)
Y3 =Yy(m') = Yy(m)

X3 Xog(m') = Xoy(m) — sY5,_(m)
Yo, =Yyum') = Yy(m) + SY 99—1(m)
Xéq+1 = qu.*.](?ﬂ’) = X2q+1(?1’l) + [qu('ﬂi) e }.,2,7(771) ]S — 32Y2,1_](Hl)

!

Yioer1 = Yopua(m') = Yyyu4(m)

9
I

(20) . Ty
X; =X,m") = Xy(m) 4 ¢X,(1m) YieZ
2 =Yym") =Y,m) — tX,(m)
Xy =Xym") = Xy(m)

Ya(m) — [Xy(m) — Yy(m) )t — 12X, (m)

Xz = Xo(m") = X,(m) + tX o5 _1(m)
= You(m) — tXp_1(m)
X2gr1= Xag11(m") = Xy 41(m)
qu.}.] = Yzq+1(77'l’,) = Y2q+1(72‘l) — [Xg,l()‘}l) — Y’gq(‘i}l) ]/ — t'-’Xg.,_l(m)

Soit F(X,, Y,,
un polynéme. On a

FX, ¥y,

vy Xy, Yo,) un invariant de conjugaison, F étant

sy N Yo =FX, Y5, .00 Kb Vo) ==
== Bl X1, vuny Hbu Y5
Ces relations doivent étre vérifides pour s, € Z; mais, I° ¢tant un

polynéme, elles auront lieu aussi pour s,/ € R. En dérivant par rapport
a4 s et i puis en posant s ={¢ = (0, on trouve

8F  oF or 8F  &F
ol 0 e s 0E Y[———— )—
’ (ax, oY, (Xe 2) X, T ¥ ax, ov,
oF oF oF
—(X,—Y . b — =
( 4 4) ox, + + 2n—1 {ain BYE,,) 0
OF  OF 2K BF  F
X—_-__)—X—Y_ 1 - )—
. (ax, Y, (Xs 2) 3y, T 3‘3X¢ av,

oF oF oF
— (X, —-Y,) = o — = 0.
(X—Y) 2t + X l(aXm aYm) 0
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En complétant ce systéme a l'aide des parenthéses de Poisson, on
y ajoute .

oF JF oF éF oF
Xy— —¥j— X, — ¥V, = . KXan_ —
1%, 1oy, o x, v, + + X2u_s

s
.
-

Yo o) — e T - )

TH V) Ve (-2 0
o o) — K O 2 -

21)

i a;?:_, = ¥ axif_a + X a)f::_, — Y aya:_l =8
Y‘(a,j::_a - aj:_,) %y aj:_, + Y“Iaii,, - aiin) =P
o (a.j:_, - aj:_,) =k =7 ax'a:_, +X (aif:,, - aayi, =l

v ( ar ar |
l '
Xy OV,

_L'a dernicre ¢quation montre que I dépend de X,, et Y, par linter-
médiaire de u, = X,, 4 Y,,, ct I'intégration successive des équations en
partant de la derniére conduit A la solution générale

F(Xu Yu -Xz “‘ Y-z. -’Ya + Y,,, wor e X'm ‘f‘ YZn):

dont les solutions fondamentales sont Xo Yy, Xoi 4+ Yo, i=12 ..., n

Ce sont la les seuls invariants (polynomiaux) de conjugaison, indépendents,
que nous désignerons par

€i(m) = Xos(m) + Yoi(m), i=1,2 .. . M.

On doit y ajouter X,(m) et Y (m).

Pendant l'intégration du systéme (21), (21') on rencontre aussi les
SOIL.ltl.OHS Vg .="- X1Y2i-—l + }IIXQ,'..], = X2Y2|‘_2 = YrQXg;_g-,— o + (—1)'X,Y'
?ilg;s on doit remarquer que l'on a v; = X»; + Y, en vertu des syzygies

La suite X,(m), Y,(m), @,(m) n’est pas complete ; elle ne détermine
pas m a4 un automorphisme intérieur de F pres. En effet, considérons

m = ax b a* byl, m' = a* b)"l a* bn,
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26 ’ . , . _ ,

e Xyw) = Xalw), Yalm) = Xalm) Sdm) = &),

On constate 'qlm ot m’ ne sont pas conjugues, Y1 # Ys, aucune
i=12 . Mais n' ne donnant 2.

permutation circulaire de 1'te complete d’invariants de conjugaison, noys

tatior 1 i : e :
Afin dobt_em; duel;eepreSSious de nature arithmetique ; COntralr(‘:rne.}nt
devrons recourtt Joyés précédemment, 10U renon(;(;rogs . lat Festriction
b P u =
1K Rrocedes e I]> nomes par rappOTt aux exposan mot 7 ; nous
S utiliser des poly ions qui ont un sens seulement lorsque

v 4 i des expressl : p 2
allons considérer atusgel:sdeutierg Les nouveaux invariants seront formdés 3

ces exposants son {thmétiques glémentaires portant sur les invariants

G i arl p < s g : s
I'aide (tie fg};;ttglllls mot m, en exploitant ainsi les propriétés arithmétiques
de contracti h

de C%'qi;uolifpar (p, q) le plus grand commun diviseur des entiers P
ésig ,

et g, et par R(afb) le reste positif de la division de a par b.
En appliquant (20) on voit que
), Yabn)) = (Kam'), Yalm”) = (Xy(m), Yy(m))
(Xy(m'), Xy(m), Y (') = (Xo(m"), X,(m"), Yi(m'))=(Xy(m), X,(m), Y (m)).
En posant d,(m) = (X,(m), Y,(m)), on a les invariants de conjugaison

(22)  (Xaom), dy(m)), ro(m) = R(Xo(m)[dy(m), 72(m) = R(Y(m)[d,(m))
(Xa(m) — Yom), 2d,(m)), ra(m) = R(Xy(m) — Yo(m){2d,(m))

On voit que

(Vo(m), dy(m)) = (Xy(m)Yy(m) — Xo(m), dym)) = (Xo(m), di(m)) = dy(im)

le plus grand commun diviseur jouissant de la propriété

(23) ((ll, gy« ooy ﬂ") = (a'l + 7‘%“2 + 7\:1;”'3 + & i + )‘iaun s +
+ Mag +...+ Aa,, adda, +.. .+ Na, ..., 4,01+
g )‘;:_l ay,, (l")

< i 3 _— " ]
ot les X sont des entiers arbitraires. Ensuite

(Xy(m'), Xo(m) — Y o(m),Y,(m)) = (Xa(m"), Xy(m) — Yy(m),Y (m)=
. = (Xy(m), Xy(m)=Y,(m), Y. (m)).
iy

Xz(m”’) = Yo(m') = Xy(m) — Yy(m) — 2sY,(m)
Xolm'') — Yy(m") = Xolm) — Yy(m) + 26X, (m)
d'otr les invariants de conjugaison
(24)  dyim) = (Xo(m) — Yy(m), 2X
2 almm), 1), Yi(m)), dym) = (X,(m) —
— Yy(m), X,(m), 2Y1(m))(m) il ) = (sl
(Xs(m), dy(m)), (Yy(m), dy(m)), »

73(m) = R{Y y(m) ds(m)) o) = R(Xy(m)|ds(m))
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En général, en tenant compte de (20), on trouve les invariants
dag(mt) = (Xog(m) — Yog(m), 2Xo_1(m), Yoq_1(m), diy—a(m))
dyg(m) = (Xog(m) — Yoo(m), Xoy_1(m), 2Y o, _1(m), dyy_s(m))

dog(m) = (Xog(m), dag_1(m)), (Xogsr(m), dso(m)), (Yogs1(m), dsg(m))
(25)  ragi1(m) = R(Xogq1(m)]dz(m)}, 7ig41(m) = R(Y2q41(m)[dz,(m))

dag+1(m) = (Xogr1(m), Yagia(m), Xog(m) — Yoo(m), dogi(m))

(Xog(m), dog—1(m)), (Yoq(m), dag1(m)), (Xog(m) — Yoq(m), 2dzg_1(m))

Vag(m) = R(Xyy(m)[dog_1(m)), 730(m) = R(Y () [d2g—1(m)),
Fag(m) = R(Xoglm) — Yoglom)[2dzg1(m)).

Ces invariants ont un sens si d,(m) est déterminé, donc si X,(m)
et Y,(m) ne sont pas nuls tous les deux. Si X,(m) = Y (m) =0 (nous
dirons alors que m est un mot ,équilibré”’) X,(m) et Y,(m) sont des
invariants de conjugaison, & partir desquels on peut construire comme
précédemment unde suite d’autres invariants. De méme, si X,(m) et Y ,(m)
sont nuls aussi (m équilibré du 27 ordre) X;(m) et Y,(m) sont des invari-

ants de conjugaison, etc. Le probleme de la complétitude du systéme ne
sera pas abordé ici.

7. Cas d’un groupe libre de rang 3. Nous désignerons les généra-
teurs par a, b, ¢. Un mot de I’ s’écrit

mo= anhbhichanhbyich .. atmbyncm,

Un invariant de contraction I(x,, ¥y, 21, %o Yo Za, «vvs %y Vur 24)
devra satisfairec au systéeme
Has 0 0, 2 P B svin B By 8 ==
= I(%; 4+ %5, Yo, 22, +-s %y Yoo %, 0, 0, 0)
](.‘\51, Yo O: Or Noy 23 o0y xul yu-' zn) =
= 1% 31 4 Yoo 2 <+ s Ty Sy 2 0, 0, 0)
{5, oy, 2y, O D 8, onns @ 9 B) =
= I{% Yo &1+ 2o oo By Yo 2 0, 0, 0

~

(27)
I{%y Yy 2 %es Yoo Bop oo Baer, O, 0, 2, 32, )=
= I(%, yu 210 -+ s ¥ne1+ %0 Yo %0 0, 0, 0)
I(%, %1, 21, %20 Y20 %80 ooy Zuety Yu-1, 0,0, 3, 2,) =
= I(%, Y1, 21, «-es Zncts Yn=1 + Y 2, 0, 0, 0)
I#y Yoo B B Vv By 5500 Bty Voosks Sty O3 G, 2,) =
= I(% Pie Bix «vor Epis Pomts Zn=i + 2, O O, 0).
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Nous adoptons ici une nouvelle notation pour les invariants de con-
traction, qui sont les suivants

Xom) = 20 % YY) =3y, zZm= 3z

1<isn I<ign I<ign
XY(m) = > XV YX(m)= > Yi%j, ZX(m) = ) Z;X;
1gisi<sn I<ig<jgn 1gsi<jgn
Xzm) = >, xa  YZi) = 3 ya  2¥(m) = X sy,
1<isjgn Igisign l<i<jsn

XYX(m) = 2 X%,

Isigj<k<n

YZX(m) = ViZi%,,

ISigj<hign

ZY X(m) = E 2;9i%,

Isi<j<ksgn

YZV(m) = D5 yzm,
ISisj<kgn

AYXY () = 3 xym,

Isigj<isisn

ZYXY () =

XYZ(m) = E XY,

I1<i<j<ksn

ZYZ(m) = E 2,2,

1<si<jsksgn

XZXY(m) = X,2;%, V),

Isigj<ksgign

) ZiYi%e M
Isi<j<kslsn

. - - . - - .

Eun général, & chaque succession des majuscules '\ Y, Z, avec répéti-
tion, mais sans que deux majuscules successives soicnt égales, il correspond
le symbole d'un invariant de contraction dans le groupe libre [ =
= ia, b, ¢:l. Avec la notation (28) de ces invariants, on voit que le
nombre des majuscules X, Y, Z au premier membre est ¢gal au degré
de I'invariant. L’ordre de succession de ces majuscules au premier membre
precise lordre de succession des letters x, y, z dans chaque produit au
second membre, lettres que l'on choisit dans la suite X1, Y1, 21, Koy Vo,
Sy -0 %, Ve, 2, €0 allant de gauche vers la droite, et de toutes les maniéres
passibles pour chaque somime. _ ) .
© Om veit que si le nombre des majuscules X, Y, Z dans un tel inva-

i se 1s(m) = 3n, l'invariant en question est nul, m pouvant étre
comme un mot de longueur syllabique > 3u dont les derniers
s sont nuls. _ ‘ 7
Avent d'é¢tablir la propriété d’invariance des expressions (28) par
FALLOTT aux contractions triviales de m, remarquons que ces expressions
‘nze nous appellerons | invariants” par anticipation) admettent des for-
mules de m‘u'Zt,k,Iication des mots. Par ex. on a

i Zlmmy) = XY Z(my) + XY (m)Z(my) + X(m)YZ(my) + XYZ(m,)
LA Z X mgmy) = ZYZX(my) + ZYZ(my) X (mg) + ZY (m))ZX (my) +
4 Z(m)YZX (my) + ZYZ X (1)

\
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Une formule analogue a lieu pour chaque arrangement (avec répétition)
des majuscules X, Y, Z, avec la restriction déja mentionnée (YZXX ou
XZZY ne donnent pas des invariants).

Pour établir I'invariance des expressions (28), désignons une telle
expression par le symbole 4,4, ... Ay(m), ol chaque A; représente
I'une des lettres X, Y ou 7 ot A; # Aigy pour 1 =1, 2, sy == 1,
Dans I'expression (26) de », mettons en évidence les syllabes correspondant
aux exposants x; est x4, de maniére que m s'écrit alors

m=p-avicia .y =y . w .y avee o = gBlichiatin,
On peut écrire, en tenant compte des formules des multiplication,
Afw) + 4,4, ... dyfe) +
+ Ay o A dyle) + 4, ... Ap—a(p) A p-14 4(00) +
+ .o+ 4, Ap-s(w)Ar-sdi_sAr_2ds_14,(0) +
Tty dg(e)dg L Ayy) + 4, .. Ag(w)dy ... Ayv)
T+ Ay(@)dy L. Ay),

¢tn remarquant que les ,,invariants” de o de degré > 5 sont nuls.

Or, les ,invariants” de v, et v, ne dépendent ni de %, ni de x;,4»
€es exposauts ne fligurant que dans w. Si 'on pose y, = z; =0, les ,,inva-
riants” de o sont tous nuls, sauf si A,=X ou 4, = X ou A4, =4, = X.
Dans ce cas, on a A,,(m;y,,:‘_) = x; + x;, ou Al(w)],,‘,,’,) =%, 4+ %41, ou
les deux égalités. 11 reste donc

Adydy ... Aym) = 4,4,

Ay i Ap(mlyz) = A, oo Ay(uv) + e, + xip)Ad, ...
+ e + xi)d, ... Ayv),

les € pouvant prendre la valeur 0 ou 1. Or, le second membre coincide
dans tous les cas avee Ay A4, ... A (pa Fin v), ce qui montre le caractére
invariant (sans guillemets) de 4,4, Ay(m), pour y; =z, =0. Une
demonstration analogue vaut pour z; = x;., =0 ou x; =y, = 0. Bien
des propriétés déjA rencontrées dans le cas des groupes libres de rang 2
se retrouvent ici (et méme dans le cas de k générateurs). Ainsi, on montre
par les procédds déja indiqués que si un invariant de contraction
F(xy, v, 2, ..., x, Yw %), solution du systéme (27), est indépendent
de %, v,, 2,1l est identiquement nul (en admettant que F est un polyndme
homogene). Mais un invariant de la suite (28) dont le symbole commence

par Y est indépendent de %, et si le symbole commence par Z l'invariant
est indépendent de x, et y,.

Pour montrer que les invariants (28) forment un systéme complet,
Temarquons que si m = m = 1, le dernier invariant non-nul de m est

Ar-a(w) +
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?

¢gal au produit de tous ses exposants non-nuls. Admettons que s étend
D\

sur n tranches

m = a-ﬁb?zcslaxxb)’:ch —_— aﬁlb)’ﬁc‘ﬁ.

Certains de ces exposants peuvent étre nuls, mais chaque tra‘nche
doit contenir au moins une syllabe 3 exposant non-nul. Le mot etAant
supposé réduit, les exposants de' deux syllabes voisines ne peuvent é&tra
nuls, sauf zy, 3, ou y,, 2, Dé51g110115_ par £ le nombre des exposants
nonnuls de m et considérons les invariants A4, ... Ay(m) de degré g,
du systéme (28). Si % # 0, prenons, 4, = X, les majuscules suivanteg
4, ..., correspondant successivement auX exposants non-nuls de m, en
Ce sens que si y; # 0 on prendra Ay =Y,siy, =0 donc zy # 0, on pren-
dra 4, =2, ete. Pour % #0, 31 #0, 2z, £0, XY ZA; e Aylm) =
Tz ... est égal au produit des €xposants non-nuls de m, puis V.2 A, ..

s dym) =z o2 0 et ZAg oo Aym) =2, ... # 0. On a done
%y = XYZ4, . Ayon) , gy = Y244 Aym) 7y = 24 Aym)
YZA, .. dy(m) ZAy .. Aym) Ay Ay(m)
les exposants de la premiére tranche étant ajinsi calculés,
Si %, = 0, on reconnaitra ce cas par X4, ... A (m) = 0. On calcule

alors y, et z, comme précédemment si z2y #0. Si 2z, =0, done n #0,
on a
YA, . Aym)

1= Ay Am)

Ainsi, les exposants de Ia premiére tranche peuvent étre calculds par
des opérations rationnelles. En désignant par s, Ia premiére section finale
de m

My = a%bheh || grnpyncn
on a des formules analogues 3 (9)

X(m) = x, + X(m,), Y(m) =y, + Y(m,),
XY (m) = %Y (m) + XY (m,y), YX(m) =y, X (m) + Y X (m,),
XZ(m) = 0 Z(m) + XZ(my), YZ(m) = 9,2 (m) + YZ(m,),
XY X(m) = %Y X (m) + XYX(mI)_, YZX(m) = NeX(m) + YZX(m,),
XYZ(m) = 1 YX(m) + XYZ(m,), YZY(m) = NELY (m) YZY (m,),
(29) Z(m) = 2, + Z(my)
) =2zX (1m1) + ZX(m,)
) = zY (m,)+ ZY (m,)
ZY X (m) = 2 Y X (m,) + ZY X(m,)
) = 2,YZ(m,) + ZYZ(m,)
formules qui permettent de calculer les invariants de my et de déterminer
X2, Y2 23 COmme auparavant, etc,

R e i
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La complétitude dy systéme (28) etant etablie (et le procedé est
applicable sans modification dans le cas ol F est un groupe libre de
rang >3) on arrive ay probléeme des syzygies. Leur détermination peut
€tre ramenée encore 3 un systéme jacobien d’équations linéaires aux
dérivées partielles diy Ter ordre, mais les calculs se compliquent en consé-

diqué précédemment [3], nous nous contentons
d'indiquer ici quelques syzygies qui interviennent dans la suite. On a,

XYZ —-ZYX = X . y7 —Z - YX; Xyzy +YZVX =X . YZY
+Y-2YX —vx .zy

le point entre deux symboles signifiant 1a multi

correspondents. D'une maniére générale

/11/12 o o /lzk_,_l(ﬂl) = A2ix+l-42k i

.. Al et AIAa “ e A2k+A2kA2k_] e AI

s'expriment sous [orme rationnelle entiére 3

l'aide des invariants de degré
inféricur 3 24 + 1, resp. 2k Signalonus aussj

XYZXYZ + 2YXZ7VX — X «YEXVZ 4 7 . YXZYX — vx - ZXYT —
—YZ . X2vX 4+ 7vx . XYz |
et en géndral
Aydy LoD A, (Dt s ...
+(—~l)"Ak "Ag oL A4, — A4, - A, ..

A4 14:]/{,2141 “ Ay ..

Av=d, 4, ... 4, 4+
e Ak - (""I)kAk—lAk * Ak_z il .
A+ (“l)kflkhzf'fk—lflk cAp 3. ., Ay —

Pour vérifier ces formules, il suffit de vérifier I'égalité des dérivées
¢léx,, dlady,, d(dz, des deux membres de chaque formule, car, ces iden-
tités ¢étant algébriques, clles scront vérifides pour toutes leg valeurs des
¢xposants si clles le sont pour les valeurs entigres de ceux-ci. Up autre

genre de syzygies transforme la sompme des permutations circulaires dy
symbole d’'up lnvariant. Ainsj

XYZ—{-YZX—{»ZXY:X-YZ—{—Y-ZX+Z-XY X.Y.z

et nous verrons que les deux membres sont aussi des invariants de con-
Jugaison, de meéme que A4, ... Ay + A, ... A4y + ...
<o Ay, avec 4, # A, A # Aipy, 1= L2 ..., 56— I

m = a~ma’, '’ — b='mbt, m' — e mct, s, f, uw e 7z
une fonction F des invariants de contraction sera y
Baison si elle reste inchangée quand on remplace
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Il est évident que X (m),v Y(m), Z(m) sont de tels invariants. On a ensuite,

en écrivant toujours XY pour XY(m), etc.,
XY(m') = XY — sY, XY(m'l") = XY 41X
it LA A
YX(m') =YX 4 §Y, Y ((m = — X,

m) =2Y, ZY(m::) =7ZY + iz,
Xlg}lé((m’g = XYX + s(XY-YX) — 5%, XYX(m”) = XYX,
XYZ(m') = XYZ — sYZ, XY Zm"™) = XY Z,
XY (m"") = XY
XZ(im'"") = XZ 4+ uX
YX(m'"') =YX
YZim'"') =YZ + uY
ZXm'"') =ZX —uX
ZY(m'"') =ZY — uY
XYX(m'"') = XYX
XYZ(m"') = XYZ + uXY
D’une maniére générale, 4,4, ... 4, étantle symbole d'un invariant
de contraction, avec 4, # A, (en plusde 4; # Aiy, 1 = 1,2, ..., k — 1),
on a
(30) A1A, ... Aym’) = A, ... AA(m) —

— sE(Ap)Ay ... AA (m) + SE(A)A, ... Ay_1(m)
avec
EA,)=1s1 A, =X, E(4;) =0 si 4; # X.
On en déduit, par permutations circulaires
Ay ... A A (m') = A, .. A4 (m) — s
+ sE(A,) Ay ... Ay(m)
Aiam')=A; ... 4,4, ... Ai_y(m) —

— sE(A)Aipr. . A4y L Ay (m) +
+ sE(di—)d; ... A4, ... Ai_a(m)

Ady o Ay = A A, L. Aga(m) — SE(A)A, ... Ar_i(m) +
-+ Sg(Ak_l)AkAl e Ak_z(”l)
En ajoutant ces égalités, on obtient

Aydy ... Ay(m’) + 4, ... A Ay (") + ... + Azdy o
=A;A5 ...

R . S

Ap_y(m') =
Ayim) + Ay oo A As(m) + .. Ady .. Agy(m).
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On a également
Ady o A"y = Aydy ... A i) — tn(d)A, ...
+ tn(A) A, ... Ap_i(m)
Aidy ... Am") = A, Ay ... Alm) — ul(A) A, ... A (m) +
+ MC(Ak)AlAz e Ak._1(m)

Ay(m) +

avec

Nd) =1 si 4; =Y, nd)=0 si 4, #Y
Cd;) =1 si 4;,=Y, {A4;)=0 si 4, #2

qui permettent de conclure 3 I'invariance par conjugaison de

(Bl)  Aidy ... Ay(m) + Ay ... AAy(m) + Ay ... A, A Ay (m) +
oo F Ay .. A (m).

Ce procédé est appliquable sans modification au cas d’un groupe
libre F de rang > 3.

8. Les invariants ternaires comme fonctions des invariants binaires.

Nous appelons ,,invariants binaires”’ les invariants (6) relatifs & un
groupe libre de rang 2, et ,invariants ternaires” ceux qui sont relatifs
a un groupe libre de rang 3. Ces derniers peuvent étre exprimés sous
forme rationnelle A I'aide des invariants binaires, et I’on peut voir qu'il
en est de méme des invariants de contraction d'un groupe libre de rang
>3, ce qui confére un intérét particulier aux invariants binaires. Mais,
au point de vue du calcul, nous verrons qu’il est souvent avantageux
d’employer directement les invariants ternaires, quaternaires, ete.

Soit m un mot ternaire (26). Si, dans m, on pose @ = 1, on obtient
le mot binaire (projection de m sur b et ¢)

my, = bricubren |, bysgin

et l'on a

Y(m,) =Y (m), Z(m,) = Z(m), YZ(m,) = YZ(m), ZY (m,) = ZY(m),
YZY(m,) = YZY(m), ...
puisque, en calculant un invariant YZYZY...(m) ou ZYZYZ...(m), on

»saute’” sur les exposants de a. De méme, en posant b = 1 ou ¢ = 1 dans
m, on a

My = afchanen ., atmetn, om, = anbhiatnbn .. gt bin

Z(my) = Z(m), XZ(m,) = XZ(m),

X(m,) = X(m), Y(m,) = Y(m), XY (m,) = XY (m),
XZX(my) = XZX(m), ...
XYX(m,) = XYX(m), ...

ZX(my) = ZX(m),
YX(m,) =YX(m).

3 — Mathematica 11975 — Tome 17 (40)
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Or, st les invariants de contraction de m sont connus, ces fofmuleg
montrent que les invariants de m,, my,, m, sont connus. Réciproquement,
les invariants de m, permettent le calcul des exposants y;, z; de m, ceuyx
de m, permettent le calcul des x;, z; et ceux de m, permettent le caley]
des x,, y; Les invariants t’nnalres de m permettent dqpc le caleul dGES
x;, ¥, 2, chaque exposant etant exprime de deux manieres. En substi-
tuant ces valeurs dans un invariant ternaire de m, on _obtlent (_ionc Tex-
pression de celui-ci sous forme rationnelle en fonction des invariantg
binaires de m. Mais 'expression ainsi obtenue a l'inconvénient de chan-
ger avec la longucur syllabique de . La double expression que l'on
obtient pour chaque exposant de m conduit 2 d_es relations identiques
entre les invariants binaires de m, qui ont aussi l'inconvénient de dépen-
dre de la longueur syllabique de m. Voici un exemyple; pour # =2, m =
= qn b cn an b ¢, on a (tous les invariants se riférant a m)

—_ Bl — B e
= — (XZ ————ZYZ}-:
- zx K =r 2-¥8 — 2V )

Mais l'expression binaire de XYZ se complique si # > 2, donc si
Is(m) > 6.

9. Cas d’un groupe libre de rang > 3. Les considérations précédentes
peuvent étre étendues au cas d’un groupe libre, dénombrable, quelconque,
sans autre difficulté que celle de l'dcriture. Soit [ un groupe de rang 4
et

m=anbhcudhuanbnchdhs ... atnbincndin,

Chaque symbole A,4, ... A,(m), ou chaque majuscule A, représente
I'une des lettres X, Y, Z, U et A, # Aiy1, 1=1,2, ..., k — 1, doune
un invariant de contraction de m. On a par exemple

XUZYU(m) = 2,

iSi<i<psqg

X; i 2 Vp iy, ctc.

On constate ici l'existence de syzygies qui relient les invariants bi-
naires de m, ces relations étant indépendentes de Is(m). Ainsi

XUUX X XU+ UX UX X X U UX X
YU UY Y |=|YU 4+UY UY Y |=|Y-U UY Y|i=0
ZU UZ Z ZU + Uz UZ Z Z-U UZ

N

donc

X(YU - Uz —UY « Z2U) + Y(2U - UX — UZ - XU) +
+Z(XU - UY — UX -YU) =0

dont les généralisations sont nombreuses.
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II. INVARIANTS DANS IES GROUPES A RELATIONS.
AUTOMORPHISMES.

1. Invariants d’insertion. Soit F un groupe libre et R un mot formé
avec les générateurs de F. Soit N(R) le sousgroupe normal engendré
par R dans F et G = F/N(R). Si m est un autre mot formé avec les
générateurs de F, on appelle iunsertion de R dans m l'opération qui con-
siste d’abord 4 décomposer m en produit de deux mots p et v sous la
forme m = pv, puis & former le mot wRv. Une telle décomposition de m
peut étre précédée d’une ,,extension’ de m de la forme m = pu-1! - uy,
oli p. est un fragment initial et v est un fragment final de m. Deux mots
m et m, sont dits équivalents relativement a R si m, résulte de m par
un nombre fini d’insertions de R ou R-!, chaque insertion étant suivie

des contractions triviales possibles; nous écrirons alors mym, et les cla-

sses d’équivalence ainsi définies dans F forment le groupe G. D’une maniére-
générale, si R, S, T, ..., sont des mots de F, M52y signifie que m,
résulte de m par une succession d’insertions de R, S, T, ... ou de leurs
inverses daus m, suivies des contractions triviales aprés chaque insertion,
et les classes d’équivalence ainsi définies forment les éléments du groupe
G=FIN(R, 5, T, ...) aux relations R=S=T= ... =1,

Nous formerons ici des invariants de contraction de F qui, de plus,
sont des invariants d’insertion, permettant ainsi de caractériser en quelque
sorte les éléments d’'un groupe & relations, correspondant aux relateurs
R, 8 T; «:-

En partant d'un mot m et en inserant R=*!, S*!, T=£! . dans m
de toutes les manieéres possibles, on obtient des mots de différentes longueurs;
parmi ces derniers, il existe au moins un mot de longueur syllabique
minima. Ce mot n'est pas unique en général; nous désignerons par m
I'un quelconque de ces mots, que nous appellerons un mot réduit de m
par rapport aux relateurs R, S, T, ... (ou un mot réduit mod (R, S,
T, ...)). Si I(m; R, S, T, ...) est un invariant d'insertion, on a
donc

Hm: B, 5. 7T, ... )=3m; B, 8. T, :.:)

Un probleme fondamental qui se pose alors est le suivant: Dans
quelles conditions existe-t-il une suite compléte d’invariants d’insertion?
Par d’autres mots: Une suite d'invariants d’insertion étant donnée par
les valeurs numériques de ces invariants, peut-on trouver 'un des mots
mn corespondents ? On voit qu'une réponse affirmative serait possible dans
les cas o le probleme du mot (Wordproblem) est décidable. On sait que -
ce dernier probleme est soluble par un algorithme fini dans le cas d’un
groupe a un seul relateur; aussi, nous commengons la recherche des inva-
riants d’insertion dans cette hypothése.
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sun seul relateur. Soit I(m; R) ffplil:n tgombiﬂals% nd
2. Cas ddlmcoutraction de m, dont les coeffic sont des 1HVariants
§as . e
d’invariants

tion de R
de contractio I(m; R) = 2, A,(R)B;(m)

telle que, pour toute décomposition i = pv, Ton ait
elle 7] .
M I(pRv; R) =I(w; R).
TR donc étre vérifiée quels que soient les mots peF

getgﬂ Zg?lteﬁi:fsraces conditions, nous1 dirons que I(m; R) est un'
e t d'insertion (mod. R). Soit R, = u R“:I “ € I. Larela .
invariant ut R = 1; donc nous exigerons, de plus, I(a.n 7 R = I(m: R)
=1 eflﬂl‘;a;e que les coefficients A (R) dans (l),. soient des Invariapts
gem I;I']:lpaison de R, 4;(R,) = A(R). D'ailleurs, I'insertion yR, pour I,
dgcggléosgitiou m = pv revient & l'insertion p#~'Ruv de R pour la décompg.

o, =1
n m = puu=t - uv. . . v 5 : i .
Sltm]‘_,a fonn”ation de tels invariants est facilitée par I'emploj d’expressmns

que nous appelons des préinvariantes (mod.R); ce sont des combinaisgpg
linéaires
P(m; R) = )3 A,(R) B;(m)

de méme forme que I(m; R), vérifiant une condition plus faible
PuRv; R) = P(wv; R) + Q(R), Yuu,R < I

le ,,reste” Q(R) étant indépendent de w et v.
Alors, pour w =v-1, on a

P('Rv; R) = P(1; R) + Q(R) = Q(R).

Pour v = 1, il en résulte Q(R) = P(R; R) = P(v='Rv; R), qui montre
que le reste P(R; R) est aussi un invariant de conjugaison de R, Ainsi

(2) P(vRv; R) = P(uv; R) + P(R; R) = P(uRv; R)).

Dans P(m; R), les coefficients A(R) et le reste P(R; R) dans (2)
seront des invariants de conjugaison de R,
Si Py(m; R), Py(m; R) sont deux tels préinvariants, on voit que

Py(R; R)Py(m; R) — P\(R; R)P,(m ; R)
est un invariant (mod, R), et ceci justifie I’étude des preinvariants (mod.
R). En remplagant u par R-1 dans (2), on a
Pluv; R) = PR-v; R) 4 P(R; R), donc P(uR-; R) =
= P(uv; R} — PR R).

Il en résulte que, apre ; i i i de R~
; » 4PIES o insertions de R et ¢ insertions le i
dans 1, P(m; R) augmente de (p — 6)P(R; R) ; c’est une informationque

|
|
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les invariants I(m; R) ne peuvent fournir. Si P,(m; R) et P,(m; R)
sont deux préinvariants (mod.R), et si My ~ my (mod. R), on a donc

Py(R; R) Py(R; R)
La relation (2) implique, pour v = ],
(3) PmR; R) = P(m; R) + P(R; R)

qui correspond A I'insertion »iinale” de R, pour la décomposition triviale
m = m - 1. Mais cette condition, jointe a I'hypothése que les coefficients
A;(R) de P(m; R) et le reste P(R; R) sont des invariants de conju-
gaison, implique (2). En effet, si P(m; R) = P(m; R,) et P(R; R) =
= P(R,; R,), on a, pour R, = y—1Ry,

P(uRv; R)= P(uRv; R,) = Pluy - v=1Rv; R,) =P(mR,; R) =
= P(m; R)+ P(R;; R) = P(m; R) + P(R; R) =
= P(uv; R) 4+ PR R).

Pour la recherche des préinvariants, on peut donec se restreindre A la
condition (3); or, cette condition exprime l'additivité de P(m; R) par
rapport a la multiplication des mots (I'un de ces mots étant R), ce qui
nous rameéne au procédé de détermination des syzygies. Mais une diffé-
rence essenticlle consiste dans le fajt que, dans le cas des syzygies, les
coefficients d’'une combinaison linéaire d’invariants de contraction formant
syzygie sont des constantes numeériques, tandis que, pour satisfaire a (3),
ces cocfficients seront des invariants de conjugaison de R.

3. Groupe F de rang 2. Si le nombre des générateurs de F est 2,
un préinvariant sera une combinaison lindaire des invariants de contrac-
tion X, ¥, XY, YX, ... On a

X(mR) = X(m) + X(R), Y(mR) =Y (m) + Y(R)

qui montre que X et Y sont des préinvariants (mod. R). On obtient
donc un invariant (mod. R), du 1" degré par rapport aux exposants de
m et ceux de R

I(m; R) = Y(R)X(m) — X(R)Y (m).

On a ensuite

XY (mR) = XY(m) + X(m)Y(R) + XY(R)

YX(mR) = YX(m) + Y(m)X(R) 4+ YX(R)
XYX(mR) = XY X(m) + XY (m)X(R) + X(m)YX(R) + XYX(R)
YXY(mR) = YXY(m) + YX(m)Y(R) + Y(m)XY(R) + YXY(R)
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D’une maniére générale, si S est le symbole d'un invariant de ¢

Ontrac.
posons S = S(WR) — S(m) — S(R). On a alors g

tion, Bous
¥V = X(m)Y(R)
X = Y(mX(R)
VX = XY(m)X(R) + X(m)YX(R)
TXV = YX(m)Y(R) + Y(m)XY(R)
(4) T XY =XmpY(R) + XY (mX(R) + X(m)XY(R)+X (m)x (R Ry

e

XYX = X(m)Y(m)X(R)+YX(m)X(R) +X(m)Y X(R)+Y (m) X (Rye
Y-XY = X(m)Y(mY(R)+XY(m)Y(R) ”J“Y(m)XY(R)‘FX(m)Y(R)?
Y YX = Y(m)"’X(R)-l-YX(m)Y(R)+Y(777)YX(R)+Y(m)X(R)Y(R)

------------ . .

La notation X-XY représente ici X(m)XY(m), donc
X XY = X(mR)XY(mR) — X(m)XY (m) — X(R)XY(R), etc.

Pour obtenir un préinvariant (mod.R), on doit former d'abord upe
combinaison lindaire de XY, YX, XYX, ... dont les cocfficients sont
des invariants de conjugaison de R, combinaison nulle identiquement
En multipliant les équations (4) par des cocfficients ind¢terminés 4. B¢
et en ajoutant, nous choisirons ces indéterminds de maniére 3 fairc, cii.s:
paraitre au second membre tous les termes qui dépendent de g - r]al;s
ce calcul nous pourrons utiliser les syzygies telles que XV - VX — XY
On obtient ainsi un systéme lindaire pour A, B, C, .... Par (_\ en.
nous limitant aux 4 premiéres équations de (4) nous aurons -

2X(R)XY — Y(R)X® = 0. Y(R)YX — X(R)Y? =0
qui conduisent aux expressions

(5) 2X(R)XY (m) — Y(R)X (m)?, 2Y(R)Y X (m) — X(R)Y (m)2.
. Les coefficients 2% (R), —Y(R), et i
Jugaison de R, mais les restes (11e),lg 2;31?;) nlt)al;l

ZX(R)XY(R) — Y(R)X(R), 2Y(R)YX(R) — X(R)Y(R)?

Or, XY(R ;
; (R) et YX(R) ne sont Pas des invariants de conjugaison

Y(R), resp. X(R) En ajoutant les deux restes apries multiplication par

et 1 e G
Teste nul pour Ia oo 2ppliquant Xy 4 yx X -Y on obtient un

- Combinajso s : .
sera donc iy fnvaip. o  Correspondente  des exprdssions (5), qui

» Mais on trouve aipsj
ZX(R)Y(R)X(m)Y(m) — [X(R)Y(m)p — [Y(R)X(m)]? =

: = —[X(R)Y(m) — V(R 2
qui ne donne que Je carté de Pigyg (m) (R)X (m)]

en des invariants de con-
; en ceffet, ces restes sont

nant linéaire déja rencontrd.
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En employant toutes les équations (4), en vue d’obtenir un préinvariant
de degré 3 par rapport aux exposants de 7, on trouve le systéme linéaire

AX+CX+EY=0, BY4+DX+FY=0, CY+3GX =0, FX +3HY =0,
DX +EY=0, A-YX+CXY+XY)+D-YX+E-Y243G- X2+ P-Y =0,
B-XY+D-X+E-XY+F(YX—I—X-Y)+3H-Y2—I—Q-X=O

avec X = X(R), XY = XY(R), etc. On trouve

A =aY—3bX-Y, D =aY, G=—bY?, H = —cX?
B=—aX—3cX'Y, E = —aX, K = —2MX+(a—3bX)(XY —YX)
C=3X-Y, F=38XY, L =—2NY+(a+3c¥)(XY —YX),

olt @, b, ¢, M, N restent arbitraires. Or, XY —~Y X n’étant pas un inva-
riant de conjugaison de R, on devra prendre ¢ — 3bX =0 =a + 3cY,
donca=3X -Y,b=Y, c = —X, et ceci conduit, aprés caleul, 4 l'inva-
riant [X(R)Y (i) — Y(R)X (m) . Le préinvariant de degré 3 n’existe donc,
pas, de méme qu'une syzygie de degré 3. En passant a la recherche d'un
préinvariant de degré 4, on doit continuer le tableau (4) avec les invari-

ants de contraction de degré 4, eny ajoutant XY XY, YXYX, XYXY,

XYX.Y, XY XY-YX, YX? Nous ne donnerons pas ici le détail des
calculs et nous contenterons d’indiquer que, malgré le nombre plus grand
des cocfficients qui restent indéterminés, la présence de XY —YX empéche
d’obtenir des préinvariants, sauf dans le cas de [X(R)Y (m) =Y (R)X (m)]*
qui est dépourvu d'intérét. Aussi ne semble-t-il pas possible d’éviter XY —
—YX en passant 4 la recherche de préinvariants de degré > 4. D’ailleurs,
nous verrons sc répéter ce phénomene dans le cas de % générateurs. Les
préinvariants n’existent pas pour un groupe présenté avec £ générateurs
ct £ — 1 relations, mais ils existent si le nombre des relations est <k —2.

4. Groupe F de rang 3. On obtient un préinvariant du 2d degré en
tenant compte de

XY = Y(R)X(m), YZ = Z(R)Y (m), ZX = X(R)Z(m), YX=X(R)Y(m)
(6) XY —YX = Y(R)X(m) — X(R)Y (m), ZY = Y(R)Z(m)
YZ — ZY = Z(R)Y(m) — Y(R)Z(m), X(R)ZY — Y(R)ZX =0
ZX — XZ = X(R)Z(m) — Z(R)X (m),
d’ol1
(7)  X(R(YZ — ZY) + Y(R)(ZX — XZ) + Z(R\XY — ¥X) = 0.

On a donc le préinvariant

(8) Pyya(m; R) = X(R)(YZ(m) — ZY(m)] + Y(R)[ZX (m) —
— &Z(m)] + Z(R) [XY (m) — YX(m)].
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40 o
te est la différence des invariants de conjugaison
Le reste

X(R)YZ(R) + Y(RIZX(R) + Z(R)XY(R), X(R)ZY(R) 4
+ Y(R)XZ(R) + Z(R)YX(R)
Pour former un invariant du 3™¢ degré, considérons
XTX = XY(m)X(R) + X(m)YX(R), YXY = YX(m)Y(R)+Y (m)xv g
XVZ = XY(m)Z(R) + X(mYZ(R), YXZ = YX(m)Z(R)+Y (m)Xz(R)
Z(RXYX — X(R)XYZ = [Z(R)YX(R)—X(R)YZ(R)]X (1) =
= [ZYX(R) — XYZ(R)]X (m).
En tenant compte de (6), on a
Y(R)[Z(RIXYX — X(R)XYZ] 4 [XYZ(R) — ZYX(R)JXY = 0

mais, XYZ(R) — ZYX(R) n’étant pas un invariant de conjugaison, cette
égalité ne conduit pas 2 un p1emvar1ant En passant au 4@ degré, on
conclut encore 4 l'inexistence d’'un préinvariant.

5. Groupe de rang 4. On a les 4 préinvariants du 2¢ degré
Pxyz(m; R) = X(R)[YZ(m) — ZY ()] 4 Y(R)[ZX (m) —
— XZ(m)] 4+ Z(R)[XY (m) — YX(m)]
Pryy(m; R) = X(R)[YU(m) — UY(m)] + Y(R)[UX(m) —
©) — XU(m)] + U(R)[XY (m) — YX(n)]
Pxzy(m; R)= X(R JIZU(m) — UZ(m)] + Z(R)[UX(m) —
— XU(m)] 4+ U(R) [(XZ(m) — ZX (m)]
Pyzy(m; R)= Y(R) [ZU(m) — UZ(m)] + Z(R)[UY (m) —
= YU(m)] 4 U(R) (YZ(m) — ZY (m)]

qui sont les Préinvariants quadratiques des projections de m sur les géné-
rateurs pris 3 4 3. Qp 5 ¢’ eulleursq B :

X(R)Pyzy(m; R) — Y(R)Pxzy(m; R) + Z(R)Pyyy(m; R) —

= U(R)vaz(m; R) = 0.
Ensuite

—

£(RXU - U(RXZ = ¢, Z(R)YU — U(R)TZ = 0
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mais les restes Z(R)XU(R) — U(R)XZ(R), Z(R)YU(R) — U(R)YZ(R) n
sont pas des invariants de conjugaison. On obtient un tel invariant en
prenant la combinaison

Y(R)[Z(R)XU(R) — U(R)XZ(R)] — X(R)[Z(R)YU(R) — U(R)YZ(R)]
= Y(R)[ZXU(R) — UXZ(R)] — X(R)[ZYU(R) — UYZ(R)]

et I'on en déduit les préinvariants (I'indice supérieur donnant Ie degré
par rapport aux exposants de )

Pi(m; R) = X(R)[Z(R)YU(m) — U(R)YZ(m)] —

— Y(R)[Z(R)XU(m) — U(R)XZ(m)]
Pi(m; R) = X(R)[Y(R)ZU(m) — U(R)ZY (m)] —
— Z(R)[Y(R)XU(m) — U(R)XY (m)]

Pi(m; R) = X(R)[Y(R\UZ(m) — Z(R)UY (m)] —
— UR)[Y(R)XZ(m) — Z(R)XY (m)]

(10)  Pim; R) = Y(R) [X(R)ZU(m) — UR)ZX (m)] —
Z(R)[X(R)YU(m) — U(R)YX (m)]

Pim; R) = Y(R) ((R)UZ(m) — Z(R) JUX(m)] —
U(R)[X(R)YZ(m) — Z(R)Y X (m)]

Pi(m; R) = Z(R J[X(R)UY (1) — Y(RYUX(m)] —
— U(R}[X(R)ZY (m) — Y(R)ZX(m)]

les 5 derniers résultant de P? en permutant les lettres X, ¥V, Z, U et
en remarquant que P} reste mchange au signe prés par permutation de
XetYousZetU. On constate que les prémvanants (9) sont des combi-
naisons lincaires des précédents, mais la réciproque n’a pas lieu. Remar-
quons les formules

Pi(m; R) + Pi(m; = [X(R)Y(m) — Y(R)X(m)] - [Z(R)U(m) —
— U(R)Z(m)]

Pi(m; R) + Pim; R) = [X(R)Z(m) — Z(R)X(m)] - [Y(R)Ulm) —
— U(R)Y (m)]

Pi(m; R) 4+ Pim; R) = [(X(R)U(m) — U(R)X(m)] - [Y(R)Z(m) —
— Z(R)Y (m)]

dou PYR: R) = —PHR; R), P(R; R) = —P4R; R), P}R; R) = —
—PYR; R).

Avec P,, P, P, on forme 2 invariants (mod. R) du second degré
(par rapport aux ex posants de m). Passons aux préinvariants du 3=e degré,
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smplifier 1 i .
implt a notation X(m), XY(m), ete. restapg izth( )
angg } a
=1 Enfin, en tenant compte de P} = —P% P! — —P2 1a combinais
2 - ’ on

pour - On a . n
X = XYX(R) — XYX(m) — X¥X=X-X¥(m) + vx. 5, U-P§-Pi-Ay — Z+P}-P}-Ay + X-P3-PE.A,
XVZ = Z-XY(m) 4+ YZ-X(m) . fournit le préinvariant
- () Pim; R) = X-P3-Py-Ay(m; R) + U-P}-PE-Aym; R) —
— Z+P}-P}-Ay(m; R)

Afin de s
XY pour XY(R), ete. 1

d'odt '
7 X - X-XVZ = (Z¥YX — X-YZ)X(m) = (ZYX — Xyz) X(m), e
En permutant XetZona - : : Ay(m; R) = X*[U-YZY(m)—Z-YUY (m)] — XY [U{XZY (m)+
7 % — X.7YZ = (2YX — XYZ)Z(m) + YZX(m)} — Z{XUY(m)—;—YUX(m)}]+Y2[U-XZX(m)—
— Z-XUX(m)]

et en prenant une combinaison des précédentes
58 ZYX) + X2 2YZ = (ZYX — Ag(m; R) = X2[U-ZYZ(m)—Y -ZUZ(m)] —X -Z[U{XYZ(m) +
+ZY X (m)} —Y{XUZ(m)+-ZUX (m)}14+22[U - XV X (m) —

72.XVX — X-Z(XYZ +
.— Xyz)[z-X(m) — X -Z(m)]. Y XUX(m)]
En remplagant ici Y par U Ag(i; R) = X*[Z-UYU(m)—Y - UZU(m)]—X - U[Z{XYU(m)+
7. %0X — X Z(XUZ + ZUX) + X*-ZUZ = (ZUX — +UY X ()} —Y{XZU(m)+UZX (m)} 1+ U[Z - XY X (m) —
— XUZ)[Z-X(m) — X -Z(m)] i —Y-XZX(m)].
d’ot 1a combinaison En permutant encore, posonos
PO, . = pm o e Ay ; R) = YU -ZXZ(m)—X-ZUZ(m)]—Y -Z[U{YXZ(m)+
iy s PRI, = T LR ART 0 S s B e +ZXY ()} — X (Y UZ(m) +ZUY (m)} | +-22[U Y XY () —
_y.22.X0X + X-Y-Z(XUZ + ZUX) — X2.Y-ZUZ = —X-YUY(m)]
= [U@ZYX — XYZ) = Y(ZUX — XUZX)] - [Z-X(m) — As(m; R) = Y?[Z-UXU(m) — X-UZU(m)] — Y -U[Z{YXU(m) +
+ UXY(m)} — X{YZU(m) + UZY (m)}] + U*[Z-Y XY (m)—

— X:YZY(m)]
Agm; R) = Z22[X-UYU(n) — Y -UXU(m)] — Z-U[X{UYZ(m) +
+2YU@m)} — Y{UXZ(m) + ZXU(m)}] + U[X-ZYZ(m)—

— XZ(m)] = PER; R)[Z-X(mn) — X-Z(m)].
'_L'es coefficients sont ici des invariants de conjugaison, ct il suffira
d’éliminer la différence Z-X(m) — X -Z(m) pour arriver au but. En per-

mutant dans cette équation Z et U, puis U et X, on a
Ay=UZ-XYX—X-Z UXYU+UYX)+X2-2.UYU—Y -U2-XZX+ — Y-ZXZ(m)].
Les 24 permutations des majuscules entrainent la permutation de ces

6 expressions A;, et l'on a encore les préinvariants
Pi(m; R) = X - P}-P3-Ag(m; R) — U-Pi-P-Ay(m; R)+
+ Z-P;-Pi-Ay(m; R)
(11) P¥m; R) = X-P;-Pi-Ay(m; R) 4 ¥V-PRP2:Aym; R) —
— U - P;-P:Ay(m; R)
P3(m; R) = X-P:-Pi-Aym; R) — Z-P5-Pi-Ay(m; R) +
+4 Pi.Pi-Aym; R).

+X Y -UXZUHUZX)—X*.Y - UZU = [Z(UYX — XYU—

—Y(UZX—XZU)]-[U-X(m)—X -U(m)] = PXR; R)[U-X(m) — .
— X -U(m)]

Ay=2-X-UYU—X -Z-U(UYZ+ZY0) + U2 - X ZYZ—Y -22-UXU+
+Y-Z - UUXZ+ZX0)-Y .U2.ZXZ = [X(ZYU—-UYZ)—
~Y(ZXU-UXZ)]-[Z-U(m)—U-Z(m)] = PR ; R)[Z-U(m)—

—U-Z(m)].
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jants (11, 11°) sont indépendents.
rart . réussi 3 obtenir un préinvariant du 4me degre.
ue, d'une maniére générale, dans le cas dun

Nous n’avons pa
e relation, 11 n’existe que des premvanants

mble- -t-il q
teurs et un

1, leur nombre étant | HE
ient R et S les deux relateurs. Alors X (),
éinvariants, car

Aussi nous se
groupe a k généra
de degrés d € £ B~ :

6. Cas de 2 relations. 20
Y (m), Z(m), U(m) sont des pr

X(pRv) = X(w) + X(R), Y(RY) =Y(w) + Y(R),

X(pSy) = X(w) + x(S), Y(Sv) = Y (w) + Y(S),
On a donc les invariants linéaires (par rapport aux invariants de

contraction de m)

X(m) X(R) X(S) X(m) X(R) X(S)
Loys(m; R, S) = |Y(m) Y(R) Y(S)|, Ixru(m; R, S) =Y (m) Y(R) ¥(S)
Z(m) Z(R) Z(S) U(m) U(R) U(S)
X(m) X(R) X(S) Y(m) Y(R) Y(S)
Ixzo(m; R, S) = (m) Z(R) Z(S) |, Iyzulm; K, S)=|Z(m) Z(R) Z(S)
U(m) U(R) U(S) U(m) U(R) U(S)

qui sont liés par
X(R)Iyzv + Y(R)Ixzv + Z(R) I xyv + U(R)Ixyz = 0.
X(S)yzv + Y(S)Ixzu + Z(S)Ixyu + U(S M xyz =0.

Pour obtenir des préinvariants du 22 degré, nous dc_\lons former des

combinaisons linéaires convenables des Pi(m ; R, t=1, %, s , 6. En
posant
X(R) Y(R X(R) Z(R
(XY= (R) ()., — (R) ()'etc_
(S) Y(S) X(S) Z(S)
on trouve

PXmS; R) — Pim; R) — PiS; R) = [ZU] - [X(R)Y(m) — Y(R)X(m)]
Py(mS; R) — Pi(m; R) — PiS; R) = [YU] - [X(R)Z(m) — Z(R)X(m)]
Py(mS; R) — Pim; PYS: R) = [YZ] - [X(R)U(m) — URX(m)]
Pi(mS ; R) — Pi(m R) PXS;R) = [XU]- [Y( )Z(m) — Z(R)Y (m)]
Pi(mS; R) — P§(m; R) — PYS; R) = [XZ]-[Y(R)U(m) — U(R)Y (m))
Py(mS; R) — Pi(m; R) — PYS; R) = [XY]-[Z(R)U(m) — U(R)Z(m)]
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ce qui conduit aux expressions

Qi(m; R, S) = U[XZ][YZ]P¥m; R) — Y[XZ][ZU]Pi(m; R) +
+ X[YZ][ZU]Ps]m; R)
(12) Qi(m;R,S) = U[XY1[YZ]Pim; R) — Z[XY][YU]Pi(m; R) +
+ X[YZ][ZU]P§(m; R)
Q%m; R, S) = U[XU][XY]Pim; R) — Z[XUI[XY]Pi(m; R) +
+ Y[XU][XZ]Pi(m; R)
Qim; R, S) =Z[XU]J[YU]P}(m; R) — Y[XU][ZU1Pi(m; R) +
+ X[YU][ZU]Pi(m ; R)
telles que Qz(mS; R,S)—Q¥m;R, S)—Q4S; R,5)=0,i=1, 2,3, 4.
On aici X = X(R), U = U(R). Mais les restes n'étant pas
encore des invariants de con]ugmson nous devons faire une nouvelle
combinaison linéaire des Q,, de maniére A obtenir cette propriété du reste.

On constate que, par conjugaison de S avec a, b, ¢, 4, les P%S, R)
augmentent des termes ci-dessous:

a=1Sa b-1Sb ¢15¢ d-15d

PiS: R) Y[ZU] X[{UZz] UYX] Z[XY]
F3S ; R) Z[YU] UlZX]) X[UY] Y[XZ]
P:(S; R) UYZ] Z[UX] Y{XU] X[ZY]
Pis ; R UlZY] Z[XU] Y[UX] X[¥Z)
P[5 R) Z[UY] [UXZ] X[YU] Y[ZX]
PiS: R) Y{UZ] X[ZU]} U[XY] Z[YX]

done, en tenant compte de l'indetité
X:[YZ[ZU)UY] — Y2 [ZU][UX][XZ] + ZAUXI[XY][YU] —
— U[XY][YZ][ZX] =0,
on trouve pour les Q; les accroissements correspondents
Q¥S; R, S) X:[YZ][ZU][UY], —X.Y[ZU[UX][XZ],
X Z[UX][XY][YU], —X-U[XY][YZ][ZX]
Q3(S; R, S) X.Y[YZ)[ZUUY], —Y?[zZUUX][XZ],
Y. - Z[UX][XY][YU], —Y - UXY]YZ][ZX]
QxS; R, S) X-Z[YZ][ZU][UY), —Y . Z[ZUJUX][XZ],
Z:[UX][XY][YU], —Z. U[X¥Y][¥Z1[Z2X]
QXS;R,S) X -U[YZ]{ZU][UY], —Y.-U[ZU]UX][XZ],
U-Z[UX][XY][YU], —U2[XY][YZ][ZX].
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46 o |
s qt indétermlnees A » BJ C; D et en ex n
g wultipiant 227 % Fhon 4 COF 4 DO} est mul pour (s

P"accroissement 4+ BY + CZ + DU =0, d'ott les trois prej,-

ue ouve

conjugaison, on

7. 'antS
vasi . .-V -G U-G—Z-@
(13) Y Qii -—_ .X ’ Q21 )
:d it deux ipvariants quadratiques mod(R, S).
On en dédu " e les précédents exemples suffiront comme une ingj.
ST Crloyoé]alc(tlﬂ de ces invariants polynomiaux dont le nombre est
cation Sufcreiflt Mais, 12 aussi, les ipvariants arithmétiques existent et
assez I€S : !
sont plus nombreux. { relateur R, avec les notations de I
qu cas d'un setl 5 y & ey .,
doncRi’,g;lZ())li—--s- X, (m), Y(m)= Yy(m), XY(m) = Xy(m), YX() =Y,(m)
XYX(m) = Xym), ---
7. Invariants arithmétiques.

i

En partant d’'un invariant de contrac-

. 1), essayons de former des inye_triants ’djinserti‘c,n pour
1:10111n jék(’:;) ZE i’ﬁ(g)%oyantydes fonctions arithmetiques elc;meutaues. En
)eosant m=py, m= pRy =m - v~!Ry, on aJ_Xl(m') = X,(m) + X,(R),
1Y (m") = Yy(m) + Y,(R) d’ott les invariants d'insertion
1

(14) R(X,(m)| X (R)), R(Y(m)[Y1(R)).

On a enstite

Xo(m') — Xo(m) = X(m)Y,(v1Rv) + Xy(vIRv) = X, 0m)Y(R) +
+ Xo(R) + X(R)Y300) — Yi(R) X, (4):

Afin d’obtenir un invariant d’insertion dérivé de X,(m), on devra
diviser le second membre par un nombre convenable, de maniere que
I'expression obtenue soit un entier (reste de la division) ind¢pendent des
valeurs de X,(v) et Y,(v). Ainsi, en posant 3(R) = (X (), Y, (), Xo(R)),
(15) RX(m)[Sa(m)),  RLY 3(m)[3(R))

sont des invariants d’insertion, en remarquant que

(Xy(R), Y3(R), Yo(R)) = (X,(R), Y2(R), X,(R) - Y,(R) — Xo(R)) = 3:(R).

Ensuite
Xy(m') — Xo(m) = Xy(m)X,(R) + X,(m)Y,(v-2Rv) + X,(v-2Rv) =
= Xym)X,(R) + X,(m)[Yo(R) — X1 (R)Y,() +
+ Yy (R)X,(v)] + X,4(R) 4 [X.(R) — Yo(R)1X,(v) +
T 2X(R)Y,(v) — Y(R)[X,(v) ] =
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avec

a = Xy(m)X,(R) + Xi(m)Y(R) + X3(R), b=X,(R) —Y,(R)+ X, (m)Y1(R),

c=—X;(m)X,(R) d= —Y,(R), e=2X,(R); s=X,(v), t=Y,(v), u=Y,(v)s
Appelons ,,diviseur maximum” d’'un polynoéme a coefficients entiers

le plus grand entier positif qui divise P(%, y, z, ...) quelles que soient

les valeurs entiéres des variables. Le diviseur maximum du polyndéme
Xy(m') — Xg(m) en s, ¢, uw est § = (a, ¢, ¢, b+ d, 2d) etV I'on a

[S(n, R) = (Xy(m)X (R) + Xy(m)Yo(R)+X,(R), X (m) X (R),
2X,(R), Xo(R) — Yo(R)+ [Xy(m) — 1]Y(R), 2Y(R)) =
— (2X,(R), 2Y4(R), Xy(m)Xy(R), Xo(R) — Yo(R) +
+ (X, (m) — 1]Y(R), Xa(m)X(R)+ Xi(m) Yy(R) + X3(R)).
On obtient un invariant d'insertion de sm si
R(X(m')[8(m’, R)) et R(Xy(m)[3(m, R))
sont égaux, ce qui exige §(m’, R) = §(m, R). Or, cette égalité n’a pas
lieu en genéral; §(m, R) n'est pas un invariant d’insertion de m, mais
il adimet un diviseur 8;(m, R) qui posséde cette propri¢té. Pour l'obtenir,
il suffit d'ajouter entre les parenthéses de mouveaux éléments, ceux qui
correspondent aux accroissements des éléments de §(m, R) apres rempla-
cement de m par m'. On trouve ainsi
3%(m, R) = (2X,(R), 2Y,(R), X (m)Xy(R), X,(R) — Y,(R)+ [X,(m) —
— 1Y (R), Xo(m)Xy(R)4+-Xy(m)Yo(R) + Xo(R), [XiR)F, Xy(R)Yy(R)).
Au licu des trois termes ajoutés a la fin de §(m, R), il sulfit d'en
ajouter un scul: X;(R). On trouve alors
S3m, R) = (X,(R), 2Y(R), Xu(R) — Y,(R) + [X,(m) — 1]Y((R),
X,(m)Yo(R) + Xo(R))
ct

(16) R(Xy(m)[85(m, R)), R(Y 3(m)[33(m, R))

qui sout des invariants d'insertion pour le mot m; & résulte de §; en
permutant les majuscules. On a 8y(m, R-') = 33(m, R), car X, (m)X,(R)—
— Xy(R) = X, (m) X (R)Y (R) — Xl_(m)Yz(R) — Xy(R).

Remarquons qu'il serait plus simple de choisir le dénominateur indé-
pendent du mot m, en prenant par exemple

R (m(Xy(R), Y:(R), XuR), Yo(R), Xy(R))
et en général
R(X,(m)[(Xy(R), Y1(R), Xo(R), Ya(R), ..., X, a(R), Yyra(R), X,(R)))-

! Pour une étude du diviseur maximnm d'un polyndme j’ai requ 'aide de mon collégue le
prof. F. Rado.
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cerait alors que si deux termes du dénominateyy

7 Eads ’ 54 1 A 1 1
L’mconvenleﬂt*{ celui-ci se réduirait & 1, et l'invariant ser
comiers entre €u¥ vant donc aucune trace de

T
t m, ne conse
1 tif pour lequel nous conservons X,(m) dans 3,
Cest le mo

2n passant & X,(m), on 2
i B ) — Xs(m)yl(R)+X2('m)X2(V—1RV) =+ X1(m*)Y3(v-1Rv) £

+ X4(V"1RV) = Xa(m)YI(R) + X,(m)Xs(R) +

b KR + Kl R) — KO [XKam)YVa(R) +

+ Yo(R)] + Y, (v) [XZ(m)XI(R) + X,(R) —
R — VoY — Xalm Xu(R V) +

+ [Xu(R) — Yz(R)]Xl(V)Y1(") + 2X,(m)Y(R)Y,(v) +

+ X4(R) [¥s(v) + Y,(v)Y1(v)] — Y (R)[Xs(v) +

+ X,(X.()] =@ 4+ bs 4ot + A+ est + fu 4 gv + hyy,
avec s=X,(v), 1= Y, (v), = Vv, v=Ys(v) + Y,(v)Yy(y),

w = Xylo) + Kol Xa()-
On trouve alors le diviseur maximum (qui n’est pas un invariant

de conjugaison)

S(m, R) = (X3(R), Y1(R), 2X,(R), X3(R), Ys(R), Xo(m)Xy(R) + X(R)).

Si I'on forme &(m’, R), on constate que l'accroissenment du dernier
terme se réduit a X3(R). On prendra donc

5,(m; R)=(Xy(R), Y,(R), 2Xy(R), X§(R), X5(R), Y5(K) + X p(m) Xo(R)+ X, (R))
qui est un invariant d’insertion, de méme que
(17) rm; R) = R(X(m)|8,(m; R)).

On obtient de méme

éftaient
ait nul
Ce mot,

X,(m') — Xl

ri(m; R) = ®R(Ym)[%(m; R))

ot 8)(m, R) résulte de 8,(m, R) par permutation des majuscules.

D’une maniére analogue, on fait correspondre a chaque X, (m) ou Y,(m)
deux invariants d’insertion: §,(m; R), 7,(m; R) et §,(m; R), ri(m; R)
Le probleme de la complétitude de ce systéme revient 2 chercher si la
connaissance de ces valeurs pour » =1, 2, ..., permet de déterminer
un mot réduit m du mot m.

Dans le cas de plusieurs relateurs, la généralisation est immédiate.
En prenant le cas de deux relateurs R et S, on aura

3(R, S) = (Xy(R), Yy(R), X,(R), X,(S), Y4(S), Xa(S)) = (3:(R), 3:(5)
7o(m; R, S) = RUX(m)|8y(R, S)), rym; R, S) = R(Yy(m)[3:(R, S)
By(m; R, S) = (3(m; R), 8y(m; ), 7, = @(Xy(m)/8s(m; R, S):

7y = R(Yq(m)[83(m ; R, S)), ete.
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et d’'une maniére générale
Sn(m; Rl’ R2' | Rq) = (sn(m’; RI)' 3,,(771; RZ)J % § 3 Sn(m; Rq)):
yy= R(X,(m)[8,(m; Ry Ry ..., Ry)), 72 = R(Y,(m)[3,(m Ry Ry ..., R)).

8. Invariants logarithmiques. Pour I’étude des automorphismes d'un
groupe, il est avantageux d’employer une suite d’invariants de contraction
qui jouissent d'une propriété des logarithmes. Soit

m=anbhaghbn ,,, anbs,

Nous construirons une suite compléte d’invariants de contraction
E,(m), n;(m), i =1, 2, ... telle que T'on ait

(18) E,(m*) = RE(m), n;(m*) = ko,(m), k = Z, =1, 2, ...
On a d’abord
Xy (m#) = AXy(m), Yy(m¥) = KYy(m), donc E(m) = Xy(m), na(m)=Y:(m).

Ensuite
Xomt) = Xy(mt=1-m) = Xylmh=1) 4 (b — 1) X, (m)Y,(m) + Xy(m)
Xy(mh=1) = Xy(mh=2) + (k — 2) X, (m)Y,(m) + Xs(m)
X = Xy(m) + Xy(m)¥,(m) + Xom)
d’ol1
Xym#) = kXa(m) + [} | Xalm) Ya(m)
Or,
.;_ X, (mk)Y 3 (m¥) = IE X, (m)Y,(m)
donc

X,(mk) — é- X, (m*) Yi(m) =k [Xz(m) - -;—Xl(m)Yl(m)]
Eo(m) = 2Xy(m) — X (m)Y(m) = X,(m) — Y y(m).
On trouve d’'une maniére analogue
o(m) = 2Y,(m) — X (m)Y,(m) = —Ex(m)
3

1

Ea(m) = 6X4(m) — X3(m)Y(m), n5(m) = 6Y(m) — X,(m)Yi(m)

Em) = 6[X,(m) — Yy(m)] —Xy(m)Y1(m) [Xa(m) —Yo(m)], na(m)=—mny(m).
Afin d'obtenir l'expression générale de ces invariants, nous sommes

conduits a considérér la ,,scission” du symbole X, (ou Y,) d'un invariant

de contraction. Dans le cas d’un groupe libre de rang 2, nous avons
utilisé les deux notations X,(m) et XYXYX ... (m) avec la méme sig-

4 — Mathematica 1/1975 — Tome 17 (40)
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symbole, le nombre des majuscules étant ¢

gddeﬁnier consiste A intercaler un certain nOmt%?g
arex. XYXYX— XY -X-YX, ou X ¥ RXpn
né au mot m, une scission de X, condu;t

issi dente de linvariant X,(m), chaque | fragment”
3 une scission correspon liqué au meme mot m, et les points =

issi ‘tant 2 . ok o
es fra y

on a dans les cas envisages
XYXYX(m) — XY (m) X(m) Y X(m) ou X(m) YXYX(m).

i o
ification, dans le sec
;ﬁn. Une scission de ¢© :
de points entre les majusctt es, 1p
Le symbole X (m) étant app iq

g ; = n—1
i le nombre des points intercalés dans X, est s<# —1, ona

maniéres différentes de p
nerons par X, (mls) la so
. . X(m) - Y(m) - XY (m) -X(m) +
X (m|3) = X(m) - Y(m) X(m) - YX(m) + :
o z{—X(m) LY X(m) - Yim) - X(m) + XY (m)-X(m) - Y(m) - X(m).
Cherchons maintenant I'expression de X, (m*), k> 1. En tenant compte
de la définition de X,(m), on obtient

Xy(m) = RXa(m) + [Z]Xz(mll)

S
lacer ces points entre les ma_jus_cules. Nous désig.
mme de tous les produits ainsi obtenus. Par ex,

---------------

X,n) = kX, (m) + (3] XalmlD) + (5] Kalrmi2) 4700+

+, 5 VKmls) + -+ (1) Xl — 1)

)manié-

en remarquant que pour chaque scission avec s points il y a ( 1
$

res de choisir les facteurs m du produit m* dans lesquels se trouvent les
exposants #;, ¥; servant A calculer X,. La derniére formule peut encore
étre écrite

X, = k[ X,m) — 5 X, (ml1) + 2 X(mi2) —  X(m3) +
+ wwe -|-(_H_17)1:_1X"(”1|n _ 1) 4
1
+k2[ =~ X, (m]1) — %X"(m12) +;—;X”(1n|3) 5 g ]+

+#] L X mi2) =L x,0m13) + - |+
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. Or, la premitre expression entre crochets au second membre est un
invariant logarithmique associé & X,, car, en remplacant m par w#, p > 1,
on a

X, (m#) = k| X, (m?) — =~ X (m#|1)+ L X, (m#12) ...+
2 3

+ 5 Kot ln = 1) |+
1 1
+#] 7 Xalm# 1) — 2 X, (m12) + ... [+
= kp| X, (m) — %X,,(m]l) —{—%X,,(le) g R ,,(m|n—l)|+
n
1 1
+k2j22[-2—X,,(m|1) — 5 Xm[2) + ... ]_|_
et, vu l'arbitraire du choix des entiers % et p, il en résulte
X, (m?) — %X,,(mﬂl) + %X,,(m*]f&) — ...+ L_L'MX,,(W’M —1) =

= [X,,(m) - —;—X,,(mll) . %X,,(m[Z) = mas H L‘ij—""x,,(mm - 1)] .

Le raisonnement est appliquable sans modification dans le cas d’'un
groupe libre A plusieurs générateurs. Par exemple, le symbole XUZY en-
gendre l'invariant logarithmique

Evln(m) = XUZY(m) — L XUZY(m|l) + L XUZY(m[2) — ...
2 3

la scission étant appliquée au symbole XUZY, etc.

1 identification des autres puissances de £ dans l'équation plus haut
met en évidence d’autres expressions remarquables que nous n’envisage-
rons pas ici. Afin d'avoir des invariants logarithmiques & coefficients en-
tiers, nous multiplierons I'expression précédente par D, = [1, 2, ..., n]=
= plus petit multiple commun des entiers 1, 2, ..., #. En développant
ensuite les expressions X,(m|s), nous aurons l'occasion de les simplifier
par application des syzygies, et cela pourra faire apparaitre des facteurs
communs aux nouveaux coefficients de I'invariant logarithmique. Nous
prendrons donc

£,(m) = D [Xn(m) - % X, (m1) + % X, (m2) — ... + (;_T:)_:X (ms) +

(19) + . (Ji’:Xn(m]n — 1)]

n
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D, dans fequel on aura supprimé les facteurs numey.

o Dt représente »us entre crochets aprés application des syzygies.

ues communs app:
?\insi, Xg(m) conduit a

il , Ry
D5 [X5('M) —_ -;-Xs(m'll) + ';_ Xﬁ(mlz) - '4' X5(7?’L|3) + g Xs(nzi4):|

¢s application des syzygies, le facteur 2 apparait

ot Dy = 60. Mais alprm1 TRot prendre Di — 30, d'ot

dans le crochet, et !
£g(m) = 30X5(m) —5X,(m) [Xy(m) + Yalm) + Xi(m)Yy(m)] 4

+ X3(m)Y§(m).

. trouve associé un invariant
On voit donc que & chaque )_i',,(m) se tro "
logarithmique E,(m). Par permutation des majuscules X, Y on forme

immeédiatement 7,(m), associé 2 Y, (m).
Nous venons de supposer k& > 1. Or, en remplagant m par m~-1! dans
les formules précédentes, on a

529+|(m"‘) = _kEZq-H(m): &zq(m_k) = "?2«1(’””) = k"‘)zq(”‘)-

D’autre part, en appliquant les syzygies, on trouve Zy,(1) + nge(m) =
=0, donc on a en général

E (m*) = kE,(m),  w,(m*) = kaq,(m), k<€ Z.

On voit que la donnée des £,(m), n,(m), pour » =1, 2, ... permet,
réciproquement, de calculer les X, (m), Y, (m), pourvu que chaque & (m),
N,(m) soit divisible par Djet que &, (m) + ng(m) = 0 soit vérifice pour
g=1,2, ..., cette égalité étant equivalente aux syzygies. On doit re-
marquer encore que, contrairement au fait que le nombre des X, (m),
Y,(m) non-nuls est fini pour chaque mot m, les ,(m), n,(m) forment
une suite infinie, quoique, 4 partir d'un # suffisamment grand ces invari-
ants cessent d’étre linéairement distincts.

Comme prerfliére application, cherchons la condition pour que m soit
gne puissance d'un autre mot; supposons donc m = p*, u € F, k| > 1.
n a §(m) = kE;(u), n;(m) = kn;(w), donc nécéssairement

(Galm), m(m), Ealm), Ey(m), ny(m), Eom), ..., ) =0 (mod.k).

Si, réciproguement, cette condition est satisfaite, posons

=L B0, w =L (m).

Les syzygies Ly () + neg(m) = 0 ctant vérifides, on a aussi &z +

.q =0" =112, " s i i
S Tl existe done un mot p tel que &(w) = &
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’ Appliguons n}aiﬂtwallt les invariants logarithmiques 4 Iétude des
" automorphismes d'un groupe libre. a et b étant les générateurs du groupe
F, considérons deux mots

A = a®tPa™® a0, B = a%bab® .. aeiby,
o B s 5 Ry o Vptnin
m = anbnanbh ., g
est un mot de F, son transformé par ¢ est
| M = ¢(m) = AnBnAnB" .., A B,
On voit alors que l'on a

E (M) = Ey(A)E(m) 4 Ey(B)ny(m), (M) = M(4)E(m) 4+ 0(B)n1(m)

On trouve des formules de multiplication des mots pour £;(m) et

13

n,(m) en utilisant les formules correspondentes obtenues pour les X;(m),
Y,(m). Ainsi

£,(AB) = XY(AB) — YX(4B) = XY(4) — YX(4)+XY(B) — YX(B)+
+X(A)Y(B) — Y(4)X(B) = E,(4) +
gi(4) E(B) ’

(
8B | 1) B

et en général, par itération,

Sty <y ) = 3 Ealo) + 2

i=1 i<j
On trouve alors

Eo(M) = Z,(ABY ... AmBm) =

(20) =@men+@wmmw+;]

N2(M) = —Eo(M) = N2(A)E1(m) + No(B) () —‘

Ensuite
Ex(4)
£1(4)
E(4) E(B
n(4) 7

E.s(A B) = aa(A) =& E.a(B) + 3

—[£(4) — &(B)]
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et en général

"

Es(mymy. . .m,) = 2 Ea(m;) + 32

1= 1 i<j

52(7”;) iz(mj)
&a(m;) E-l(mj) B
Ei(m;) E(m;)
N1 (m;) m(mj),

— ) [ea(m;) — Ex(m;)]

1<]

puis
Eo(M) = E(A)Ey(m) + E3(B)n,(m) + 3/?((::)) (Ez(g) I Ey(m) +
(

[Gl) 84| | 504)
n1(4) 1.(B) N3(m) "}3(7”)/

On obtient m3(M) en permutant £ avec i

_ ! . n dans les invar
et B, sans rien changer aux invariants de m. D’une mlell]x:iaé?eaut;s e 4
lc_as invariants &;(M), n,(M) sont des p(_)lynémes par rapport afé“?ra,le.
gizts de IA, f?, et g}kRetmgLr(unjms que, si l'on remplace m par mk‘ \ l:i‘;)?t
remplacé par et ¢,(M), 0, (M) devien (M), Bn M) ce o
entraine, en écrivant (M) nnent Rg,(M), R (M), ce qui

L(M) = P(Ey(m), ma(m), Exlm), ... Ey(A), ny(4), Eu(d), ...

oit P est un polynéme que les invariants £ i
) nvarniants ¢,(m), . (m e aireme
dais P: on'g €;(m), 0;(m) entrent lincairement

£i(M) 21}21 [Paj—1Egj_1(m) + (Gej—1mzj_1(m) + R;Eyi(m)],

oBl‘1 :léejuP, _QL_ R sont des polynémes par rapport aux invariants de 4 ct
d- Pr m=a, M=A4, §(a) =1, m(a) =0, Efa) =n{a) =0, i>1,
onc P=(d), Q= E(B).

Considérons maintenant deux mots

My = aRbh L@, g, = o'W L b
et I'endomorphisme % : (@, &) — (m;, my) de F. Si
My=AnBn ... AwB* M, = A%5B% ... AWB

alors ¢: ' .
On a (Pcogff'o b) = (M, M,) représente un second endomorphisme de F-
; rmement aux précédents calculs,

Q) =g, (d)E4(my) + E1(B)ny(m,), E\(My) = & (A)Ey(ms) + 51(3)"71(”‘2)’
W) = WA ) + (B, ,(08) = ma(A)alon) + (Bl

Si;
ma

En

les

ct

On

(il
+

De méme, &,(a) = &

= ‘51
CI(A)£1(7”1) + Ey(B)m(m) = I E:M)&(’”z) =+ 51(3)7)1(

' 5
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on peut choisir A et B de
2 M1) —

(Mz) = 1: 7]1(

n automorphisme de F,

t u
de plus, h es —=a M,=15, donc Ex(ﬂ"[l) ="M

niére & avoir M;

IW = O, donc
(M2) my) = 0

"= 1.
P

 A)o) + Ta(Bmlms) = 0, 1(A)Ealm) + m(B)mlms)

posant

_[E(4) &(B)

[ m(4) nu(B)
uations ci-dessus impliquent A # 0 et I'on aura
A&y (my) = n(B), Ay (my) = —m(4), A&y (m,) = —&(B),

Any(ms) = Ei(4).
Les mémes équations impliquent (£,(4), &(B) =1= (n(A), n1(B))
il en résulte A = -4 1; prenons A = 1. Alors
n(my) = —m(d),
ny(mg) = E:(4).

éq

Ex(my) = m(B), Ei(my) = ~&,(B),

trouve cusuite, puisque &,(a) = 0 = &y(b),
Eo(A) 8y (my) + Eo(B)m(my) + Ex(my) =0,
+ E3(B)ny(my) + E(ma) = 0.
est inutile d’écrire les équations correspondentes pour 7, car &, +
1, = 0). En y introduisant les valeurs déja trouvées, on a
Zo(my) = Eo(B)ny(A) — Eo(A)ny(B),  Eolmy) = —E&x(B)Es(d) +
+ £:(4)8.(B).
= £,(b) = n3(a) = n,a(0) = 0 donnent
, E:(d) Eo(B)| |Ea(d) Eu(B)
a(d)n(B) — & ’ -
)~ SBmd) =3 ) £ | o) mis|
£\(4) E(B) ,_ .
na(m) Es(m)|
. 2(4) 72(B) 15(4) 15(B)
3(A IB"_sB IA -—"31.’J ’.,
RAIE) = e BIml) =3 4) ()| ) £m) |
l"h(A) 1:(B)
Na(#1) E3(m,)

Eo(A)Er(ms) +

=
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Ce systtme détermine &), Ma(mm), et Lon a un gyee
pour Eq(ms), ns(me). Mals, en tenant compte de 1a relatign zr:e 2nalog,,

qui existe entre les applications ‘(a, &) — (m,, my) et e b)l‘eclprocjté

lorsque la premidre induit un automorphisme de F, leg N )

Telatipng

3
pues entre les invariants de my, 7y A, B subsistent si Ton pe Obte.
avec 4 et my avec B. Les relations que I'on obtient aingj son%) érmPte m,
tes aux précedentes, mais cette fois elles sont lincaires par ra dUIvaley.
imvariants de 4 et B, ce qui permet une élimination de " ffgort. aux
& la longueur des mots A, B a été fixée. Cherchons leg automo VaTlant
sovr lesguels Is(d) =1s(B) =2, donc 4 = a*b*, B = 4opt n ;phlsmes
=X nidl=u L) =, §4) = Ny, Na(A4) = — 2, | 51%‘1);—
aquations (permutdes) "t B leg

E,‘iwl_) =% 7]l(n‘tl) = —W 51(7;12) = TGy 7}]_(?122) == A
Tomdm(my) — Zo(m)n(mg) = Ap = —ny(my) 9, (1m,) (1re-relation nécessaire)

Ea(1my) Ey(m,)
Ei(m) & (m,)

— WpEy(m,) — MR, () = 0
gt I'éimination donne

E.‘!("z]) Ez(’”s)

Tx{myma{ma) — E5(mo)ny(my) — 3 .
e N (2,) 0, (111,)

Ls(my) Ly(m,)

Na(my) M(me) B

Ea(imy) Eo(miy)

Ea(m) Ey(my)

qui est une seconde relation nécessaire pour que (m,, i) définisse un auto-
morphisme de F. Le calcul complet conduit aux gcnérateurs bien connus
(a, b) — (a=%, D), (a, b) — (b, a), (@, 0) — (ab, b) qui engendrent le groupe
Aul,F. En nous proposant de revenir ailleurs sur ocs questions, nous
terminerons par quelques indications sur les invariants d’automorphisme

dans ]ée cas du groupe fondamental d’une surface fermée orientable de
genre 2.

Le groupe fondam_ental est alors engendré par 4 générateurs a, b,
¢, 4, reliés par la relation R = aba=-1p-lcdc-1d—1 — 1. Un mot s’écrit alors

Ea(my) Eo(m,)

() () + (i) (ing) =0

— X 2 ., -
m o= ahbhchdn | gmpngindun,

et un invariant de contraction aura pour symbole un produit formel des
“iié}ifc“]e% X, Y,r Z, U, deux majuscules de méme nom n’étant jamais
&uilibeé, On vosied sy B) = Z(R) = U(R) = 0, done R est un mot
X(m) Y. 1 posséde alors d’assez nombreux invariants d’insertion, d’abord

» Y(m), Z(m), Ulm). Les autres invariants de contraction de R sont

XY= 1, XZ =0, XU=0,.ZX=ZY=0, U= 1

YX = —, YZ =, YU=0, UX=Uy=0 UZ=-—L
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On en déduit les 9 invariants d'insertion du 29 degré
XZ(m), XU(m), YZ(m), YU(m), ZX(m), ZY(m), UX(m).
‘ UY (m), XY (m) + UZ(m).
Parmi les 36 invariants de contraction du 3™¢ degré de R, on a

XYX(R) = —1, YXY(R) = 1, ZUZ(R) = —1, UZU(R) = 1

les autres étant nuls, ce qui conduit & 19 invariants d’insertion du 3=e

degré

XzX, XZY, XUX, XUY, YZX, YZ¥, YUX, YUY, ZXZ, 2XU, Z¥Z,

ZYU, UXZ, UXU, UYZ, UYU, XYX +YXY, XYX —2UZ, XYX +
+ UZU.

On trouve de tels invariants d’insertion de forme simple jusqu'au
degré 8, car 1s(R) = 8. Pour le calcul des invariants de contraction de
R = [a, b][c, 4], oit [a, b] = aba~'b~1, on peut appliquer la formule de
multiplication des mots. Désignons par ABC ... le symbole d'un inva-
riant de contraction, les lettres A, B, C représentant chacune l'une des
majuscules X, Y, Z, U. On a A(R) = A[a, b] + A[c, 4] = 0, un comuta-
teur étant équilibré. Ensuite, AB[a, 8] =0, sauf pour 4 =X, B=Y,
et alors XY[a, 0] =1; ABCla, 6] =0, sauf pour XYX[g, b] = —1,
YXY [a,b] =1; ABCDJ[a, b] =0, sauf pour XYXY[a, b] =1, les in-
variants de degré > 4 ¢étant nuls. Alors

AB(R) = AB[a, b] + AB[c, d] car A[a, b] = B[c,d] =0
ABC(R) = ABC[a, b] + ABC[c, d]
ABCD(R) = ABCD[a, b] + AB[a, b]-CD[c, d] + ABCD[c, d]
ABCDE(R) = ABC[a, b]DE[c, ] + AB[a, b]CDE[c, d]
ABCDEF(R) = ABCD[a, b)EF[c, d] + ABC[a, b]DEF (¢, d] +

-+ AB[a, b]JCDEF[c, d]
ABCDEFG(R) = ABCD[a, b]JEFG[¢, d] + ABC|[a, b]DEFG[c, d]
ABCDEFGH(R) = ABCDJa, bJEFGH[c, d]
le dernier ¢tant nul, sauf pour XYXYZUZU(R) = 1.
Avec les invariants d'insertion, il s’agit de former des invariants d’au-
tomorphisme pour le groupe G = |a, b, ¢, d:aba~b~lcdc'd~1|. Les géné-
rateurs de Awuf, G sont, d’aprés J. Nielsen

B:(a, b, c d)— (ab, b, c,d) et v:(a b, c d)—(c7?, a1, a™'d, c7}).

Pour m = agnbneadn ... ambynend™, posons
m' = B(m) = (ab)abncnd™ . .. (ab)*abincinds
m' = V(?ﬂ) — (c-lb)"xa—yx(a"ld)"c—"n . (C--l b)x"ﬂ"y"((l' 1d)-’-nc—“n_
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Oﬂ tfou\"e td ’ Bia
oy Vo) = Ym) + Xm), Z(m') = Z(m), Uy <
Xm')= }f_ (;;"()T’n)lﬁifz)(m), Y(m") = X(m), Z(m") = —X(m) _ U((m)

245 )”z. ,
X(m ) = U(_;nll) e Z(m)' )
pexiste pas d'invariant d’automorphisme

linvariant arithmétique
5 = (X(m), Y(m), Z(m), U(m))

1 invariant de conjuggisou{ donc un invariant poyr tous Jeg
s. Sur la surface fermee onenfablc S 1{16 genre 2, une courhe
est simple et ne sépare pas S st E@le peg: g.tr((,ihaélg Ir) .elrcrilteleg Sl;r. Une coupyre

i de S par un automorphisme 1 ¢ Zieschang 2]).
canonique de prendre m = a (ou b, ¢, d) pour avoir la valeur de 3 po
: S;ﬂ fglai(s):csiuelplfe non-séparatrice de S. Or, sl m =a, on a X(a) ilir
;g(t;)e:: Z(a) = Ula) = 0, donc 4 =1, Poig pr.enc}ll‘c un exemple, la classe
m — abcdb-1a-1-ted contient des courbes simples nonscparatrices:; op
a X(m) =0, Y(m) = —1, Z(m) = U(m) =2, = 1. Ces courbes donnent
le noeud 3; qui ne sépare pas la surface. .

Si la courbe simple sépare S, elle est gpphca.ble (en vertu du théoréme
cité) par un automorphisme de S sur la séparatrice canonique appartenant
a la classe aba~'b-1. On a alors X(m) = Y(1_n) =Z(m) = U(m) =0, et 3
reste indéterminé. C'est une condition nécessaire pour qu'une courbe simple
sépare S en deux domaines D et D', ce qui résulte aussi d’autres considéra-
tions: en ,,abélianisant” le groupe fondamental =,(S), on obtient le groupe
d’homologie H,(S) ; or, une classe simple représentée par m dans 7, (S) scra
représentée par @mpVineZimduin dans H(S); unc courbe de la classe
m, étant la frontiere d’une chaine bidimensionnelle (D ou D’) de S, est
homologue & zéro donc X,(m) = Y,(m) = Zy(m) = Uylm) = 0.

Ces conditions nécessaires ne sont pas sullisantes, ct pour en obtenir
d’autres nous devons recourir aux invariants de degré > 1. Nous nous
proposons de revenir ultéricurement sur ces indication sommiaires,

. ’; ol n e
et Lon voit qu'il POlynomig| 4,

1¢ degré, mais on @

qui est aussi
automorphisme
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