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2° H_ désigne le point d’intersection s@tué dans le second quadrant
des axes Opb, de la lemniscate de Bernoulli (L) d’équation

(86) pte B = g o B8P

avec l'arc de cercle (Kp,4+) défini aux notations 1 (points 1° et 27
([4)) (fig. 13). K. désigne le symétrique de H_ par rapport a I'axe Os.

. . * Err s »
T _ désigne un point situé sur la portion A_H_ de I'arc de cercle (K, +).

S désigne un point du segment A_O0. (U_) désigne la réunion de I'inte.
rieur du triangle curvilligne OH_T_A_SO et de 'arc (ouvert aux extré.

- rl PTT e .
mités) A_H_ de Tarc de cercle (K, +). (V-) désigne la réunion de

intérieur du triangle curviligne OM _H_O et de V'arc (ouvert) H_M.
de I'arc de cercle (Kyg), +). (W_) désigne la région symétrique de la région
(U.) par rapport 4 l'axe Op. (Z_) désigne la région symétrique de la
région (V_) par rapport a l'axe Op. Enfin, (U.), (V,), (W.) et (Z,)
désignent respectivement les régions symétriques de (U_), (V_.), (W.)
et (Z_) par rapport a l'axe Ob.

A T'aide de ces notations, nous présentons les théorémes suivants, qui
fournissent quelques renseignements sur 1'arc (Grie, 2, 5,) défini aux nota-
tions 1 (point 6°) ([4])). o
s 'ijggzczfmml 2. 1°. Si le nocud z, est complexe, Varc (G, s.,) défini
cartéed LAeh (;bm:nt 6°) est un arc de cubique circulaire. Son équation

riesiennie est donnée par la relation (93) et un systeme d’équations pare-
mstnzqitess de cet arc par les formules (88).
e 1 1 le ?z?eud %y est réel, arc (G, wn) ¢St un arc d hyperbole ponr
& a.esx j)osmo?zs des'noeuds 2y (sur le diamétre A_A j) et de z, (dans
(T')’ dif  EXCEpUons sutvantes prés : a). le noeud z, st sifus dans la région
=), définie aux notations 6 (poiny 1°) et le nocud z, est donné par i
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103). b). le noeud z, cst sipy,

jarﬂ‘s’;lgdo(nné par la_formule (105). De dans la région

(T+) e le Hoeud

. ). . ans ces )
[ o cas l ar
7 de droite. L’équation cartésien S cas, lare (G, ) est
Eﬂt . ne de lar X e 0,5 Un
g0 par 1o relation (55) e un sy d’éQuaCtio(-]niB}};);:b% Crren, ) est

eioij)ar les formules (94).
art 30, Aux cas ou le moeud z, est rée] o Pare (G

ite, dont les extrémités seront désignges )
dlig;ir? 7,17 Yf,l) dg, M",!‘ et (X'lz’,Y':2) gd“ﬂ’ Zupar ;‘I
1t s (113). Son équation cartésienne est g
m:" ysiimie de ses equalons paramétriques
1 Démonstration 1°. En posant

7, = 7o+ Po? (7o, Po'nom.bres réels) les notations 1 (points 5° et 69)
([4]) donnent pour les équations paramétriques de Parc (Grpe, 5, 1,)

X = X(S) = G,(E, zll 221 s) = rg+;b§ C

amxiriques de cet

fe, ) €SE U Seoment
r et M,, les cof;don-
n2 SONL domnées par les for-
onnee par la formule (100) et
par les formules (110).

Ag8)4(s) + Bofs)B(s)

5 4{s) + Bifs)
(88) (Griewus) 1 { Y = Y(5) = G\(c, 2,, 2, 5) = T TA | Bul9dls) — 44(s) By
K 4(s) + Bis)
(s = [-1, 1))
avec
Ao(s) = roll + 75 + $5) + boz (1 — 7§ — $3) + 2023 + p¥)s
Bo(s) = poll — 1o — £5) — 7o (1 + 7§ + $§) — 2e(r2 + p¥)s
et K, A(s), B(s) données respectivement par (8) et (10) ([4]).
Si nous posons pour la commodité
_nth
89) b=y

88) donne Ao(s) X + Bo(s) Y = L A(s) et By(s)X — Ay(s)Y = LB(s).
En remplacant dans ces relations L, Aq(s), Bo(s), A(s)',’ B(s) respective-
ment par leurs expressions (89), (88) et (10) ([4]) elles s'écrivent respecti-

vement :
{90) uosz-i—bﬂs—{—co:O,a's2+b’s+c’=0

avec
Pog=1+4 ¢t — 0 — (" + 10 82+ 0%) — (¢ = 172)2-2(92 + &)
O P, —1 —db — (2 + b2, Poa=¢ — 0 — (" F b%) -
Py, =3+ 2(p — b2 — (* + &) Ps,y=1_+492—-(9 + B

A

g =75 T b
ay = 46,P24, by = 264(2p0P1,4 — KX + Kel;g o
Co = 09 Pyq — K[ro{l + o) + Poell — 6o) ] :
< = Kipo(l — o) = resll £ ol
a = Spbo'o, b = 20’0(217191'3 — KEX —"1 ); )]X B
¢ = 20b0¢ Pop + K[Po(l — 6g) — 70;;( + %
— Kre(l + oo + Posll — co) JY-
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s entre les équations (90) donne la relation classigy,

dlimination de ¢ 4
L dliminatt )2 _ (aob' = boa')(boG — Cob ) =0

E = (a,¢ — @ o
qui s'éerit avec les expressions (92) de a,, bo, 520' @, b, ¢
/B = 16 Krotp[— 4041 — o — Bt o6 + 4Bl — gt — gy
. oo[(Eo + Ei£)X + (E. — Eoe)Y] — Lo(l + &2)(xe
4+ Y2+ [(Ex— Epe)X — (Eo+Ee)Y P+ K(1 + EE)PO%(L_
— 6q) [(2pb — P2as)X — (Paa + 205e)Y](X2 +¥7))

’ -

(93) { avec
E, = — Paary + 2pbpo + (pP1a — Pyar0 — 20bp) o,
E, = — 2pbry — Py ot (bPy,z — 2pb70 + Py, 4P0)0,
L, = Kb(1 — ¢¢ — Woep[4(e* + )po+ [B(1 — 0" — 8%) —4(2 |
+ bz)}bo]do:l@
\et P,,, Psa Pyp donnés par (91),

ce qui démontre le premier point du théoréme.

2°. Si le noeud z, est réel (en (87) po =0), alors les équations para.
métriques (88) de (G ss) deviennent

X=2X(s) =—2 Al - #)

K(1 + €% 1 4+ 73 + 2r¢s
(24 YeV(=——r . A0 +B
K(l4¢Y) 14724 2rys

(S = ['—'1, +1)]

avec K, A(s), B(s) données respectivement par (8) et (10) ([4]).
et I'équation cartésienne (93) de (G, ,, ,) S'écrit

E=16K*. 7o [— 4041 — p* — b2t 4 4b2(1 — p* — p2)2 .
1 H 1
.(D”- P,, + 3 4 oP., + a(_ 20b JAtm +b P:.s)]X+

Yo o

1 A 2
=2 up, — o[- P S 4 op J]V] -
@

L0 o

— KB(1 — o* — bR)3(1 + e?)(Xt +Y?) + [[_ 205 17 4
@

To

+ 0Py — e(— Py 4 1:er J pP"‘HX_"l_ P,, L+n
] | s
+pPus+ E(— 2pb 17 bP,_B” Yr | =0
. ?'®

Il est évi : : o
arc d'hypergé?;n% que les équations paramétriques (94) représentent un

est d'ailleurs tout i ; :
I'équation cartésie aussi facile de le confirmer suf
(95) sous la formcxame (95) de cet arc. En effet, en écrivant 1’équation

E = 16K7}(4,X2 + 2B XY + C,vt 4. 2D X + 2EY + F,) = 0*

dés;
igue évidemment en (99) et (86) des expressions différentes-

* E,

SUR LA FONCTIONNELLE

y 147

o5 avous 2

9 do=g [—2pb(1 + 73) + bP, g7, —e[— Pﬁ(].}_,&)

KL — ¢ — B AL 4 e,

Bo = —ol 20000 +70) +0P 15 vy — e[ P, (14924
ol— P2all +7)+ oPus 74+ o[- 20b(1 4 1

Co =g —Fra(l+ 1) + oPr4 7o4e[— 20b(1 + 72)
— Kbl — o* — 02 r3(1 + &)

D, = 2041 — ¢ — V) 7, @[_ Poa(l + 73 + pPiary +
T+ el — 2681 + ) + bRy rel],

Es = 20%(1 — p* — B2 r, @[_ 2001 + 7o) + bP;p7, —
— e[ — Paa(l +73) + pPy47,]]

. \ Fo= — 4W¥(1 — p® — B2t 12

Avec les expressions (91) de Py, P, et de Py, et (96) de 4,,
B F, nous avons donc
0"’

TePuan)l
PPA,ATQ]](D .

+ bPl'g 1’0]]®
+ bPl,B 1’0]]%0 =

0]

Bf — ACo = [KY(1 — ¢* — B)ro(l + €2) Py(ry)

L ©7) Po(ro) = ¢* + 0 — o(l + ¢* + 8%)ro + (¢* + )7}
A (1] BO DD
@  |Bs Co Eo|l= — REN(L— g — BI1+ Pl
Dy Ey Fo
avec Py(ro) de (97)
1+ 7} 14t
(%9) Si en (97) Py(ro) =0, alors fO' - p':- b'i
147}

, des expressions (91) de

En tenant compte de lexpression (99) de ”
Pia, P24, Pip et de l'expression (8) ([4]) de K nous concluons que
( Si en (97) Pqlro) = 0, alors I'équation (95) de (Gre,5m)
s’écrit
E=— “”‘”“ = ¢ =09 ((_9pbt ePya)X + (Prat Zeeh)V+
—] o 9' + b2 ' '
4+ 2b(p2 + B)(1 —&* — #R = 0 c'est-a-dire
— ot — )=

(— 2pb + ePy /) X+ (Poat 2¢0b)Y +2b(p" + B#)(1 — ¢t — ) =0
\ avec P, donnée par (91). '
L'arc (G, s,s) st donc en ce cas un segment de droite.

D’ailleurs, (97) donne ’ g
(1o1) Piirg) = — pll 4 ¢t + ) + 2"+ 00 =

(100) ﬁ

1+ + 0

Pour 7, = i =1 20+ 07
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Si donc 7oy < — 1, alorg
P roa —1 7oz : bleau 61, (97) donne M ta.
Piro) (0 + l Py(—1) = 2((192 + 5 o
_ Po(1)| (102 PUp? + e
Po(ro) Py(—1) ~ 0 7 Po(l) (102) l et Py(1) =2((1p2+ ) l<0
P

Tableau 61 -l— pz _|_ bz) >0

Le polynome Py(r,) admet donc dans lintervalle (—1, 41) I (Seule)
racine

ol + o* + b%) + Vo' — 207 + B9(e® + 26 + o*e® L
2(p? + b3

(103) 2y =¥y ="Vo2=

En effet, autre racine de Pg(r,) est plus petite que —1, c’est-a-dire

Bl + o+ BY) — o' — 206" + 89(e* + 26%) + (" + OO

2(p* + 0 !
ce qui est évident a l'aide de (102).
Si 79y = — 1, alors
tn_ jj = 7o Dl — el 4 et + 8 =2(* + b9
Py(r,) — 0 + donc en (97)

Py(ro) = (¢* + 0)(1 + 7,2 > 0
pour tout r, € (—1, 1),

Tablean 62 Si — 1 <7y < 1, alors (97) et
(101) donnent au tableau 62
Po(ro,1) = (p* + 2)(1 —78,) > 0
par suite Py(ry) > 0 pour tout 7, Si ro,1 = 1, alors p(l <+ o2 + ?) =

: 2(e® + 82), do.nc ek (97) Pofrg) = (p* + #)(1 — 7,)2 > 0 pour tout 7, €
(=1, 1). Enfin, si 7o, > 1, alors au tablean 63 (97) donne

Py(ro) Po(—=1) N Pylroy) / Py(l)

Po(—1) =2(p* + 8 +

7 —1 :

0 ?‘013 1 7’0,1 (104) + p(l + P2+bz)>0

Pyry s | Po(1) = 2(e + ) —
: o 0
S ey ( o1+ ¢+ ) <
oo ol=1) N 0\ Py1) Le polynome Py(r,) admet donc
I dans lintervalle (—1, 1) la (seule)

racine

(105) 2, = 7o =7, = 0 €1+ V) = Vo — 26T 5 557 + 267 + (" + O
2(p* + 0¥

SUR LA FONCTIONNELLE

7 I’autre racine d e
%

En effet, acine de Py(ry) est plus grande que 1, c'est.

o(l + ¢* + B +Jm;mm@m

2(p* + b7) >1
o est évident a laide de (104).
ce '

a-dir

Par conséquent le polynome P(r,) de 97

Pintervalle (—1, 1) aux seuls cas on e ) s'annule dang
pg s S e n (101) 7, , <.—1 ou

Si7g,1 < — 1, Pylry) a d 1

(106) . 0,1 2 £ al7o ans l'intervalle (—1, 1

o 13 Somnde T (109 % 8 e 1B £ A
méme intervalle la (seule) racine 7= 0,3 douné:‘. par (105)

or, 1a relation 7,y = — 1 s’écrit 4 laide de (101)

207 P+ 2+ p)et + 9 = 0

Cest yéquation d’une strophoide droite, désignée aux notations 6 (point

‘: 1) par (S). Si nous prenons de (107) b= (1 + ¢) \/__P_, alors
2+

— db 143 s
g i = J5 i d_p _ +3e+0p
; 2 @+ on- \/ o
. 2459
db —
= + 1 + 0 © b 1 —i
dp E’ =
1 — o2 + o/ - ——
b —0 70 7 \/—E(—11+5\/5)\0 2+
ce qui donne le tableau 64
d% et la forme de (S_) (fig.12).
gt - I,a relation 7o = 1 s'écrit
| 3 laide de (101) p—
Tableau 64 —(2—p)(p*+ %) = 0 et
représente par conséquent

dans A la boucle (S,) symétrique de (S-) par rapport a l'axe f?gb 114285

position mutuelle de (S_) et (S4) par rapport ala regic;_n (Re) (
est donnée par le simple fait que sur la figure € FEERiGs

-

1 =
= (= 114+ 545) _
—_ e e B 5
(108 ¢ _ \/2 * _ P
) gl —
T2
ment A-D~ avec I'axe Op.
) de la fig. 1 est

1

: D’autre part,
¢ etant V'angle fait par le seg
¢quation de I'arc de cercle (Km +

1—m =
(108L) | ot + b2 +Tb ] =0
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2m
1 i - y A\m S »
Par suite, sur la figure en question, tg a(m) g (m) étant 1 ang),

fait par lo tangente en A~ & (Kn ) avee I'axe Op (0.< gy _)

Si donc sur la fig. 12 ¢ = e(c) désigne I’angle fait par la tangente - 2
A rarc de cercle (K, +) avec I'axe Op, nous avons tg e(e) = _2N(y "

L~ g
auquel cas le lemme 7 ([4]) et le fait que la valeur de I'expressjoy \?21\

1—
croit de 0 A oo alors que m croit de O 2 1 donnent m

W __ _(14+42)+12@+2) <)=25 5

(109) tg e(¢) = - N(1)

du fait que la derniére inégalité s'écrit VZ(Z—{—J?) <1442y
+V—2+4/5 donc par élévation des termes au carré et multiplicatiop
ar V2 +45: V= 1445 <2442 |

<I:)e qui est évident. Par suite (108) et (109) donnent sur la fig. 12 e(e) <,
donc l'arc A_D_ de (S_) est situé au — dessus de I’arc de cercle (K, 4).
Sur la figure en question nous avons en (101) 7, , < — I si le point
(ps b) (appartenant & (R.)) est dans la région (7_) définie aux notations
6 (point 1°) et 7, > 1 sl ce point est dans la région (T,). Enfin si ce
point est 4 I'intérieur de I'un des triangles curvilignes OM, M _ ou ON_N 9
ou sur leurs frontiéres (4 l'exception, évidemment, de I'origine 0), nous

avons en (101) — 1 < 7, £ 1 ce qui, avec (97), (106) et (100) démontre
le point 2° du théoréme.

3°. Si en (97) Pyfr,) =0, alors Lt 7§ = rop =222 B portant
1+

I'expression obtenue de 1 + 75 dans (94), nous avons pour équations para-

métriques du segment de droite (Grre )
X X(s) = pt+ B2 ) A(s) — eB(s)
K1+ ¢?)  o(l + p2 + b + 2(p? + bY)s
(110) Y= Y(5) = — cA(s) + B(s)

K(1+e) (1 + ot + 5% + 2(p? + bYs
(s = [—1, 1)]

ce qui donne, avec les valeurs (10) ([41) de A(s) et B(s)
Xl(s) g P2, 4+ 2pb€
(111) 2pb‘—€P2'A

Y'(s)=2 KP’ ; b., (20— P, ,) 12000 + (24002 +-dp(1 4 g2 bY)s +4(e* Y
(I+ey lo(l + ¢* + %) + 2(p* + BY)s]®

- Y'(s)

avec P, 4 donné par (91)

SUR LA PONCTIONNELLE
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9
a1 lynome du s . "
o réalisant du poly econd degré en s qui £ s
5 Fespresion (11 de Y15 ot = 8 S s mamis
te 7 v "
.s..g.X—(f);ﬂ (P; 2,4 - 2¢pb)
112 2L = sg@h — o P,y

pour tout's € [ 117

ifleurs la Premiére relatign (111) résulte de

deduire a 'aide des expressions (10) ([4]), comme ci-dessus, Les express-

!gns (110) étant donc des fonctions monotones de $, il s’ensuit que lorsque
i

arcourt lintervalle [—1, 1], le point M de coordonnées X(s), Y(s)

aées par (110) parcourt un segment de droite dont les extrémités ont
?choof données suivantes données par (110):
€

y (100), il était inutile de

/ 1—4(p+zb)+5p‘+14epb—-5b’+16pb(—np+b)—5p‘+

+ 4ep?h — 18 — 4egbd — 5pe + 4(p + eb)(p* + byt — (e% +
PO L2 + Zepb — bY)(g* + b8
TR+ e o= 2(6* + 5% + p(e* + B)
€+ 4( — ep + ) + 5ep® — 14pb — 5eb? + 16gb(p + €b) —
— (5ep* + 4p% + 1Bepi? — dgbd + 5eb) + d(ep — b)(e? +
ot + b + DY+ (= 26" + 20b + eb)(e? + b
Y= kot o P — 2(e* + b + ple* + b9
(13) 1 : —5b2 + 16pb(ep — b) — 5¢*' +
+ 4(p + eb) 4 5p*+ 14epb — 582 4+ 16pb(ep — b) P
W + 4ap£bp — 18p%® — 4epb® — 5b' — 4(p + eb)(p* + b3 — (p? +
. o + b1 + 2epb — b7)(e* + b
X2 =%a+ o p + 2(¢ + 8% + plp* + Y
—b 5ept — 14pb — 5eb? — 16pb(p + ¢b) — (5ep* +
Ti:a(ﬁi ls)z;b'si 4gbd + 5ebd) + 4(—p + b)(p? + bYE +
pt 4 b? +(— ep® + 2¢d + eb¥)(p? + b
\ Yz = — K(1 + ¢ p + 2(p* + 8%) + ele* + b7)

ce qui démontre le dernier point du théoréme‘. ' . ;
THEOREME 3. Awu cas ot le noeud z, est réel et larc (ﬁ I,,,_,,,;z e

un segment de droite, dont les extrémités seront dészgneessgz casr'lszﬁvun;'s:'

ce segment est paralléle & U'un des axes OX ou OY au,ic] gl
a) Le nocud 2z, est situé dans l';me de; :i’%%;?sp& fllz formu‘Ee ()

1 ; 2, €S
aux notations 6 (point 2°), le noeud
e = ;ﬂ avec P, 4 donné par (91).

' ’ ’ 4 u
bf'ALe noeud z, est situé dans Uune des régions (V) o (
2¢b
donné j)ar (103) et £ = PZA |
; bg10NS
) Le noeud z, est situé dans Lune des rég
P4
donné par (105) et € = — __ﬂvs.. |
7 ons
d) Le noeud z, est situépdans Pune des rxg
24
donné par (103) et e = — 55

——
* of. notation 1 ([4]) point 6°.

* est

W), & est

(V+) on (W+); 2y est

(U_) ou Z.), n est
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M. M, est paralléle a [
PR t b)), le seament M1, - n2 axe OX
AH{? L'a's¢rzsa2i’c:€se'.s )e.t:frémﬁ?és sont don,nees par les formules (11gy ,;
les coordonnées d est paralléle & laxe OY ¢t les coordonnges

¢ d) ce segment 2
i(:jré(;p)zit'és sgut don;ées par les formules (117 Lo wankae U

(X1, Yo) @ celles de M, (X2 Ye2))- i |
Démonstratios. Il résulte de (111) que Y(s) est constant sj (et St
ent si) € = :pb . La relation Pz =0 s’écrit 2 l'aide de (91)
m =
forme (86). La ;)'gsition de la lemniscate (L) par 1apport a la régiop (R
(fig. 13) est donnée par le simple fait qu'en posant en (86) p = ;o :

b—rsin 0 (r, 8 coordonnées polaires) il vient p = cos 6 ‘/C?)_S——iﬁ—

de Ses
n1 Sont

sous |,

) ——— dp _ __ sin 30 ﬂ= cos 30
b = sin 0 4/cos 20; o it & Nen by
d2b 3
E—:-—COthO, —d——'-=.__-.——
4p & ZE sin*30
do

ce qui donne le tableau 65. Ce tableau (et les relations

p(m — 0) = — p(0), b(z —0) =4(s)
6 |0 = |l oelm40)=—9(0), b(zx +0) =
6 4 = — H(0)
dojdd | 0 _ p(2mr — 6) = p(0), b(2rn — 0) =
= — b(0)
; 1\ l\/f. N 0 donne la forme de (L) (fig. 13).
2 2 Sur la figure en question
db/do o+ B tg ¢y = % 22 + 4/3)
’ i ;}/E N0 ¢, €tant l'angle fait par le seg-
ment A_E_ avec l'axe Op.
dbjde | oo 0 1 Sur la méme figure, (109) donne
et — tge(e) << — (1 +4/2) +
i o 1 I5 1 1 9.2
Tableal} 65 ' VZ(Z v \/Z) = E = g ((“\/‘ ¥

-+- Jg) = tg o
P i ) N
C;l;les?}';_e: e(e) fcz et Tarc 'A_E_ de [E] etabing me dossns de o B
cate (L) :\((slgi+).13a position mutuelle de la strophoide (S) et de la lemnis-
—— (86)8-1 ) est donlzlei I;?r le simple fait que en portant dans la
on a valeur — P ) _
TPy, donnée pour & par (85), il vient ollF

SUR LA FONCTIONNELLE

i " 3p + ¢ = 0 auquel .
| : = uel cas le tableay 64

’}; :draﬂt des alxes Opb de’. la fig. 13 les points jonng 'y M

™ e les (seu s) points d’intersection de ces courb;’s i 21

o™ d z, est A l'intéri
gi le noeud 2y - J1nterieur de I'une deg i
(L); alors Pz,a > 0 et s'il est 2 Textérieur de c:;mll)(c:)lszledse :lﬁoﬁmergsc(:gs

- 2pb
| s'ensuit que & = =2 e
Pos < 0. I 4 Py g O POsitif si (et seulement si) le noeud

5 €st situ¢ dans lT'une des régions (U_) ou (2,) de (T4) ou (V) ou

) de (T-). X(s) de (110) est constant si (et seulement si) Pyy

i donne une valeur iti : T

4 [} o= dul 0o y positive pour ¢ si (et i

e noeud ( ;3 )esat S(l;ue) c%ns ltlme des régions (V) ou (%’V+;e§ler(r11?f; glti
ou (Z_) de -). Les valeurs respectives de :

tgé _O)réme o B 7o sont données par le

" 2pb
En faisant en (110) == ;i-s nous avons avec les valeurs (91) de

| Paa et (10) ([4’]) de A(s) et B(s)

Pt — BY o+ 2(pf + bYW - (ot — b9)(p? + b + dp(pt + BY(L 4 o?
+b')s+4(p=+b')'-s=P(P R

K(@* + 09 [p(1 + o + b + 2(e* + b3s]
2B — gt — b9t — b — (6 + b
K(g* + b

(114) ! X(s) = Paa

¥

PZA ‘
En faisant en (110) ¢ = — 2'b , nous avous
p

_Aph?(l — p* — b
T K(pr b9
(115) P’ — bI + 2(9. + bﬂ)i + (pi —_— bl)(pl + b')i +
§ Go(ot + 591 + p* + bY)s + 4{p? + ¥
Y(s) = 200 — o oll + o 4+ DY) + 246% + V]

X

ys=—1 puis s = 1, nous avons pour les coordonnées
S ’

faisant en (114 M, M, ,
En faisant en ( (8) ([4)) de K, si M, M, .

des points M, et M, ,, 2 V'aide de la valeur

est parallele 4 Vaxe 0X:

A (g -bM 3_p—dp(ph+07 +6(pt 40—
ot (P09 >+

50+ O 2P B+ (O]

/ [
X =X(—1)=R1(P» b)

- (P + 80 —2(p
—op(1 — ot = DYt — B — (e* + B%]

(“6) Yr. 1 =Yr,2 =R2(p' b)= (o* + [l — 2(e* — b) + (p*+ o)
2 (ot +
(ot —b3— (591 (p ~b'+4pgg;?;f_?g;),§9

Sl O+
e s 5] 1 —2(p*— 0%+ (" 07"

| Xr2 =X(1)=Ralp. 0= (oot on+ e

11 — Mathematica nr. 1—2/1982
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En faisant en (115) s = — 1, puils § = 1, nous avons pour les ,—empla‘;ant dans ces formules E, et o
nées de M, et Mz Coordgy, fis X(s) et Y =Y(s) par leurs o ¢t E, par leurs s
- 13F expressions (88), il ‘:?éplj‘;essmns (93) et
m—— 1 . : n
| & TT; M, est parallile & Paxe OY ' (4 206t = B + (6" + elory(1 —
, — 2pb(1 — g2 _P,f,')'(d e (1 — ,3"_";;%(1 +r4ph) —
X, = Xs2= Rifp, 8 = 4pb2(1 — o* — b + 2 — 2pb(1— g2 o+ B [1 + 2(s2 —p3) -
1 L ) — b? ° ) + : 2
(¢* + B9 (1 — 2(e* — ) + (o* + 1) — 5+ 8 42 b’)(;(pl! ! . b ok 4 ot
it 4 | A= g e
/ — b — 4p{p* + b%) + 6(p2 . 7 2 — (1 P N —[1 — 2(p31 3
(117) { Yoy = Y(=1)= Rs(p. ) = + 89+ (o* — b’)((‘::2 H P ey + 2"+ D0 + P%)’][ ]+sZE;p12+=b) + (et + b‘)’(J‘;b%TbH
(¢ + B9 [p — 2(p* + 59 + p(p* e _g (Ut 4 ol Py g g el
e || #= = K S A s
Pl — 73 — pi) P ol — 75 —p5)]ss
" 2b[pt— bt 4p(pt+bY) + 6(p? + BYI 4 4o(cn o = PO+ Tl + 7 + £0) + 20 + pB)s]
2 =Y(1) = Relp, ) =— Tl — (e 1 by PO [1 4+ 2(e* — 5 + (o* + B91)[p(1 + ot 4 b* .
\ (¢ + B9 [ + 2(6* + B9+ 0(p? + B9)][1 — 2 e e RO AORS Ly
+ (p* + 2)2) (e* by ot — BY)(p? + B][L + 202 — $2) + (2 (* + b9 +
ce qui termi ‘ (119) ﬁ + 2 (6 + 35 + 2(g* + b)(g? —%‘2')++(:"=+ 7l
qui termine Ja démonstration du théoréme _tzb')q;:)u T (’f i PE) + 20b(1 —pt — BY(1 i ; :g,()‘:(";
I : 0 — — 3 =
f N ——— ) R T MRk e +
Agen les équati i axes ’ de + 206 £ B0 + B o + bYIpE
gon que les équations paramétriques de l'arc (G,p.s,.) par XY de telle ‘((f; -:r’)ifnp-’: -T-O);]ag]®s+4®{— P(p’+b=)(1)_l_1pp’ib')r,-
nouveaux axes ne dépendent de ¢ " bar Tapport aux — (6 + Bglet + (lf' i gi)lu AL o e v
et d que par le facteur Il suffit _a]1 +3¢2 ®b2 N b=)£]p+ ot — 3b% + (p? + BYArd —
et de ra : I +e? 1t en - ¢ It (p? + D)2 + P32 s
cn tournanlzpt()(:ter Farc (Gyjes,s,) aux axes Oxv (fig. 14) ; le'a\;e Ox S'obt: ' y = y(s)= K, - + 8(p? b7 [p(} + p* + B0 + £ — (e ;=)1c(fl]r@]f’;=§ss
. n sens inverse) l'axe 0X d'w1 £ ARG U s’obtient PE (1 — 72— P28 + [roll + 73+ Pt el
s te angle défini par les rela- Y se-t 1]1;.") s I
5 avee
' 1 D r
(118) s, = J_i_ Ko = (75 + 13)" i 4
(1 + ) (E ED (L ef(e* + B[1 — 2(e* — b9 + (¢t + D] [p —rol* +
cos p=— L1~ Eu + (b + pop1[(1 — pro — bpa)* + (Bro — ePal']
NI+ 9E + E) Nous avons ainsi démontré le
avec E, et E, donné COMPLEMENT AU THEOREME 2. Par rapport aux axes Oxy ,définis par
1 données par (93). lélo fig. 14 ct par (118), larc (G, 5, 5,) Qéfini aux nota‘gi’on 1 (pcﬁnt
) ([4]) admet un systeme d’équations paramétriques données par (119).
. ks 3
y En ce cas &11. La fonction (de la variable -m)1 ™ stant strictement décrois-
. m
) ‘ £= X con sante, il résulte de (108,) que
y B—Y sin p= | Si0<m < my<l,barc de cercle (Km,+)* est situé au-dessus
_ By — E®)X — (E, + Eye)Y - (120) de Varc de cercle (Km,+) (exception faite svidemment des poinis
0 : \I(l + <) (Ef + E)) A_ et A+) = -
% Y= X s En effet, les relations ¢* + B+ 1=# 5. 1=0¢k o? 4 0+ ———=b-
Sin B + i cos ‘3 = 1 0 1 md 1 m2 . "
E —1=0 donnent [— et B TN
= _( o + E)X + (E; — Eg)Y ) ( my my ] . e .
NI ¥ eoyE + B :12 qui donne les points A_ et Ay comme (seul_s) points d’intersection
1 s cercles auxquels ces arcs appart1ennent.
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ositions (41;) et (44,) ([4]) se complite
fagouRii?itzfg;fe 7S1L ?_2 1;)1;)()ilr)1‘c (e b.) décrit‘ la b,l'af]C}l],e (k) définie t;tn ((; 41;
i o 91 (8 31,5 5 % S e, g
t(E.Ile]o)('ﬂ?()a_, gogjfbé&(;)]{é)[ de’ﬁn‘ig en (82, comprise dans A, alors e;a?& ?
([411}))9?2.4 > 1 et si ce point décrit la branche (k3) _de la courhe (K;)
définie‘en (82,) comprise dans A, alors en (44;) ([4])]ay ;] > 1; 8
En effet, si, pour fixer les idées, le point (p, b) est Situé sur "
alors il n'est pas situé sur (kg) et réciproquement, ce qui fait que l‘el
nombres @, ,, Tespectivement oy, (selon (40,)) ([fl]) existent, auque o
selon . (41,) ([4]) nous avons lag, .| > 1, respectivement |o;,| > | .

: : Pour
tout point (p, b) situé sur (k,), respectivement sur (k). La demonstratioH

des relations |ug ;| > 1 et |ey,i| > 1 se fait 4 l'aide de (%41) ([4]).

Nous présentons les remarques suivantes, dont la premiére est démgy,.
trée par le théoréme 1, la remarque 5, le lc_arnmeo , ([4]) et la propriéts
(120), et la seconde par les notations 1 (point 7°) ([4]) et par les dqua.
tions paramétriques suivantes de l'arc (?,,,,,h,,) défini aux notatiens l
(point 6°) ([4]) déduites de ce point 6° et de (88)

At 2h Buls)A() — 449 Bl

X=X =— .
K A¥s) + Bi(s)
(121)  (Gienn): | ¥ = V(s) = ¢ B A6 + Bols) Bs)
| o K A3(s) + B2(s)
(s = [—1, 1))

avec Ay(s), By(s) données par (88) et K, A(s), B(s) données respective-
ment par (8) et (10) ([4]).

Remarque 8. Lorsque ¢ croit de 0 a4 oo, la région (R,) définie au
point 3° des notations 1 ([4]) change en partant du et en aboutissant
ausegment 4_A4, ((Ro) =(Rx) = A4_4,).810 < <z, < 1,alors (R,) C
C (R,) et sil £ e <epalors (R,) D (R,,) (les inclusions étant stricltes)
La région (R,) est par conséquent la région maximale dans laquelle peut
€tre situé le noeud z, pour pouvoir délimiter le domaine des valeurs de

1: gi?gti?nnelle F[f] & I'aide du résultat cité page 183 ([4]) d’ asHNEvITS

Nous nous servirons des
NOTATIONS 7. (Gy,,) désigne I'arc d’équations paramétriques

( [ro(l + 78 + P3) + 2073 + pYs1A(s) +
X=X(s)= cht i + ol ~ 1o — $3) 3(:) ¥
K Pl =18 — 22 + [ro(l + 72 + pB)+
J A B R
Poll — 73 — pHA(s) —
= [ro(l + 3 + 3 + 2(r34 pBs] B(s)
Pl — 75 — pl2 +
+ [roll + 3+ 28 —f°)2(r= + phsP
Al ot 516 (s = [—1, 1))
avee A(s) et B(s) données par (10) et K par (8) ([4]). e
loppe convexe, a l'aide desquelles nous présent(o[x:ls])la ¢

(122)
3+ 2

Y =y() =41

{ Ez,.x.) son enve-
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argue 9- o;squsos croit de ( 3 ®, la 1éo;

Rel ions 1 (point 7°) ([4]) change A T€gion (E,. . .V définie
. potad i 7 8¢ en partant de la peu:

S‘fﬁﬂie aux notatlgfs( . et r;n %t))oéltlsgant a Torigine de;e%}?;ls (}5
(@ . 19 53 d 1103.31;11 = an ]s que la Ié . - pia
((Eflo'ﬁ”o‘t’atious 1 (point 7°) ([4]) change en partantgii?en1’((5}"}'{1';’) 4 définie
w5 "ot en aboutissant a la région (E, ) (Eip.s,n) = 0 etg 4 es axes
OJ(E ))- De la remarque 9 résulte de suite la""" h (5
g ,'RhanzﬂfqW 1(.)' Lm;sque © eroit d? 02 o, la région (E,, 5) définie aux
potations 1 (;;ont;t ge)e’c( [:11) q%‘él tf_lgur?t é:i Pénonce du théoreme 1 ([4))
o en partan aboutissan la région (E, ). (E =
EhEZEi,n.‘.) = (E:;. 25)),' . b ') (( 0,2, ‘:) =
Remarque 11. L'arc (Gig,x,=) défini aux notations | (point 6°) ((4])

s’obtient a partu_de l’ari‘ (G"E"I'F-) défini & ce méme point 6° par la
cession des trois opérations suivantes:
suc

= 5,3

i, 0,1,) =

1° symétrie par rapport a l'axe 0X

2° symétrie par rtapport & la premiére bissectrice des axes
oXY

3° homothétie de poéle 'origine des axes et de module =

.

' (123)

| psr suite, 1a région (Ey.,, ) s'obtient & partir de la région (E,,,, )
¢ les opérations (123). Ces trois opérations conservent évidemment la
' ture de larc (Grje,s,,s,)- Par conséquent les renseignements fournis
j je second théoréme sur la nature de arc (Gye,s,s) sont valables
| 1l):)rur rare (Gie,sn)- Si 2 la place de X et X mous sxtpers gn () Ko

¢ Y, o et en (121) Xio et Yo, alors les notations 1 (point 6°) ([4])
donnent
X;o = —eGile, 2, 2 s)=—¢Y,o

“24) },,"0 . EG,(E, zl, 22‘ s) p— EX,'O

de l'arc (Gije,s,s,) Sobtient en
(selon que c’est en arc

X par Y ety par
€

Par conséquent, l’équation cartésienne
remplacant dans les équations (93), (95) ou (100)

de cubique, d’hyperbole ou un segment de droite)
est un arc de cubique, un systéme

Au cas oit (Gig, 1,n)
(124) et (94)

& , .
-=. Au cas général ol (Gije, 20)

donné en (121).
stéme est fourni par

[ 4
déquations paramétriques a éte
&t un arc d’hyperbole, un tel sy

] M
l X=X($)=m']+yg+2vos

Gl M

Y :Y(S) :m.l..}-ra-{—Q!os
(S = [—'L 1])

(125) \ Gionn):

. 10) ([4))-
avec K, A(s), B(s) donnés respectivement par 8) et (10) (I
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segment de droite, nous désig,
. cas ot (Gign,s) €St UM : . 3 1erg
?els]ﬁgtfrlémités pal(' ”']lsu’.-,l et M2 Les C-Oordzlll.nfle§4)(‘)_{"" Yii) et (X
Y; )-de ces extrémités sont donc fournies p :

1,2 e
X,',l — EYr,l M,‘ . [X,']g = EY’,2
Yir = eXo1 Yo = eX, ,

a (X1, Yo1) et (X, 2, Y,2) sont les coordonnées des extrémit¢g
ou <kr, 1» r, e )

iduit 1 . Au cas d’'une positio
t auquel se réduit I'arc (Gren, ) 1 g
2?)%11;32 de 25: segment (126) et (113) donnent

Xin = —¢Y,1 ]VI'_Z{X"J: — &Y,
YVii= X T Y= X,

avec X,., Y, 1, X,2, Y,» données par (113). Au cas particulier o e
segment‘ M,, M,, est parallele a l'axe OX (cas a) et b) du théorep,

0s

L2,

(126) M

(127) M;, {

3), les coordonnées de M;, et M;. sont données par (126) (avec ¢ —
—_—Z—Pb—] et (116), ce qui donne
2,4
;1 = Ry(p, b Xi2o=Ryp, b
(128) ﬂ/-[il Xl.l 4(P ) A/I'.'Z[ ; 2 B 4(P )
Y =Ryle, 0) Viz = Relp, b)

Au cas oit le segment M,, M,, est parallele a I'axe OY (casc) et d)
du théoréme 3), les coordonnées de M et M; ., sont donnces par (126)
PZ,A

(avec E= — -—] et (117), ce qui donne
2pb

aze) g, [ X = Ble D)

Miq [A“ = Bslp: 8)
Y".l = Rz(Px b)

Yi2 = Rulp, b)

avec R (p, b) (s =1, 6) données par (116) et (117). Nous nous servirons
des mnotations suivantes (et derniéres).

NoTATIONS 8. Nous désignons par M Mé\: un segment paralléle
a l'axe OX, dont les extrémités My et My ont les coordonnées
[ vX
M‘;‘{Xl’ = Ry(p, b)

X

Yi = Rz(P, b)

ME[ X2 = Rifp, )
Y = Ry(p, 0)

et 11,).91r M{ My un segment parallele 4 I'axe OY, dont les extrémités M Vet
M, ont les coordonnées

My [ X{ = Ryp, 0)

Y
MY X2 = Ry(p, b)
Yi= Rs(P» b) : {

‘ Yy = Re(p, b)
avec Ry(p, b) (s =16) données par (116) et (117).

Dans ces notations (128) et (129) fournissent la

Remarque 12. Lorsque I'arc (Grie,z,, 5,) et parallele a l'axe 0X, i
est le segment M{MZ et larc (Gife,,, ,) est le segment m o
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parc (Grs,n,w) et parallele 2 Vaxe gy 4 .
sque — » est le segment 7377
1|orrc (Gt ) est le segment MiyMY (o, otations g gment My MY e
la '

marque 13. Au cas ol le noeud z, est g
~on§ 6suPP‘?Sé t;mtetment dans toutes les fsgr;a&les(el(%%n & ), nous
o jptervient ueCOemiﬂt ou indirectement (par Pintermédiaire . (2o
o8 705)) que 7o # 0. Au cas ou 7, est dopne par (103) ou 109 (103)
08 yailleurs évident, du fait qu’en (97) Py(0) = g2 1. 12 v R £ i) ceci
fO. donc €t ) ZIf= 0,' la relation (1291) démontrée ci'-dessong_- d}:)‘:1=
F’[ﬂ = 0 pour toute Ofclc‘;lon f <& par suite le domaine des valeurs g:
#if] lorsque f parcour ’ a\ classe § se réduit 2 Ponigine: dos ames
Remargue 14. Le théoréme 1 ([4]) suppose évidemment (129)) f'(z) # 0
our tout Z2 = (R.) et toute f € & Ta preuve de (129,) se f]élit ézl'aide
Pu césultat suivant de GQODMAN ([3)) : Toute fonction f(z) de la classe
£ définie au &1) est univalente dans le dom?.ine (D) compris entre les
arcs de cercle (KJ§_|,+) et (K, ) .(notatxons I, point 1°), ([4]) .
(i domaine est entendu sans sa frontiere) et par suite, pour tout z €
= (D). f(x) # 0 (cf. [3]). Or, selon la remarque 8, (R,) € (R,) pour tout
.>0et selon la remarque 5 ([4]) et (120) (R,) C (D), du fait que N(1) <
<_‘6< J2 — 1. En effet, la premitre inégalité s'écrit, en tenant compte
1 -—-_—__——_ —
que V20 + 14J2=(1+ 4/2) Vs + 22 ]/8+4J2+2(1+J2)«/2(2+ Vo) <
< L A ,\/‘Z + \/2(‘.’. i \/2—) c’est-a-dire, par élévation au carré des termes:
10

0T+ V22 +4/2) <79 Or, 2+ V22 + 2 > 4, parce’ que Viné-
galité s’éerit \/2(‘.’. —}--J 2) > 4 — Ji, c’est-a-dire, par élévation au carré des

51542 > 7. Par suite, 2042 + ]/2(2 + 4/2)) > 80>79 ce qui prouve
EZ:?;:litaéJpréscntée. Par suite (R,) = (R(N(z))) E(R(N(1) = (R) C
C (Rmy))C (D)

avee N(1) < my, <42 —1

ce qui, avec le résultat ci-dessus cité de GOODMAN prouve I'assertion (129,)

de la remarque. ) v
Remargue 15. En faisant b =0 aux polntSZ a) e‘%/ 1;) (%}1 )thlffrsﬁf

3, il vient p # 0 parce que les regions (Us) | o (V=) - '

' 200 _ ( et (116) donne

tiennent pas lorigine. Par suite €= p=7=

.Liﬁ-, Y,,2=0

(130) =g

X l—¢ vy, =0 X_.=
= = rl ] f,
W=

g faisant
par suite X,, < X,, (ce qui dailleurs résulte %810)(1133 12ite¥méde e
b=0). Or, ‘1eg‘ formules (116) on été déduites %‘:‘é La ?elation Pyfre) =0
(114), C’est-a-dire en supposant en (97) Py(ro) ')'__='0 ce qui donne 7o = P
de (97) s’écrit pour b =0:pelp — ro)(l — 92’1 1 — pre # 0. En faisant
du fait que p # 0 et que pour |7'0| <1, lpl ’






